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ALGORITHME DE REGION DE CONFIANCE POUR LA

SIMULATION NUMERIQUE D�ECOULEMENTS DE

FLUIDES VISCOELASTIQUES

Y� BEREAUXy J�R� CLERMONTy A� YASSINEz

Abstract� La simulation num�erique d��ecoulements de �uides visco�elas�
tiques induit des probl�emes non�lin�eaires qui imposent une r�esolution
it�erative� Dans le cadre des m�ethodes d�optimisation sans contraintes�
il peut �etre int�eressant de disposer d�un algorithme pr�esentant une pro�
pri�et�e de convergence globale� C�est le cas des m�ethodes de r�egion de
con	ance que nous avons impl�ement�ees dans le code de calcul simulant
des �ecoulements de �uides visco�elastiques par la m�ethode des tubes de
courant� Outre des r�esultats num�eriques de convergence sur ces types de
probl�emes� nous pr�esentons l�in�uence des divers param�etrages envisage�
ables pour ces algorithmes� Le co�ut de calcul de la matrice hessienne est
drastiquement r�eduit par la formulation qui n�ecessite peu d�inconnues�
par l�utilisation d�une approximation de Gauss�Newton de la matrice
hessienne et surtout gr�ace au calcul direct et exact de la matrice jaco�
bienne du syst�eme des �equations gouvernantes�

Mots�cl�es � Optimisation sans contraintes� Algorithme de r�egion de con��
ance� Visco�elasticit�e
Classi�cation math�ematique � ��M�� Others Numerical Methods�

��A�� Viscoelastic fluids

�� introduction

La simulation num�erique d��ecoulements de �uides visco�elastiques fournit
toute une gamme de probl�emes o�u les non�lin�earit�es sont principalement
dues �a la loi de comportement choisie pour d�ecrire le �uide� La r�esolution
num�erique du systeme discret non�lin�eaire doit se faire de mani�ere it�erative
et s�av�ere en pratique tr�es d�elicate �a mener �a partir d�une solution initiale
tr�es proche de la solution �a la convergence� Dans le cadre des m�ethodes
d�optimisation sans contraintes� il peut 	etre int�eressant de disposer d�un al�
gorithme pr�esentant une propri�et�e de convergence globale� Dans le cadre
de la m�ethode des tubes de courant� appliqu�ee �a l��etude d�un �ecoulement
de �uide visco�elastique repr�esent�e par une loi de comportement int�egrale
de type Wagner 
�� �
� nous avons d�evelopp�e un algorithme de r�egion de
con�ance applicable �a un probl�eme de moindres carr�es non�lin�eaires� Nous
pr�esentons ici� outre la d�e�nition de cet algorithme� des r�esultats de con�
vergence ainsi que l�in�uence des m�ethodes de calcul de certains param�etres
sur les performances d�ensemble de l�algorithme�

�� Algorithme de r�egion de confiance

On peut d�e�nir un algorithme de r�egion de con�ance de la mani�ere suiv�
ante � Si S repr�esente la fonction objective de Rn dans R� dont on recherche
le minimum �x�� un d�eveloppement limit�e au second ordre de S autour de �x
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indique que �

S��x� ��� � S��x� � �g��x� � �� �
�

�
��t �H��x� � �� � q���� ���

o�u �g et H repr�esentent le gradient et la matrice hessienne de la fonction
objective S� On d�esigne par q l�approximation quadratique locale de S �
Ce d�eveloppement de S est valide dans un certain voisinage de �x � L�id�ee
de base de la m�ethode de r�egion de con�ance est alors de minimiser cette
approximation quadratique locale q sur une boule centr�ee en �x et dont le
rayon � est appel�e rayon de con�ance� La condition de stationnarit�e pour
q est �evidemment �

rq � �� ���

Comme q est quadratique en ��� cette condition de stationnarit�e implique

que �� est solution du syst�eme lin�eaire �

H��x� � �� � ��g��x� ���

�� est alors la direction de recherche de la m�ethode de Newton classique�
appliqu�ee au probl�eme de minimisation sans contraintes de S�

A ce stade trois di�cult�es peuvent appara	�tre �

� Cette direction de recherche peut 	etre �trop grande� par rapport au
rayon de con�ance dans lequel l�approximation quadratique locale q

est valide �

k��k � � ���

� Ou bien cette direction de recherche n�est pas une direction de descente�
�a savoir �

S��x� ��� � S��x� ���

� Ou encore� on ne peut pas calculer de direction de recherche car H
n�est pas d�e�nie en �x�

La particularit�e des m�ethodes de r�egion de con�ance intervient �a ce niveau�
par leur capacit�e �a recti�er le calcul de cette direction de recherche insatis�
faisante en calculant une autre direction de recherche par la r�esolution cette
fois du syst�eme lin�eaire suivant �

�H��x� � �D� � �� � ��g��x� ���

o�u D repr�esente une matrice diagonale et � � � d�esigne le param�etre de
Levenberg�Marquardt 
�
 calcul�e de telle sorte que soient v�eri��ees les con�
traintes�

kD����k � �

S��x� ��� � S��x�
���

C�est d�ailleurs dans le choix de la matrice D et dans le mode de calcul
de ce param�etre de Levenberg�Marquardt qu�interviennent les principales
di��erences entre les impl�ementations possibles� Les conditions g�en�erales
n�ecessaires et su�santes d�optimalit�e du probl�eme de minimisation de q
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sous les contraintes ��� sont alors 
��
�

������
�����

�H � �D� semi� d�efinie positive en �x

�H��x� � �D� � �� � ��g��x�

kD����k � �

��kD����k ��� � �
� � �

���

L�int�er	et majeur des m�ethodes de r�egion de con�ance r�eside dans leur pro�
pri�et�e de convergence globale 
�� Chap� �
�

Th�eor	eme �
 Convergence globale� Si la suite des it�er�es successifs �xk est

incluse dans un domaine born�e B� si S� la fonction objective� est deux fois

contin�ument d�erivable sur B� alors� il existe un point d�accumulation �x� qui

satisfait aux conditions n�ecessaires et su�santes d�optimalit�e� �x� est donc

un minimum local� Si� de plus� la matrice Hessienne est k�Lipschitzienne

dans un voisinage de �x� � alors la m�ethode de r�egion de con	ance converge

quadratiquement vers �x��

�� D�etail de l�impl�ementation

���� Cas des moindres carr�es non�lin�eaires

Le syst�eme non lin�eaire �F ��x� r�esultant des �equations gouvernantes et des
conditions aux limites donne lieu �a une fonction objective S d�e�nie comme
la demi�somme des carr�es des composantes de �F �

S��x� �
�

�

mX
i��

F �
i ��x�� � �

Nous nous situons donc dans le cas particulier des moindres carr�es non�
lin�eaires o�u l�on peut d�e�nir une matrice jacobienne J �

J � r �F ����

Le vecteur gradient �g et la matrice Hessienne H se calculent alors de la
mani�ere suivante�

�g � rs � J t � �F

H � r�s � J t � J �r� �F � �F
����

���� Calcul des matrices jacobienne et hessienne

Un premier chox d�impl�ementation concerne le calcul de la matrice hessi�
enne pour laquelle on utilise l�approximation de Gauss�Newton� classique
dans le cas des probl�emes de moindres carr�es non�lin�eaires �

H � J t � J ����

Cette approximation �a l�avantage de ne retenir que la partie semi�d�e�nie
positive de H�

La matrice jacobienne est� elle� calcul�ee directement et exactement suivant
les expressions formelles des d�eriv�ees des composantes de �F � plut	ot que par
di��erence �nie sur chaque composante� par rapport �a chaque inconnue�
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Figure �
 In�uence de la matrice diagonale D sur la convergence�
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Figure �
 In�uence de la valeur de � initial sur la convergence�

���� choix de la matrice diagonale D

La matrice diagonale D est en fait la diagonale de H� ce qui conf�ere une
propri�et�e d�invariance d��echelle �a l�algorithme� Ce choix est nettement plus
e�cace que celui o�u D est la matrice identit�e� comme le montre l��evolution
de S �cf� Fig� �� obtenue dans le cas d�un probl�eme d�un �ecoulement de
Poiseuille dont la solution initiale est la solution exacte avec une perturba�
tion 
�
�

���� Calcul du param	etre de Levenberg�Marquardt

A chaque it�eration k� le param�etre de Levenberg�Marquardt est nul ini�
tialement� c�est��a�dire que l�on calcule et teste une direction de recherche qui
est la direction de recherche donn�ee par une m�ethode de Newton� Ce choix
n�est pas sans cons�equence sur les performances de l�algorithme �cf� Fig� ��
o�u l�on voit clairement dans le cas d�un �ecoulement de Poiseuille perturb�e

�
� que le choix de � initial nul est le meilleur possible�
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Lorsque la direction calcul�ee pour � � � ne satisfait pas aux contraintes
���� on calcule � � � par l�algorithme de Hebden 
 � �
�

Le sous�probl�eme qui se pose alors est de rechercher pour un rayon de
con�ance donn�e �� le param�etre de Levenberg�Marquardt � tel que la di�
rection de recherche �� obtenue par la r�esolution du syst�eme lin�eaire ��� soit
telle que �

kD � ��k � � ����

En fait la norme de cette direction de recherche d�e�nit une fonction scalaire
! �

!��� � kD � ��k ����

et le param�etre de Levenberg�Marquardt recherch�e est solution de l��equation
non�lin�eaire �

!����� � � ����

L�id�ee d�Hebden est de r�esoudre cette �equation non�lin�eaire en appliquant
un sch�ema de Newton �a l��equation inverse 
�
� a�n d�utiliser au mieux le fait
que !��� est une fonction rationnelle �

"��� �
�

�
�

�

!���
� � ����

On g�en�ere alors la suite d�it�er�es successifs �

�i
� � �i �
!��i�

!���i�

�� !��i�

�
����

o�u !���i� est d�e�nie par �

!���i� � �
�

!��i�
�D � ���t � �H��x� � �D��� � �D � ��� ����

On r�eit�ere le processus jusqu��a ce que �����
�� !��i�

�

���� � ��� �� �

On v�eri�e que la deuxi�eme contrainte ��� est satisfaite� �a savoir que la
direction de recherche ainsi calcul�ee est une direction de descente� Si oui�

on double le rayon de con�ance � et le nouvel it�er�e est �xk
� � ��� Dans le
cas contraire� on divise � par deux et l�on reprend l�algorithme de Hebden�

En pratique� lorsque l�on utilise une matrice diagonale D di��erente de la
matrice identit�e� cet algorithme de Hebden doit faire intervenir des bornes
variables qui encadrent l�it�er�e �i et entre lesquelles il faut �eventuellement le
replacer 
 
� La convergence� quadratique� est tr�es rapide et assur�ee en une
dizaine d�it�erations au maximum�

Cet algorithme de Hebden marque un net avantage sur la strat�egie de
calcul de � dans l�algorithme de Levenberg�Marquardt de la biblioth�eque
I�M�S�L� utilis�e auparavant 
�
�

���� Crit	eres de convergence

A chaque it�eration k� on �evalue les crit�eres de convergence suivants� dont
la v�eri�cation s�epar�ee ou simultan�ee d�etermine l�arr	et des calculs �

� Condition de stationnarit�e�

k�gkk � ���� ����
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Figure �
 Convergence d�un probl�eme d��ecoulement de

Poiseuille perturb�e� Evolution au cours des it�erations de S�

k�gk� et de � le Rayon de con�ance�

� R�esolution du syst�eme d��equations non�lin�eaires �F ��x� � ��

S��xk� � ����� ����

� Les r�eductions successives ne sont plus signi�catives et l�on a atteint
un minimum de la fonction objective S�

� � ���� ����

�� R�esultats de convergence

Nous pr�esentons ici quelques r�esultats de convergence obtenus� d�une part
pour des �ecoulements de Poiseuille de �uides visco�elastiques� d�autre part
pour des �ecoulements en �li�eres convergentes 
�� �
� Ces deux probl�emes
distincts pr�esentent des ordres de convergence di��erents�

���� Deux types de convergence

Dans le cas d�un �ecoulement de Poiseuille perturb�e �cf� Fig� � et ���
la convergence est d�abord lin�eaire puis devient quadratique sur les trois
derni�eres it�erations� La solution �x� est alors telle que S��x�� � � et c�est le
deuxi�eme crit�ere de convergence qui est v�eri��e �cf� ���� On constate que
les hypoth�eses sp�eci�ques de l�algorithme de R�egion de Con�ance �calcul
d�un param�etre de Levenberg�Marquardt � di��erent de z�ero et r�eduction
du rayon de con�ance �� ont �et�e n�ecessaires au cours des it�erations n�� et
n��� Ensuite� le rayon de con�ance a �et�e doubl�e constamment au cours des
it�erations suivantes �cf� Fig� �� � La non�linearit�e de S se manifeste lorsque
la norme de son gradient augmente entre deux it�erations successives� bien
que S ait diminu�e �cf� Fig� �� les it�eration n��� �� �� ���

Dans le cas des probl�emes d��ecoulements en �li�eres convergentes� beau�
coup plus complexes� la solution n�est pas a priori telle que S��x�� � �� du
fait des erreurs de consistance des sch�emas de discr�etisation� La r�eduction
de S est tr�es forte dans les premi�eres it�erations puis tr�es lente ensuite �cf�
Fig� ��� Le calcul d�un � di��erent de z�ero� avec ou sans r�eduction du rayon
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Figure �
 Convergence d�un probl�eme d��ecoulement en �l�

i�ere convergente �a 	
�� Evolution au cours des it�erations de

S� k�gk� et de � le Rayon de con�ance�

de con�ance� intervient alors dans la majorit�e des it�erations� C�est le pre�
mier crit�ere de convergence� celui de la stationnarit�e� qui est satisfait � en
e�et� �a l�it�eration n���� k�gk � ����

���� Ordre de convergence

Ces deux types de convergence de l�algorithme sont tout �a fait conforme
�a ce que l�on �etait en droit d�attendre de nos formulations� En e�et� dans le
cas des probl�emes de moindre carr�es non�lin�eaires o�u la matrice Hessienne
est approch�ee par le produit de la matrice Jacobienne et de sa transpos�ee
����� les ordres de convergence sont donn�es par Kowalik et Osborne 
��
Chap�IV� p��
 � la convergence n�est quadratique que lorsque S est nulle en
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son minimum �cas des �ecoulements de Poiseuille perturb�e stables num�erique�
ment�� elle est au mieux lin�eaire quand S��x�� est di��erent de z�ero �cas des
�ecoulements en �li�eres convergentes et des �ecoulements de Poiseuille insta�
bles num�eriquement�� Ceci est synth�etis�e dans l�in�egalit�e ���� suivante� 
�
�

si k�hkk � k�xk � �x�k o�u �xk repr�esente le vecteur des inconnues calcul�e �a
l�it�eration k et �x� d�esigne la solution alors �

k�hk
�k � k�J t � J�����x�� � �
mX
i��

Fir
�Fi��x

��kk�hkk� O�k�hkk�� ����

Lorsque la matrice
mX
i��

Fir
�Fi��x

�� est nulle� comme tel est le cas d�es que

S��x�� � � � l�ordre de convergence est �egal �a deux�

Lorsque cette matrice est di��erente de z�ero en �x�� l�ordre de convergence est
au mieux lin�eaire� Cet ordre de convergence est a�ect�e par �

� le r�esidu �a la solution � S��x� � �
�

mX
i��

F �
i
��x��

� le degr�e de non�lin�earit�e des �equations � r�Fi��x
�� avec � � i � m�

�� Conclusion

Le probl�eme de la r�esolution du syst�eme d��equations non�lin�eaires� r�e�
sultant de la mod�elisation des �equations gouvernantes� a �et�e ramen�e �a un
probl�eme d�optimisation sans contraintes� Pour r�esoudre ce dernier� nous
avons utilis�e une m�ethode de R�egion de Con�ance et d�evelopp�e parmi les
variantes possibles un algorithme rapide� L�ordre de convergence des cal�
culs est conforme �a ce que l�on est en droit d�attendre d�apr�es les r�esultats
de Kovalik et Osborne� L�avantage manifeste des m�ethodes de R�egion de
Con�ance r�eside dans leur propri�et�e de convergence globale qui garantit la
convergence vers un minimum local�
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