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AXISYM�ETRIQUES
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Abstract� Nous nous int�eressons ici �a la mod�elisation num�erique des
�ecoulements de �uides visco�elastiques �a formulation int�egrale� Ces lois
de comportement sont repr�esentatives de toute une gamme de polym�eres
�a l��etat fondu� La M�ethode des Tubes de Courant est particuli�erement
bien adapt�ee �a ce type de probl�eme� L�hypoth�ese fondamentale est de
poser comme inconnue l�existence d�une fonction de transformation f �
qui fait passer du domaine physique �a un domaine transform�e simple o�u
les lignes de courant sont rectilignes et parall�eles� Cette propri�et�e sim�
pli�era consid�erablement les probl�emes de suivi de particule� de m	eme
que la possibilit�e d�un calcul par sous�domaines r�eduira consid�erable�
ment les co	uts de calcul� Dans le cadre des �li�eres axisym�etriques� des
calculs ont �et�e e
ectu�es� avec une g�eom�etrie convergente d�angle ���

avec des mod�eles sp�eci�ques� comportant des comparaisons avec des r�e�
sultats exp�erimentaux� Dans tous les cas envisag�es� de hauts r�egimes
d��ecoulement� critiques pour les formulations classiques� ont �et�e atteints
sans di
cult�es majeures� L�examen du premier tube de courant calcul�e
montre des e
ets visco�elastiques caract�eris�es au voisinage de la paroi et
de la contraction de la �li�ere�

Mots�cl�es � Simulation Num�erique� Visco�elasticit�e� M�ethode des Tubes de
Courant� Mod�ele int�egral cod�eformationnel� Fili�ere convergente axisym�e�
trique�
Classi�cation math�ematique � ��M�� Others Numerical Methods�

��A�� Viscoelastic fluids

�� Introduction

Ces derni�eres ann�ees ont vu les progr�es consid�erables de la simulation
num�erique des �ecoulements de �uides visco�elastiques� N�eanmoins� la simu�
lation num�erique s�av�ere plus d�elicate pour les �uides d�ecrits par des mod�
�eles int�egraux qui sont d�un usage croissant dans les caract�erisations exp�e�
rimentales des polym�eres fondus� En e	et� pour le calcul du tenseur des
contraintes� ces mod�eles imposent un suivi de la particule mat�erielle et la
connaissance des d�eformations subies au cours de son mouvement� La m�eth�
ode des tubes de courant est particuli�erement adapt�ee �a ce type de probl�eme�
Dans un premier temps� nous en rappellerons bri�evement les fondements puis
nous verrons comment sont formalis�es les lois de comportement int�egrales
cod�eformationnelles� Ensuite� seront expos�es les sch�emas de discr�etisation
appliqu�es aux inconnues et aux �equations gouvernantes� En
n� des r�esultats
num�eriques et des comparaisons avec les mesures experimentales correspon�
dant �a des �ecoulements de poly�ethyl�enes basse densit�e �a l��etat fondu dans
une 
li�ere convergente axisym�etriques seront pr�esent�es�
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Figure �� Transformation du domaine physique� Dis�
cr�etisation du tube de courant p�eriph�erique en �el�ements
d�Hermite modi��es�

�� M�ethode des Tubes de Courant

���� Hypoth	eses

La M�ethode des Tubes de Courant� initialement d�evelopp�ee par J� R� Cler�
mont 
��� a �et�e successivement appliqu�ee �a des �ecoulements de �uides tr�es
divers en relation avec des probl�emes en dimension deux ou trois 
��� Dans
le cas de g�eom�etries associ�ees �a des �ecoulements bidimensionnels� la M�eth�
ode des Tubes de Courant pose comme hypoth�ese fondamentale l�existence
d�une fonction f qui transforme le domaine physique d��ecoulement D en un
domaine plus simple D� o�u les lignes de courant sont rectilignes et paral�
l�eles� Cette transformation est illustr�ee dans la Fig� �� Cette fonction f
sera prise comme inconnue du probl�eme initial �a r�esoudre dans ce nouveau
domaine� g�eom�etriquement beaucoup plus simple� Elle d�e
nit par change�
ment de variables un nouveau rep�ere de coordonn�ees curvilignes �R�Z� tel
que � �

r � f�R�Z�
z � Z

���

avec la condition aux limites sur une section �a l�amont z � z�� o�u l��ecoulement
est suppos�e connu �

R � f�R� z�� ���

De plus la condition d�univocit�e sur la transformation impose au jacobien
J de celle�ci d��etre non�nul en tous points du domaine� ce qui concr�etement
exclu de prendre explicitement en compte les zones de recirculations dans
l��ecoulement ����

J �

���� ��r� z�

��R�Z�

���� � f �R � � ���
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���� propri
et
es

Dans la base naturelle ��gR� �gZ� associ�ee �a �R�Z�� le champ de vitesse
s�exprime comme �

�V � �

�
�

�R�

f f �R
�gZ � �

f �Z
f f �R

�
�

�R��er �
�

f f �R
�
�

�R��ez ���

o�u �
�

�R� d�esigne la d�eriv�ee de la fonction de courant constante le long
d�une ligne de courant et ne d�ependant donc que de R� Cette d�e
nition de
la vitesse v�eri
e automatiquement la condition d�incompressibilit�e�

���� Equations gouvernantes

Compte tenu des remarques et d�e
nitions pr�ec�edentes� les �equations gou�
vernantes qui d�e
nissent le probl�eme sont alors �

� Les �equations de la dynamique� dans le cas d�un �ecoulement station�
naire axisym�etrique sans forces de volume ni termes d�inertie� s��ecrivent
suivant les variables R� Z dans la base des coordonn�ees cylindriques
��er� �ez��

�
�
f �

R

�P
�R � �

f �

R

�T rr

�R �

f �

Z

f �

R

�T rz

�R � �T rz

�Z � T rr�T ��

f � �
f �

Z

f �

R

�P
�R �

�P
�Z � �

f �

R

�T rz

�R �

f �

Z

f �

R

�T zz

�R � �T zz

�Z � T rz

f � �
���

� Une �equation int�egrale ��� qui traduit l�action du domaine d��ecoulement
compl�ementaire au tube de courant consid�er�e et permet ainsi de mener
la r�esolution par sous�domaines� en partant d�un tube de courant p�e�
riph�erique proche de la paroi 
���

�

Z
S

��PI � T � � d�S� � �ez � � ���

o�u S d�esigne la surface du tube de courant consid�er�e�
� Des conditions aux limites sur les sections amont et aval � Ecoulement

de Poiseuille

On aboutit ainsi �a une formulation primaire o�u les seules inconnues sont
f et la pression P � dans la mesure o�u le tenseur des contraintes s�exprime
explicitement en fonction de f et de ses d�erivees partielles�

�� Mod�ele int�egral cod�eformationnel

���� Mod	ele de Wagner

Le mod�ele int�egral cod�eformationnel utilis�e est de type Wagner 
�� et
se pr�esente sous la forme d�une int�egrale d�ependant de toute l�histoire des
d�eformations subies et mesur�ees par le tenseur de Finger B ���� La fonction
scalaire d�esigne le produit d�une fonction m�emoire m d�ependant uniquement
du temps et d�une fonction d�amortissemnt h d�ependant des premier et
second invariants I� et I	 du tenseur de Finger B�

T �t� �

Z t

��

m�t� t�� h�I�� I	�Bt�t
�� dt� ���
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Amortissement M�emoire
�l �s� �l � alll�Pa�s�

a � ����� ���� ���� ����� ���

���� ���� ����� ��	

���� ���	 ����� ��	

� � ����� ���� ���� ����� ���

���� ���� ����� ���

���� ��� ����� ���

b � ���� ���� ��� ����� ���

���� ��	 ����� ���

Table �� Param�etres mat�eriels �PEBD �	
�C�

Amortissement M�emoire
�l �s� �l � al�l�Pa�s�

a � ����� ���� ���� ����� ��	

���� ���� ����� ���

���� ���	 ����� ���

� � ���� ���� ���� ����� ���

���� ��� ����� ���

b � ���� ���� ��� ����� ���

���� ��	 ����� ��	

Table �� Param�etres mat�eriels �PEBDL �	
�C�

La fonction m ��� est prise sous forme d�un spectre discret de temps et de
modules de relaxation not�es respectivement �l et al�

m�t � t�� �
l�nX
l��

al
�l
exp��

t � t�

�l
� ���

La fonction d�amortissement h est prise sous une forme sigmo� dale modi
�ee

��� soit �

h�I�� I	� �
�

� � a��I� � ��� ��I	�b�	
���

Outre le spectre des temps et modules de relaxation� ce mod�ele fait appa�
ra� tre trois param�etres mat�eriels a� � et b qui ont �et�e determin�es exp�eriment�
alement 
�� pour di	�erents mat�eriaux polym�eres� �a savoir deux poly�ethyl�enes
basse densit�e� lin�eaire et branch�e �PEBDL� PEBD�� Les valeurs des para�
m�etres pour ces deux produits sont report�ees dans les tableaux Tab� � et �

���� Calcul des d
eformations et des contraintes

La M�ethode des Tubes de Courant permet d�envisager tr�es simplement le
double probl�eme du rep�erage des positions des particules sur leur trajectoire
et du calcul des tenseurs des d�eformations entre deux positions successives
d�une particule sur cette trajectoire� En e	et� en se basant sur le syst�eme de
coordonn�ees curvilignes ��� on obtient une expression analytique du tenseur
gradient de d�eformation F en fonction du champ de vitesse ��� 
�� ���
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F
�� �

�
� � � �

� � �
�Z
�R� � �Z

�Z�

�
A ����

avec �

�Z
�R� � V �R�Z�

RZ
Z�

�V
�R�R� �� d�

V ��R���
�Z
�Z� � V �R�Z�

V �R�Z��

����

o�u �R�Z� sont relatifs �a la con
guration actuelle de r�ef�erence� �R�� Z��
sont relatifs �a la con
guration d�eform�ee� Le tenseur de Finger s��ecrit en
notation intrins�eque comme le produit une fois contract�e du tenseur gradient
de d�eformation F�� et de son transpos�e

B � F
��

�F
�� t ����

Le tenseur des contraintes ��� est alors ensuite �evalu�e au moyen d�une for�
mule de Gauss�Laguerre �a six points�

�� Sch�emas de discr�etisation

Les sch�emas de discr�etisation retenus concernent les fonctions f et P
inconnues primaires du probl�eme ainsi que les op�erateurs de d�erivation sur P
et sur le tenseur des contraintes T qui 
gurent dans les �equations d��equilibre
����

La n�ecessit�e d�interpoler pr�ecisement f et ses d�eriv�ees partielles nous a
conduit �a d�e
nir un �el�ement 
ni d�interpolation sp�eci
que� de type Hermite
faisant intervenir douze valeurs nodales �f �f �R�f �Z�� r�eparties sur six noeuds
g�eom�etriques �A�B�C�D�B��C�� �cf� Fig� ��� Il s�agit donc d�un �el�ement
d�interpolation d�ordre quatre 
�� ���

Pour les d�eriv�ees partielles de P etT 
gurant dans les �equations d��equilibre
nous avons adopt�e un sch�ema centr�e en R et un sch�ema �a � points en Z�
faisant intervenir les valeurs nodales de P et des calculs de T dans trois �el�e�
ments successifs� Ces deux types d�approximation sont d�ordre deux et ont
�et�e retenus apr�es v�eri
cation d�un crit�ere de consistance pour un �ecoulement
radial et d�un crit�ere de stabilit�e pour un �ecoulement de Poiseuille perturb�e

���

La r�esolution du syst�eme discret non�lin�eaire� issu de ces proc�edures
de discr�etisation� fait alors l�objet d�un probl�eme d�optimisation sans con�
traintes et est e	ectu�ee par un algorithme de r�egion de con
ance 
���

�� R�esultats num�eriques

La simulation num�erique a �et�e men�ee pour des �ecoulements de PEBD et
PEBDL �cf� Tab� � et � � en 
li�ere convergente� avec les m�emes dimensions
que celles utilis�ee en rh�eom�etrie capillaire pour les mesures exp�erimentales
de pertes de charge totale et d�entr�ee 
��� Les dimensions caract�eristiques
de la 
li�ere sont rappel�es dans le tableau Tab� ��

Les di	�erents r�egimes d��ecoulements �etudi�es peuvent �etre r�epertori�es suiv�
ant le taux de cisaillement apparent !� d�e
ni par �

! �
�Q

	R�
�

����
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R� aval ������ mm
R	 amont ������ mm
L	
�R� amont ���
L�
�R� aval �����
demi�angle ���

rapport de contraction ����
Table �� Dimensions de la 
li�ere

! s�� SR PEBDL SR PEBD
���� ����� ����
����� ����� ����
����� ����� ����
����� ����� ����

Table �� SR suivant ! pour le PEBD et le PEBDL

o�u Q d�esigne le d�ebit� R� le rayon du capillaire� On peut �egalement calculer
pour chaque mod�ele le nombre adimensionnel SR qui mesure le rapport des
e	ets �elastiques aux e	ets visqueux �a la paroi du capillaire �

SR �
N�

�T rz
����

o�u N� d�esigne la premi�ere di	�erence des contraintes normales� T rz la com�
posante tangentielle des contraintes� calcul�ees �a la paroi du capillaire� en
�ecoulement de Poiseuille� Les valeurs de SR� calcul�es aux di	�erents ! pour
les deux mod�eles envisag�es sont rassembl�ees dans le tableau Tab� �� On
peut noter le caract�ere nettement plus �elastique du PEBD par rapport au
PEBDL�

L�examen d�une ligne de courant du tube p�eriph�erique r�ev�ele des e	ets
visco�elastiques croissant avec les r�egimes d��ecoulement et se traduisant par
l��evolution de la position de ces lignes de courant de m�eme origine �a l�amont
�cf� Fig� � et ��� L��evolution des contraintes le long d�une ligne de courant
se traduit par la pr�esence des pics de contraintes au voisinage de la section
de contraction et une relaxation en aval de cette section de contraction� La
contrainte de cisaillement T rz peut pr�esenter un pic localis�e avant la section
de contraction et une relaxation de celle�ci assez rapide �a l�aval �cf� Fig� ��
La di	�erence des contraintes normales T zz

� T rr qui correspond �a N� en
�ecoulement de Poiseuille �a l�aval �cisaillement simple�� pr�esente un pic de
contrainte �a la section de contraction et une relaxation �a l�aval de celle�ci�
beaucoup plus lente pour le PEBD que pour le PEBDL �cf� Fig� ��� En
n�
la di	�erence des contraintes normales T rr

� T �� �qui correspond �a N	 en
�ecoulement de Poiseuille �a l�aval� est toujours n�egligeable devant les autres
composantes du tenseur des contraintes �cf� Fig� ��

Deux types de mesure des pertes de charge sont envisageables

� La perte de charge d�entr�ee "Pe � qui mesure directement l�in�uence
de la r�egion convergente de la 
li�ere sur la pression�

� La perte de charge totale "Pt �a l�extr�emit�e de la 
li�ere� qui donne le
bilan global de la chute de pression dans la 
li�ere�
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Figure �� Evolution suivant ! d�une ligne de courant du
tube p�eriph�erique� Cas du PEBD�
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Figure �� Pro�l de Trz le long d�une ligne de courant� Cas
du PEBD� ! ��
� s��

PEBD PEBDL
! s�� "Pe MPa "Pt MPa "Pe MPa "Pt MPa

Num� Exp� Num� Exp� Num� Exp� Num� Exp�
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
Table �� Pertes de charge totale et d�entr�ees� Mesures ex�
p�erimentales et calculs num�eriques

Exp�erimentalement� ces pertes de charge totales sont calcul�ees par la mesure
de �

"Pt � �rrz� � �rrz� ����

o�u z� et z� d�esignent les sections amont et aval de la 
li�ere� �rr la composante
normale du tenseur total des contraintes� Les pertes de charge d�entr�ee sont
obtenues par des diagrammes de Bagley 
��� La confrontation entre les
valeurs num�eriques et exp�erimentales des pertes de charge a �et�e faite pour
des 
li�eres de rapport de longueur sur diam�etre �egal �a ��� aux quatre taux
de cisaillement apparent d�e
nis dans le tableau Tab� ��

Pour les pertes de charge totales� l�accord entre les valeurs exp�erimentales
et num�eriques est bon� que ce soit pour le PEBD ou le PEBDL �cf� Tab� ���
A l�inverse� pour les pertes de charges d�entr�ee� cet accord n�est satisfaisant
que dans le cas du PEBDL�

Si les r�esultats exp�erimentaux sur les valeurs de ces pertes de charge
sont obtenues avec une bonne pr�ecision� cette notion de perte de charge �a
l�entr�ee constitue sur le plan de la simulation num�erique une grandeur glo�
bale particuli�erement sensible � Elle est associ�ee �a un calcul d��ecoulement
pour une conduite comportant des singularit�es g�eom�etriques� Au voisinage
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Figure �� Pro�l de Tzz�Trr et de Trr�T�� le long d�une ligne
de courant� Cas du PEBD et du PEBDL� ! � ���
 s��

des sections de singularit�e� les grandeurs cin�ematiques sont tr�es importantes
et l��ecoulement combine des d�eformations de cisaillement et d��elongation
��ecoulement mixte�� Il peut se poser alors la question de la repr�esenta�
tivit�e du mod�ele rh�eologique dont les param�etres ont �et�e d�etermin�es pour
des �ecoulements simples de cisaillement et d��elongation� dans une certaine
gamme de taux de d�eformation�

En ce qui concerne nos r�esultats� il est possible de noter que la d�e
nition
des contraintes directement en fonction des inconnues de la formulation f �
f �R� f �Z � qui sont elles m�emes relatives �a la forme du r�eseau de lignes de
courant� entra� nent que toute les variations de ces inconnues au voisinage
de la section de contraction se r�epercutent dans les valeurs des contraintes�
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On peut alors noter que le d�esaccord entre les valeurs num�eriques et exp�eri�
mentales des pertes de charge d�entr�ee ne s�est produit que pour le PEBD
dont les valeurs des di	�erences de contraintes normales sont plus �elev�ees que
pour celle du PEBDL� mais celle des contraintes de cisaillement Trz beau�
coup plus faible� De plus� �a vitesse d��ecoulement �egale� le PEBD pr�esente
des nombres SR nettement plus �elev�es que le PEBDL �cf� Tab� ��� Cette
r�epartition di	�erente des niveaux de contraintes selon le type des polym�eres
sugg�ere que le d�esaccord entre les valeurs exp�erimentales et num�eriques des
pertes de charge d�entr�ee est peut �etre du a une approximation des vari�
ables dans la r�egion du convergent insu#sante pour le PEBD mais tout �a
fait valable pour le PEBDL� le moins $visco�elastique% des deux polym�eres
fondus�

Dans ce contexte� on peut souligner la proc�edure d�e
nie par la M�eth�
ode des Tubes de Courant� Comme pr�ecis�e pr�ec�edemment� cette m�ethode
permet de consid�erer un sous�domaine du domaine total� ce qui limite �evi�
demment les di	�erences d�ordre de grandeur des �equations et des inconnues�
par rapport �a des m�ethodes qui n�ecessitent une r�esolution globale dans tout
le champ de l��ecoulement� Les r�esultats pr�esent�es par d�autres auteurs 
���
qui ont d�evelopp�e des mod�elisations dans le domaine global de l��ecoulement�
indiquent un d�esaccord plus important que celui que nous avons obtenu par
notre proc�edure de simulation num�erique�

�� Conclusion

La M�ethode des Tubes de Courant nous a permis de d�evelopper une for�
mulation des mod�eles int�egraux cod�eformationnels� Elle a �et�e ici appliqu�ee
dans le cas sp�eci
que des mod�eles de Wagner et des �ecoulements en 
li�ere
convergente axisym�etrique� Les solutions num�eriques ont �et�e obtenues �a
haut r�egimes d��ecoulement sans di#cult�es majeures de convergence� La seule
consid�eration du tube de courant p�eriph�erique a montr�e des e	ets visco�elas�
tiques sur les pro
ls de contraintes et sur le r�eseau des lignes de courant du
domaine d��ecoulement principal� L��etude sur les �ecoulements en convergents
axisym�etriques �etait particuli�erement pertinente �a mener car elle fournissait
l�occasion de confronter les r�esultats de la formulation avec les mesures des
pertes de charge d�entr�ee et totales� et cela pour deux poly�ethyl�enes basse
densit�e PEBD et PEBDL� Dans la gamme des taux de cisaillement appar�
ents que nous avons �etudi�es� pour ces deux polym�eres �a l��etat fondu� nous
avons retrouv�e un bon accord entre les mesures exp�erimentales des pertes de
charge totales et de leur valeurs calcul�ees num�eriquement� Pour les pertes
de charges d�entr�ee nous avons �egalement trouv�e un bon accord pour le
PEBDL� ce qui valide dans ce cas �a la fois le mod�ele et la formulation par
la M�ethode des Tubes de Courant� Toutefois� un d�esaccord subsiste entre
les valeurs num�eriques et les mesures exp�erimentales pour le PEBD� Cette
discordance peut �etre imput�ee �a la complexit�e des �ecoulements au voisinage
de la singularit�e et au caract�ere visco�elastique plus marqu�e du PEBD�
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