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M�ETHODES INTRINS�EQUES

POUR LE CONTR�OLE ET L�OPTIMISATION

DES COQUES MINCES

MICHEL C� DELFOUR

Abstract� Cet article fait le tour d�un certain nombre de r�esultats r�e�
cents sur une approche intrins�eque de la mod�elisation des coques minces
en vue du contr�ole et de l�optimisation de forme� Elle est bas�ee sur le
mariage de la fonction distance orient�ee ou alg�ebrique et du calcul dif�
f�erentiel tangentiel qui sert �a exprimer les notions de g�eom�etrie et de
calcul di��erentiel sur une sous�vari�et�e de RN�

Mots�cl�es � g�eom�etrie intrins�eque� coques minces� contr�ole� optimisation
de forme�
Classi�cation math�ematique � AMS ��K��� ��K��� ��Q� ��O	�


�� Introduction

La th�eorie des coques minces est un sujet classique fort bien couvert
dans de nombreux ouvrages� Par exemple le lecteur peut se reporter �a
��� �� 	�� 
�� �	� ��
� mais ceci ne constitue pas une liste exhaustive� La
recherche dans ce domaine est pr�esentement stimul�ee par un certain nom�
bre de questions provenant d�applications au contr�ole et �a la conception des
grandes structures spatiales� des robots �exibles� des mat�eriaux composites�
etc� o�u des mod�eles intrins�eques et math�ematiquement plus faciles �a manip�
uler seraient fort utiles�
L�objectif de cet article est de faire le tour d�un certain nombre de r�e�

sultats r�ecents sur une approche intrins�eque de la mod�elisation des coques
minces en vue du contr�ole et de l�optimisation de forme� Elle est bas�ee
sur le mariage de la fonction distance orient�ee ou alg�ebrique et du calcul
di��erentiel tangentiel qui sert �a exprimer les notions de g�eom�etrie et de cal�
cul di��erentiel sur une sous�vari�et�e de RN n�ecessaires en th�eorie des coques
minces� Ici les d�eriv�ees tangentielles sont introduites �a partir d�un prolonge�
ment dans un voisinage de la sous�vari�et�e� Parmi tous les prolongements
celui obtenu par composition avec la projection sur la sous�vari�et�e est parti�
culi�erement avantageux car la projection s�exprime explicitement en termes
du gradient du carr�e de la fonction distance orient�ee� Cette approche per�
met de d�evelopper et de r�e�ecrire des mod�eles de coques minces en termes
d�op�erateurs di��erentiels intrins�eques naturels et faciles �a manipuler� En
fait la recherche de formulations intrins�eques ind�ependantes de toute para�
m�etrisation ou bases locales n�est pas nouvelle� Elle est d�un int�er�et central
en g�eom�etrie et remonte au moins �a Riemann� On retrouve ce point de vue
fondamental et important par exemple dans les travaux de R� Valid ��	� ��

et P� Germain ���
�
Notre int�er�et pour les coques remonte aux travaux conjoints ���
� ��� 	�
�

avec J�P� Zol�esio pr�esent�es en juin ���� �IFIP Workshop� Sophia�Antipolis�
France� sur l�utilisation de la fonction distance pour g�en�erer des topologies
sur des classes d��equivalence d�ensembles� donner un sens �a la continuit�e des
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fonctionnelles de forme et caract�eriser les familles compactes d�ensembles�
a�n d�obtenir de nouvelles formulations des probl�emes et des r�esultats d�ex�
istence� Ces travaux ainsi que d�autres par les sp�ecialistes des �equations
g�eom�etriques ����
� r�ev�elent que la fonction distance orient�ee ou alg�ebrique
permet de d�ecrire les propri�et�es �nes d�un ensemble et de sa fronti�ere�
Pour illustrer ces propri�et�es un premier mod�ele lin�eaire rudimentaire ���


fut pr�esent�e par J�P� Zol�esio �a un �IMA Workshop� en novembre ���� �Min�
neapolis� �Etats�Unis� suivi d�une version plus �elabor�ee ����
� o�u le vecteur
de d�eplacement et le tenseur lin�earis�e des contraintes sont approch�es par des
polyn�omes du premier ordre dans la variable normale �a la surface moyenne �
un mod�ele de type P ��� ��� o�u P �k� �� indique une approximation polyn�omi�
ale d�ordre k � � pour le vecteur de d�eplacement et d�ordre � � � pour le
tenseur lin�earis�e des d�eformations�
Pour des raisons techniques nous sommes pass�es �a un mod�ele de type

P ��� �� dans ���
� Son avantage principal est que toute la th�eorie statique et
dynamique se fait de fa�con intrins�eque sans jamais revenir �a des param�etri�
sations locales� Il pr�eserve de fa�con naturelle les mouvements rigides ap�
proch�es� il donne des in�egalit�es de Korn et Poincar�e globales� Tout se fait
�a partir des premiers principes sans r�ef�erence aux mod�eles existants qui
utilisent le calcul covariant�contravariant� les bases locales et les symboles
de Christo�el�
Il devint donc d�esirable de pouvoir comparer ces mod�eles avec ceux de

Naghdi et de Koiter et de trouver des correspondances explicites entre
les op�erateurs di��erentiels tangentiels intrins�eques et ceux du calcul co�
variant�contravariant� L�autre question qui se posait �etait de savoir s�il
�etait possible d��etendre les r�esultats du mod�eles P ��� �� au mod�ele P ��� ��
beaucoup plus r�epandu� Ces questions techniques re�curent des r�eponses
positives dans ���
 en poussant plus �a fond la partie g�eom�etrie di��erentielle
et en traduisant syst�ematiquement en langage intrins�eque plusieurs r�esul�
tats� Comme pour le mod�ele P ��� �� on pr�eserve les mouvements rigides
approch�es�
Il restait un point important �a v�eri�er pour valider ces mod�eles� Y avait�il

convergence vers les mod�eles asymptotiques reconnus et plus particuli�ere�
ment le mod�ele de coque membranaire avec les bons coe�cients� Ici encore
la r�eponse est positive� Sous des hypoth�eses tr�es faibles sur le membre de
droite du mod�ele P ��� ��� on obtient dans �		
 la convergence des solutions
�dans les espaces quotient associ�es aux op�erateurs et aux conditions aux lim�
ites� vers celles du mod�ele asymptotique P ��� �� qui donne �a la fois l��equation
de la coque membranaire avec les bons coe�cients et la condition de Love�
Kirchho�� Les mod�eles non�lin�eaires du type P ��� �� ont aussi �et�e abord�es
dans ce cadre dans ��

 et ��	
�
Un premier e�ort de synth�ese pour regrouper tous ces r�esultats dans un

m�eme cadre a �et�e fait dans �	�
 sous forme de notes de cours� Nous esp�erons
que malgr�e leurs lacunes elles permettront de gagner des adeptes et de servir
de point de d�epart �a des applications plus ambitieuses� C�est un peu pour
cela que nous ne nous sommes pas limit�es �a la dimension 	� mais que nous
avons tout fait en dimension N � Se limiter �a la dimension N  	 ne simpli�e
en rien la th�eorie des coques minces�
En�n� pour des raisons d�espace nous renvoyons aux articles ci�haut men�

tionn�es pour la discussion des travaux existants dans la litt�erature scien�
ti�que et celle de l�ing�enieur ainsi que leur comparaison avec l�ensemble des
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r�esultats annonc�es dans cet article� Nous avons fait un e�ort pour regrouper
la majorit�e des articles pertinents dans la liste de r�ef�erences� mais� �etant n�eo�
phytes dans le domaine des plaques et des coques� il y a probablement des
omissions involontaires� Nous nous en excusons�

Notations� Le produit scalaire dans RN sera

x � y  
NX
i��

xiyi� jxj  px � x�
On �ecrira �v et �A les transpos�es d�un vecteur v et d�une matrice A ! A�� et
�A�� seront les inverses de A et de �A� On associe aussi �a une transformation
lin�eaire A � RN � R

K la norme

jAj  max
jxj
RN

��
jAxjRK�

et si Aij and Bij sont les �el�ements de la repr�esentation matricielle de A et
B par rapport �a des bases donn�ees fa�� � � � � aNg et fb�� � � � � bKg le produit
scalaire double est d�e�ni comme

A � �B  
NX
i��

KX
j��

AijBij �

La norme jAj est �equivalente �a la norme pA � �A�

�� Quelques notions de g�eom�etrie diff�erentielle

Une coque mince est caract�eris�ee par un domaine born�e ouvert � dans
une sous�vari�et�e " qui est �au moins localement� la fronti�ere d�un domaine
# de classe C��� dans RN �en pratique N  	�� On associe �a # la fonction
distance d� et la fonction distance orient�ee b�

d��x�
def
 inf

y��
jy � xj� b��x�

def
 d��x�� dRN���x�� �x � RN� ���

On suppose d�esormais "
def
 �#� On a la propri�et�e remarquable suivante �

pour k � �

# est de classe Ck�� ��
	 un voisinage N�"� de "
tel que b� � Ck���N�"���

Le gradient rb� co$%ncide avec la normale ext�erieure unitaire n sur "� La
projection p	 sur " et la projection orthonormale P	 sur le plan tangent Tx"
sont donn�ees par

p	�x�  x� b��x�rb��x�� P	�x�  I �rb��x��rb��x��
Pour b� � C����N�"��� les �el�ements de D
b� appartiennent �a W

����N�"��
et les valeurs propres de D
b� sont les �N � �� courbures principales f��g
de " plus �� De l�a� la courbure moyenne �au facteur multiplicatif �N � ��
pr�es� et la courbure de Gauss sont donn�ees par

H  
N��X
���

��  &b� et K  
N��Y
���

���

Puisque � est compact il existe h � � tel que b� � C����Sh���� o�u

Sh���
def
 fx � RN � jb��x�j � h� p	�x� � �g� ���
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Lorsque �  "� la coque n�a pas de fronti�ere ! sinon� on d�esigne par 	 la
fronti�ere de � dans " et par

'h�	�
def
 fx � RN � jb��x�j � h� p	�x� � 	g �	�

la fronti�ere lat�erale de Sh���� On associe aussi �a 	� 
 	

'h�	��
def
 fx � RN � jb��x�j � h� p	�x� � 	�g� ���

La r�egularit�e de 	 est sp�eci��ee par la r�egularit�e de 'h�	� dans un voisinage
de 	� Par exemple� 	 est lipschitzienne ou Ck �resp� poss�ede la condition de
c�one uniforme� si 'h�	� est lipschitzienne ou C

k �resp� poss�ede la condition
de c�one uniforme� dans un voisinage de 	� Une autre propri�et�e importante

lorsque b� � C����Sh���� est que l�application

�X� z� �� T �X� z�
def
 X ( zrb��X� � �� 
� h� h�� Sh��� �
�

et son inverse T���x�  �p	�x�� b��x�� sont toutes deux lipschitziennes� On
utilisera aussi la notation

Tz�X�
def
 T �X� z�  X ( zrb��X��

Ceci induit un isomorphisme lin�eaire et continu

f �� f 
 T � L
��� 
� h� h��� L
�Sh����� ���

Le polyn�ome suivant interviendra dans le changement de variables le long
des ensembles de niveau de b� � pour tout jzj � h� X � �� on d�e�nit

jz�X�
def
 detDTz�X�  det�I ( z D
b��X�
  

N��X
i��


i�X� z
i� ���

o�u les fonctions 
i�X� sont les coe�cients du polyn�ome en z�
Puisque maintenant # et " seront �x�es� nous omettons les indices de b�

p et P � Il y a plusieurs fa�cons d�introduire les d�eriv�ees dans "� Par e�
xemple les d�eriv�ees covariantes�contravariantes par rapport �a un syst�eme
de bases locales associ�e �a une carte ou encore l�utilisation d�une connexion
riemanienne� A�n d��eviter le ph�enom�ene de param�etrisation� il est plus
naturel de choisir les d�eriv�ees tangentielles qui sont l�objet intrins�eque sous�
jacent �a toutes les notions de d�eriv�ees dans "� Le gradient tangentiel d�une
fonction f � � � R est d�e�ni via un prolongement F � Sh���� R de f par

r	f
def
 rF ��

	
� �F

�n
n�

Ce vecteur est ind�ependant du choix du prolongement� Parmi tous ces
prolongements F  f 
 p est particuli�erement int�eressant puisque

r	f  r�f 
 p�j��
�A l�aide de cette propri�et�e le calcul di��erentiel dans la sous�vari�et�e " s�obtient
du calcul di��erentiel habituel dans le voisinage Sh��� par restriction �a "�
Pour le cas C��� on peut alors d�e�nir l�espace de Sobolev H� intrins�eque�
ment� De plus� l�isomorphisme ��� s��etend aux espaces H�

f �� f 
 T � H���� 
� h� h��� H��Sh�����

En particulier� H���� 
� h� h��  H���h� h!L
���� � L
��h� h!H������ Il
y a d�autres propri�et�es utiles comme

r�f 
 p�  �I � bD
b
r	f 
 p�
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La matrice jacobienne tangentielle d�une fonction v � � � R est donn�ee par

D	�v�
def
 D�v 
 p���

	
ou �D	v�ij  �r	vi�j ���

Si �v  �v�� � � � � vM�� alors
�D	v  �r	v�� � � � �r	vM�� o�u r	vi est un

vecteur colonne� On retrouve aussi

D�v 
 p�  D	�v� 
 p�I � bD
b
� D�v 
 p�rb  � et D	�v�n  �� ���

De la m�eme fa�con� on a la divergence tangentielle

div	v
def
 div�v 
 p���

	
����

et le tenseur lin�earis�e tangentiel des d�eformations

�	�v�
def
 
�

�
�D	v (

�D	v� et �	�v�  ��v 
 p���
	
� ����

La matrice jacobienne tangentielle de la normale n est particuli�ere� puisque
n 
 p  n  rb  rb 
 p et b 
 p  �� D�o�u

D	�n�  D	�rb�  D
b
��
	
 �D	�rb�  �D	�n� ����

et puisqu�elle est sym�etrique on a aussi

�	�n�  �	�rb�  D
b
��
	
� ��	�

L�op�erateur de Laplace�Beltrami d�une function f devient

&	f
def
 div	�r	f�  &�f 
 p�

��
	� ����

Il est naturel d�introduire la matrice jacobienne tangentielle projet�ee et le
tenseur lin�earis�e tangentiel des d�eformations projet�e

DP
	 �v�

def
 PD	�v�P� �P	 �v�

def
 P�	�v�P� ��
�

Il est facile de v�eri�er que

DP
	 �v�  PD	�v�� �P	 �v�  

�

�

�
DP
	 �v� (

�DP
	 �v�

�
� ����

D	�v�  DP
	 �v� ( n�

��D	�v�n
�
� ����

Il sera souvent utile de parler de la composante normale et de la partie
tangente d�un vecteur v et d�utiliser la notation

vn
def
 v � n� v	

def
 v � vnn  Pv

On obtient alors les identit�es

DP
	 �v�  DP

	 �v	� ( vnD

b et �P	 �v�  �P	 �v	� ( vnD


b�

Les d�eriv�ees covariantes�contravariantes ne sont que l�expression par rap�
port aux bases locales des op�erateurs di��erentiels tangentiels correspon�
dants� Pour plus de d�etails le lecteur peut se reporter �a �	�
�
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�� D�eveloppement par rapport �a la variable d��epaisseur

On utilisera trois jeux d�hypoth�eses� Soit � un domaine born�e ouvert dans
"� Si �  "� � est sans fronti�ere ! sinon on suppose que 	 est lipschitzi�
enne� Dans les deux cas on utilisera l�espace H��Sh����

N � Le second cas
correspond �a des conditions homog�enes de Neumann� Pour les conditions
homog�enes de Dirichlet sur tout 'h�	�� on utilisera H

�
��Sh����

N avec

H�
��Sh����  ff � H��Sh���� � f  � sur 'h�	�g�

En�n� pour des conditions homog�enes de Dirichlet sur une partie 	� du
bord 	 de �N����capacit�e non nulle� on supposera � connexe et on prendra
H�
���Sh����

N avec

H�
���Sh����  ff � H��Sh���� � f  � sur 'h�	��g�

Hypoth�ese �
�
 On se �xe une transformation lin�eaire bijective C qui
transforme les matrices ou tenseurs sym�etriques N � N en matrices ou
tenseurs sym�etriques N �N � On suppose �egalement l�existence d�un � � �
tel que C��
 � � 
 � � k
k
 pour tous 
 �
Par exemple� si � � � and 
 � � sont les constantes de Lam�e

C��
  �� 
 ( 
 tr 
 I et �  ���

Soit le probl�eme N �dimensionnel caract�eris�e par l��equation variationnelle

	V �h� � V �Sh����
N tel que �V � V �Sh����

N

Z
Sh���

C����V �h�� � � ��V �� F � V dx  �
����

pour ��V �  ����DV(�DV � et V �Sh����
N �egal �aH�

���Sh����
N �H�

��Sh����
N

ou H��Sh����N� ker�� Dans ce dernier cas� il faut ajouter la condition

�V � ker ��
Z
Sh���

F � V dx  � ����

pour que F d�e�nisse une forme lin�eaire continue dans H��Sh����N� ker ��
Dans tous les cas de �gure� il existe une constante c  c�Sh���� � � telle
que

�V � V �Sh����
N � j

Z
Sh���

F � V dxj � c k��V �kL��Sh����� ����

On utilise l�in�egalit�e de Poincar�e dans les cas de Dirichlet et le fait que la
semi�norme k��V �k devient une norme �equivalente �a la norme quotient dans
l�autre cas�
Comme h � � va tendre vers z�ero� on exprime le vecteur de d�eplacement

V par rapport aux coordonn�ees locales �a l�aide du changement de variables
T � En supposant que v  V 
 T est assez r�egulier

v�X� z�  
�X
i��

vi�X� zi� vi � � � R
N

V �x�  �v 
 T����x�  
�X
i��

�vi 
 p��x� b�x�i�

On r�esume les hypoth�eses et on choisit h assez petit pour v�eri�er l�hypoth�ese
suivante�
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Hypoth�ese �
�
 Soit " la fronti�ere d�un domaine # de RN et soit � un
domaine ouvert born�e dans "� Soit h � � tel que b� � C����Sh���� et que

	�� � � � � �� �x � �� h kD
b��X�k � ��

La matrice �I ( z D
b
�� peut alors s��ecrire comme une somme

�I ( z D
b
��  
�X
i��

��D
b�i zi� ����

Apr�es substitution

DV 
 Tz  
�X
i��

zi
�
�i( �� �vi�� �n� (

iX
k��

D	�v
k� ��D
b�i�k

�

et le tenseur lin�earis�e des d�eformations devient

��V � 
 Tz  
�X
i��

�i�v� zi ����

� �i�v�
def
 �i( ��

h
vi�� �n( n �vi��

i

(
iX

k��

h
D	�v

k� ��D
b�i�k ( ��D
b�i�k �D	�v
k�
i ��	�

On utilise ensuite la d�ecomposition de Federer de la mesure le long des
ensembles de niveau de la fonction b pour exprimer l��energie de d�eformation
comme une int�egrale sur �� La forme bilin�eaire dans ���� donne

Z
Sh���

C��� � � � dx  
�X
i��

Z
�
�i�h�

iX
j��

C���j � � �i�j d"

o�u �  ��fvig�� �  ��fvig� et pour n � �

�n�h�  
Z h

�h
jz z

n dz  hn��
N��X
i��

��� ����n�i��
 hi

n ( i( �

i� ����

Ce sont des polyn�omes de puissances impaires de h� On suppose aussi que
la force F est de la forme

F  f 
 T��� f  
�X
i��

fi z
i� fi � L
���N �

�X
i��

h
i kfik
L���� ��� ��
�

D�o�u
Z
Sh���

F � V dx  
�X
i��

Z
�

�
�i�h�

iX
j��

f i�j � vj dz� d"� ����

Finalement il vient de ����

�  

Z
Sh���

C����V � � � ��V �� F � V dx

�  
�X
i��

Z
�
�i�h�

iX
j��

n
C���i�j�v� � � �j�v�� f i�j � vj

o
d"�

����
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�� Les mod�eles polyn�omiaux

Les identit�es ���� sont v�eri��ees pour tous V et v� Il est d�usage de proc�eder
par approximation polyn�omiale du vecteur de d�eplacement v et du tenseur
lin�earis�e des d�eformations �
Tz par des polyn�omes en z de degr�es respectifs
k � � et � � �� On appellera P �k� �� ce type de mod�ele� Les mod�eles P ��� ��
et P ��� �� correspondent �a une approximation de V et V dans ���� par

V �  v� 
 p( b v� 
 p� V
�
 v� 
 p( b v� 
 p

pour �v�� v�� et �v�� v�� d�e�nis dans � et de ��V �� 
 Tz par
��V �� 
 Tz � ���v�� v�� ( z ���v�� v�� ( z
 �
�v�� v�� pour P ��� ���

��V �� 
 Tz � ���v�� v�� ( z ���v�� v�� pour P ��� ���

Si vi  �� i � �� les expressions ��	� de �i se simpli�ent
���v�� v��  

�

�
�v� �n ( n �v�� ( �	�v

��� et pour i � �

�i�v�� v��  
�

�

�X
k��

h
D	�v

k� ��D
b�i�k ( ��D
b�i�k �D	�v
k�
i ����

�� Le mod�ele lin�eaire P ��� ��

Pour all�eger l�expos�e on se limite �a une coque Sh��� d��epaisseur constante�
mais presque tout ce qui suit se g�en�eralise �a des coques d��epaisseur variable�
Les r�esultats qui suivent ont d�abord �et�e obtenus pour le mod�ele P ��� ���
Leur prolongement au mod�ele P ��� �� est nouveau et on trouvera le d�etail
des d�emonstrations dans ���
 et �	�
 �pour le mod�ele P ��� �� voir ���
��

Hypoth�ese �
�
 En chaque point x de la coque le vecteur de d�eplacement
V �x� est de la forme

V �x�  e 
 p�x� ( b�x�� 
 p�x�� x � Sh���� ����

o�u la notation a �et�e chang�ee de �v�� v�� �a �e� ���

Le tenseur lin�earis�e des d�eformations est donn�e par

��V � 
 Tz  
�X
i��

�i�e� �� zi �	��

avec �i�e� �� d�e�ni par �����


��� Mouvements rigides approch�es

Le r�esultat suivant est central au d�eveloppement du mod�ele�

Th�eor�eme � 
Mouvements rigides approch�es�
 Sous l�Hypoth�ese ���
pour e et � dans H����N et V  e 
 p( b � 
 p��
�i�

��V �  � dans Sh���� �	��

si et seulement si

���e� ��  ���e� ��  �
�e� ��  � dans �� �	��

ou encore si � est connexe� si et seulement si il existe un vecteur a �
R
N et une N �N matrice B tel que

e�X�  a( BX� ��X�  Brb�X�� X � �� �		�
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avec B antisym�etrique

B ( �B  � �	��

En particulier �		� et �	�� impliquent que � est tangentiel�
�ii� Pour tous z� jzj � h� X � ��

��V � 
 T
 �� ( �I ( zD
b
��

�
z��� ( ��zD
b( zD
b��
 ( z
�


�
�I ( zD
b
���

�iii� ker �� � ker ��  ker �� � ker �� � ker �
�
Corollaire �
 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme

ker �� � ker ��  ker �� � ker �� � ker �


 

��
e���D	�e�n

�
� e � H����N � �P	 �e�  ��

NX
k��

nkPD


	�ek�  �

�
� �	
�


��� Les espaces H� V� N
En vertu du Th�eor�eme � il est naturel d�introduire les espaces suivants

H  L
���N � L
���N � �	��

V  �
�e� �� � H � �i�e� �� � L
���N�N � � � i � ��� �	��

N  
�
�e� �� � �i�e� ��  � sur �� � � i � ��� �	��

et les normes ���e� ����

H
 jej
L���� ( j�j
L����� �	��

���e� ����

V
 
���e� ����


H
(


X
i��

���i�e� ����

L����

� ����

D�apr�es le Th�eor�eme � �i�

N  
�
�e� �� � ��X�  Brb�X�� e�X�  a(BX� �a � RN�

�B une N �N matrice telle que B ( �B  �
�
� ����

Le sous�espace N caract�erise les mouvements rigides approch�es comme en
�elasticit�e 	�D ce qui est une propri�et�e m�ecanique fondamentale� Noter que
la semi�norme pour l�espace V

jjj�e� ��jjj 
� 
X
i��

���i�e� ����

L����

���

� ����

devient une norme pour l�espace quotient H�N �
Th�eor�eme �
 Soit � un domaine born�e ouvert dans " qui est la fronti�ere
d�un domaine # de classe C��� de RN dans un voisinage de ��

�i� L�espace �
�e� �� � H � ���e� �� � L
���N�N

�
�

avec norme

kekL� ( k�kL� (
�����e� ����

L�
�

est �egal �a H����N � L
���N avec norme �equivalente kekH� ( k�kL��
�ii� Les espaces suivants sont �egaux avec normes �equivalentes �

a� H����N �H����N avec norme kekH� ( k�kH��
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b�
�
�e� �� � H � �i�e� �� � L
���N�N � i  �� �

�
avec norme

kekL� ( k�kL� (
�����e� ����

L�
(
�����e� ����

L�
�

c� V  �
�e� �� � H � �i�e� �� � L
���N�N � i  �� �� �

�
avec norme

kekL� ( k�kL� (
�����e� ����

L� (
�����e� ����

L� (
���
�e� ����

L� �

d�
�
�e� �� � H � ���e� �� � L
���N�N et �	��� � L
���N�N

�
avec

norme

kekL� ( k�kL� (
�����e� ����

L� (
���	�����L� �

�iii� La semi�norme �����e� ����
L�
(
�����e� ����

L�
�

est �equivalente �a la semi�norme�����e� �	���L� (
�����e� �	���L� ( k�nkH� �


�	� Espaces V�� V�� � et in�egalit�e de Poincar�e globale

Dans ce paragraphe � est un domaine ouvert born�e dans " de fronti�ere
lipschitzienne 	� Pour l��etude des conditions homog�enes de Dirichlet sur
toute la fronti�ere� on introduit les espaces suivants

V�  
�
�e� �� � V � ej�  � et �	j�  �

�
� ��	�

N�  
�
�e� �� � V� � ���e� ��  ���e� ��  �

�
! ����

lorsque� en plus� � est connexe et 	� est une partie de 	 de � de capacit�e
�N � �� non nulle

V��  
�
�e� �� � V � ej��  � et �	j��  �

�
� ��
�

N��  f�e� �� � V�� � ���e� ��  ���e� ��  �
�
� ����

Dans les deux cas q�e� �� est d�e�ne par

q�e� ��
  
�����e� ����
 ( �����e� ����
� ����

est une norme pour ces espaces� On aura besoin des lemmes suivants�

Lemme �
 Soit � un domaine born�e ouvert dans " de fronti�ere lipschi�
tzienne 	 v�eri	ant l�Hypoth�ese ���� Lorsque h tend vers zero� il existe
c  c�h� � � tel que pour tout �e� �� � V� �resp� V�� avec � connexe�

Z
�
�hjej
 ( �h

�

	
j�j
 d"

� c

Z
�
�h
�����e� ����
 ( �h�

	

�����e� ����
 ( �h�



���
�e� ����
 d"� ����

De l�a il vient une in�egalit�e de Poincar�e globale sans �
�e� ���

Th�eor�eme � 
In�egalit�e de Poincar�e globale�
 Sous l�Hypoth�ese ���
soit � un domaine ouvert born�e �resp� connexe� dans " de fronti�ere lips�
chitzienne 	�

�i� N�  
�
��� ��

�
�resp� N��  f��� ��g� et

�ii� q�e� �� est une norme dans V� �resp� V��� et il existe une constante
c � � telle que

kekL���� ( k�kL���� � c
	k���e� ��kL���� ( k���e� ��kL����



� ����

et
�����e� ����

L����
(
�����e� ����

L����
est une norme dans V� �resp� V���

qui est �equivalente �a la norme H� �H��
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��� Energie de d�eformation et travail des forces ext�erieures

L��equivalence des conditions ��V �
T  � et ��  ��  �� et la caract�erisa�
tion de l�espace V en fonction des deux tenseurs sugg�erent l�utilisation d�une
approximation du premier ordre du tenseur lin�earis�e des d�eformations�

Hypoth�ese �
�
 Le tenseur lin�earis�e des d�eformations ��V � sera approch�e
par un d�eveloppement du premier ordre �en z�

)��V � 
 Tz def
 ���e� �� ( ���e� ��z� �
��

Ceci con�rme l�int�er�et du mod�ele P ��� ��� On reprend le calcul de l��energie
de d�eformation plus le travail des forces externes dans le cas statique pour
l�approximation P ��� ��� Dans le cas dynamique des petites vibrations on
y soustraira l��energie cin�etique et l�on caract�erisera les points d��equilibre�
Par forces externes il faut comprendre ici l�e�et combin�e des forces et des
moments appliqu�es �a la structure� Pour simpli�er on prend des forces dis�
tribu�ees dans Sh���� mais des cas plus g�en�eraux peuvent �etre envisag�es�
De fa�con g�en�erique� l��energie de d�eformation P et le travail des forces

externes W sont donn�es par

P  �

�

Z
Sh���

� � � )��V � dx� W  

Z
Sh���

	
F � V ( �m 
 p� � �� 
 p�
dx� �
��

Supposonst que F dans Sh��� est de la forme

F  f� 
 p( bf� 
 p� f�� f� � L
���N � �
��

que m � L
���N et que le mat�eriau ob�eit �a une loi de comportement
sym�etrique

�  C��)��V �� �
	�

Alors

� 
 Tz � � )��V � 
 Tz  C��)��V � 
 Tz � �)��V � 
 Tz� �
��

On utilise maintenant les expressions V 
 Tz  e( z�� )��V � 
 Tz  �� ( z���
et la d�ecomposition de la mesure de Federer le long des ensembles de niveau
de b� De �
�� et �
	�

P  �

�

Z h

�h
dz

Z
�
d"
	
C��)��V � 
 Tz � �)��V � 
 Tz



jz � �

�

W  
Z h

�h
dz

Z
�
d"
	
F 
 Tz � V 
 Tz (m � �� 
 p 
 Tz�



jz� �
��

En utilisant l�identit�e �
��

��V � 
 Tz � �)��V � 
 Tzjz  
�X

i�j��

zi�jjz �C
���i � � �j 
  


X
n��

znjzAn�

An
def
 

�X
i��

��n�i��

�C���i � � �n�i
� �
��

De fa�con analogue pour l�int�egrande de �
��

�F � V � 
 Tz  m � �( �f� ( zf�� � �e( z��

 f� � e (m � �( z�f� � e( f� � �� ( z
f� � �� �
��
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Les expressions �nales de P et de W deviennent

P  �

�

Z
�

Z h

�h


X
n��

znjz dzAn d"  
�

�

Z
�


X
n��

�n�h�An d"� �
��

W  

Z h

�h
dz

Z
�
d"
	
m � �( �f� ( zf�� � �e( z��



jz ����

 

Z
�
���h��f

� � e(m � �� ( ���h��f
� � e( f� � �� ( �
�h�f

� � � d"� ����


�
� Mod�ele lin�eaire statique


�
��� La forme bilin�eaire
 Les espaces H� V � et N � et leurs normes et
semi�normes associ�ees sont d�e�nis par �	�� �a ����� On introduit maintenant
l�op�erateur A � V � V � associ�e �a P � pour tous �e� �� et �e� �� dans V et
�i  �i�e� ��� �i  �i�e� ���

�
A�e� ��� �e� ��

�
V

def
 


X
n��

Z
�
�n�h�an

�
�e� ��� �e� ��

�
d"� ����

an
�
�e� ��� �e� ��

� def
 

�X
i��

��n�i��

�C���i� � ��n�i� ��	�

Il est �a noter que An  an
�
�e� ��� �e� ��

�
� � � n � �� On remarquera ici qu�il

n�est pas n�ecessaire de passer par la minimisation de P � W et donc pas
n�ecessaire de supposer que C est sym�etrique� Il su�t d�utiliser le principe
des travaux virtuels et Lax�Milgram� De la m�eme fa�con on d�e�nit l�op�erateur
lin�eaire continu associ�e �a W � pour tous �e� �� et �e� �� dans V �

B � U def
 L
���N � L
���N � H���B�f�m���e� ���

H

def
 

Z
�
���f

� � e(m � �� ( ���f
� � e( f� � �� ( �
f

� � � d"�
����

Lemme 	 
���
�
 Sous les Hypoth�eses ��
 et ���� il existe h � � et � � � tel
que pour tout � � h � h et tout �e� �� � V

�
A�e� ��� �e� ��

�
V
� ��h�

�X
n��

h
n
���n�e� ����
� ��
�

Si de plus C est sym�etrique� alors l�op�erateur A est sym�etrique

��e� ��� �e� ��� �
A�e� ��� �e� ��

�
V
 
�
A�e� ��� �e� ��

�
V
�


�
��� Conditions homog�enes de Neumann et coque sans fron�
ti�ere
 Si les �el�ements du dual H� de H sont identi��es avec ceux de H�
alors par le lemme pr�ec�edent l�op�erateur A est V�H coercif� c�est��a�dire

	� � � et � � R tels que �A�e� ��� �e� ���
V
( �k�e� ��kH � �k�e� ��k
V�

Si �  "� le domaine � n�a pas de fronti�ere! si � poss�ede une fronti�ere 	�
on a la condition homog�ene de Neumann� Les deux cas sont couverts par le
th�eor�eme suivant�
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Th�eor�eme �
 Sous les Hypoth�eses ��
 et ��� soit h � � comme dans le
Lemme �� � � h � h� On fait l�hypoth�ese que la condition suivante est
v�eri	�ee pour tout �e� �� � NZ

�
���f

� � e (m � �� ( ���f
� � e ( f� � �� ( �
f

� � � d"  �� ����

Alors pour tout h� � � h � h� il existe une solution unique ��e� ��� � V�N �a
l��equation variationnelle � pour tout �e� �� � V

�
A��e� ���� �e� ��

�
V
(
�B�f�m�� �e� ���

H
 �� ����


�
�	� Conditions homog�enes de Dirichlet
 Pour une coque avec fron�
ti�ere et des conditions homog�enes de type Dirichlet� les r�esultats sont ana�
logues et se d�emontrent de la m�eme fa�con que pour le Th�eor�eme � en utilisant
l�in�egalit�e de Poincar�e globale du Th�eor�eme 
�

Th�eor�eme �
 Soit h � � tel que sp�eci	�e au Lemme � et h� � � h � h� Il
existe une solution unique ��e� ��� � V� �a l��equation variationnelle � pour tout
�e� �� � V� �

A��e� ���� �e� ��
�
V
(
�B�f�m�� �e� ���

H
 �� ����

Les m�emes r�esultats demeurent vrais pour l�espace V�� lorsque � est connexe
et 	� 
 	 est de �N � ���capacit�e non nulle�

Il est important de remarquer qu�il n�y a pas de condition fronti�ere sur la
composante normale �n de � dans V� et V�� �


��� Le mod�ele lin�eaire dynamique


����� L��energie cin�etique
 Pour obtenir le mod�ele lin�eaire dynamique�
on suppose que la transformationC de la loi de comportement est sym�etrique
et que les fonctions vectorielles V �x� t�� e�x� t�� et ��x� t� dependent du temps
t� �Etant donn�ees V �� e�� et �� les d�eriv�ees par rapport au temps t� l��energie
cin�etique est donn�ee par l�expression

K  
Z
Sh���

�

�
�jV �j
 dx  

Z
Sh���

�

�
�je� 
 p( b�� 
 pj
 dx

 
�

�
�

Z
�
���h�je�j
 ( ���h��e

� � �� ( �
�h�j��j
 d"�
����

o�u � est la densit�e volumique du mat�eriau� On d�e�nitM � H � H� �

�M�e� ��� �e� ��
�
H

def
 �

Z
�
���h�e � e( ���h��e � �( e � �
 ( �
�h�� � � d"�

����

Pour h � � su�samment petit�M est sym�etrique� positif et inversible�


����� Le mod�ele dynamique
 On identi�e les �el�ements du dual H� de H
avec ceux de H� on note par *� H� � H l�isomorphisme canonique corres�
pondant et l�on d�e�nit les op�erateurs lin�eaires born�es

M  *M � H � H� B  *B � U � H� ����

Pour h � � su�samment petit� M est un op�erateur lin�eaire� inversible�
continu et sym�etrique� Un point stationnaire �e� �� de l��energie totale P (
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W �K v�eri�e l��equation dynamique du second ordre

d


dt




M

�
e�t�
��t�

�
�

�
�
�

��
H

(

�
A

�
e�t�
��t�

�
�

�
�
�

��
V

(



B

�
f�t�
m�t�

�
�

�
�
�

��
H

 ��

����

pour tout ��� �� � V � Les th�eor�emes habituels d�existence et d�unicit�e
s�appliquent alors �cf� �
�
� Thm ��� et Rem� ��	� p� ���
��

Th�eor�eme �
 Supposons que les Hypoth�eses ��
 et ��� soient v�eri	�ees avec
C sym�etrique� Soit � � h � h� pour h � � tel que sp�eci	�e au Lemme ��

�i� �Coque sans fronti�ere ou conditions homog�enes de Neumann� Il existe
une solution unique

�e� �� � C����� T 
!H�� C���� T 
!V� ��	�

�a l��equation ���� v�eri	ant les conditions initiales
�
e���� ����

�
 �e�� ��� dans V �

�
e����� �����

�
 �e�� ��� dans H� ����

�ii� �Conditions homog�enes de Dirichlet� Il existe une solution unique

�e� �� � C����� T 
!H�� C���� T 
!V�� ��
�

�a l��equation ���� v�eri	ant les conditions initiales
�
e���� ����

�
 �e�� ��� dans V��

�
e����� �����

�
 �e�� ��� dans H� ����

Les m�emes r�esultats sont vrais pour V�� �

	� Le mod�ele asymptotique P ��� 
�

Le mod�ele P ��� �� correspond �a l��equation variationnelle obtenue en ne
gardant que le coe�cient de h dans la seconde expression ���� soit

Z
�
C�����v� � � ���v�� f� � v� d"  �� �v�� v��

���v�
def
 
�

�

h
v� �n( n �v�

i
( �	�v

���
����

Cela donne deux �equations variationnelles pour v� et v�

Z
�

�
C�����v� � � �

�

h
v� �n( n �v�

i�
d"  �� �v��

Z
�

n
C�����v� � � �	�v��� f� � v�

o
d"  �� �v��

En d�ecomposant les tenseurs en leur partie tangente et leur composante
normale le long de �� il vient

�C�����v�
n  � et
Z
�

n
�C�����v�
P � � �P	 �v��� f� � v�

o
d"  �� �v��

o�u ��P  P��P � Pour la loi de comportement C���  �� �( 
 tr � I

�C�����v�
n  �� � �	�v��n(
�

�
v�	 
 ( �
 tr �	�v�� ( ���( 
� v�n 
n
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et la condition �C�����v�
n  � donne la composante normale et la partie
tangentielle de v� en fonction de v�

v�n  v� � n  � 


�� ( 

div	�v

�� � 


�� ( 

�H v�n ( div	�v

�
	� 


v�	  �� �	�v��n  �r	�v
�
n� (D
b v�	 �condition de Love�Kirchho���

����

La substitution de l�expression de v� dans

�C�����v�

P
 �� �P	 �v

�� � � �P	 �v�� (
��


��( 

tr �P	 �v

�� tr �P	 �v
��

donne la seconde �equation pour v�� pour tout v�

�C�����v�
P � � �P	 �v��  �� �P	 �v�� � � �P	 �v�� (
��


��( 

tr �P	 �v

�� tr �P	 �v
��

Z
�
�� �P	 �v

�� � � �P	 �v�� (
��


��( 

tr �P	 �v

�� tr�P	 �v
��� f� � v� d"  �� ����

C�est pr�ecis�ement l��equation asymptotique de coques membranaires avec les
bons coe�cients� Il est �a noter que l�on obtient simultan�ement v� et v��
L�existence de solutions �v�	� v

�
n� dans H

�
����

� � L
��� �a l��equation ����
�a �et�e �etudi�ee dans ���
 et Ciarlet et Lods ���
 ���
 ont �etabli l�unicit�e de la
solution sous l�hypoth�ese d�ellipticit�e uniforme de la surface moyenne

	� � � tel que �� � RN� D
b�X��	 � �	 � � j�	j
� ����

Ceci veut dire que � est un domaine contenu dans la fronti�ere " d�un sous�
ensemble strictement convexe de RN�
On introduit les espaces quotients

V�� ker ��� V�  H����N � L
���N

ker ��  
�
�v�� v�� � V� � ���v�� v��  ��

pour la coque sans bords ou les conditions homog�enes de Neumann et

V���� ker���� � V���  H�
�����

N � L
���N

ker ����  f�v�� v�� � V��� � ���v�� v��  �g
pour les conditions homog�enes de Dirichlet �m�eme chose pour Dirichlet sur
tout 	 en rempla�cant 	� par 	�� Il est facile de v�eri�er que

ker ��  
�
�v�� v�� � H����N � L
���N �

v�n  �� v
�
	  ���	�v��n� �P	 �v��  �

�
�

ker ����  f�v�� v�� � H�
��
���N � L
���N �

v�n  �� v
�
	  �� �	�v��n� �P	 �v��  �g

et que puisque v� est donn�e explicitement en terme de v�� les �el�ements du
noyau sont compl�etement caract�eris�es en terme du noyau de �P	

ker �P	  
�
v� � H����N � �P	 �v

��  �
�

ker�� �
P
	  

�
v� � H�

�����
N � �P	 �v

��  �
�
�

Th�eor�eme ��
 Sous les Hypoth�eses ��
 et ��� soit � un domaine ouvert
born�e de fronti�ere lipschitzienne 	 dans "�
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�i� �Etant donn�ee f� � L
���N v�eri	ant la condition

	c � �� �v�� j
Z
�
f� � v� d"j � c k�P	 �v��kL�����

l��equation variationnelle ���� poss�ede une solution unique �v�� v�� dans
le compl�et�e E� de l�espace V�� ker �� par rapport �a la norme k���v�� v��k�

�ii� Soit 	� une partie 	 de �N � ���capacit�e strictement positive �avec �
connexe si 	� � 	
� �Etant donn�e f� � L
���N tel que

	c � �� �v�� j
Z
�
f� � v� d"j � c k�P	 �v��kL����� ����

l��equation ���� admet une solution unique �v�� v�� dans le compl�et�e E�
��

de l�espace V���� ker�� �� par rapport �a la norme k���v�� v��k�
�� Convergence de P ��� �� vers P ��� 
�

On aura besoin du th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��
 Soit � un domaine ouvert born�e dans " v�eri	ant l�Hypo�
th�ese ����

�i� On d�e	nit l�espace

H�
n�Sh����

N def
 fF � L
�Sh����

N � DF rb � L
�Sh����
Ng� ����

L�application

F �� F 
 T � H�
n�Sh����

N � H���h� h!L
���N� ��	�

est une bijection lin�eaire continue�
�ii� L�application

F �� F 
 T � H��Sh����
N � H���h� h!L
���N�� L
��h� h!H����N�

est une bijection lin�eaire continue� De plus

�DF rb� 
 T  �f

�z
� �DF P � 
 T  D	f �I ( z D
b
�� ����

DF 
 T  �f

�z
�n (D	f �I ( z D
b
��  

�
�f

�z
�n(D	f

�
�I ( z D
b
���

��
�

En fait

H���� 
� h� h� �N  H���h� h!L
���N� � L
��h� h!H����N�� ����

�iii� �Etant donn�e F � H�
n�Sh����

N et f  F 
 T l�application

F �� f��� �� � H�
n�Sh����

N � L
���N ����

est bien d�e	nie� lin�eaire et il existe une constante c� independante de
h� telle que lorsque h tend vers z�ero

kf � f��� ��kL���� ��h�h� � � c h kDFrbkL��Sh���� ����

kf��� ��kL���� �
c

h��

	kFkL��Sh���� ( h kDFrbkL��Sh����



����

et pour tout V � H�
n�Sh����

N et v  V 
 T
�� Z

Sh���
F � V � �

���h� 
 T�� f��� �� 
 p � v��� �� 
 p dx
��

� ch kFkH�
n�Sh����

h
kV kL��Sh���� ( kDVrbkL��Sh����

i
�

����



M�ETHODES INTRINS�EQUES POUR LES COQUES MINCES ��

���� Coque sans fronti�ere ou conditions de Neumann

�A la lumi�ere du Th�eor�eme �� on fait l�hypoth�ese suivante�

Hypoth�ese �
�
 Il existe +h � � et une constante c  c��� � � tel que
la fonction vectorielle F apppartienne �a H�

n�S�h����
N et que pour tout h�

� � h � +h�

�V � ker ��
Z
Sh���

F � V dx  � ����

et pour tous �v�� v�� � H����N �H����N

�� �
�h

Z
Sh���

F � �v� 
 p( bv� 
 p� dx�� � c
�Z

�
� k���v�� v��k


( h
 k���v�� v��k
 
 d"��

� �
����

On d�e�nit f�
def
 F 
 T ��� �� � L
���N �

La condition ���� est naturelle pour donner un sens aux solutions de
l��equation variationnelle ���� dans l�espace quotient H��Sh����N� ker� dans
le cas de Neumann� Le cas de Dirichlet homog�ene utilise la m�eme condition
�a la di��erence que la condition ���� sur le noyau dispara�%t et que l�espace
quotient devient l�espace de Sobolev des fonctions vectorielles qui sont nulles
sur la partie 	� de la fronti�ere� Pour V

�  v� 
 p ( b v� 
 p� on obtient un
membre de gauche de la formeZ

Sh���
F � V � dx  �h

Z
�
F �
h � v� ( F �

h � v� d"

F �
h
def
 

�

�h

Z h

�h
jz F 
 T dz et F �

h
def
 

�

�h

Z h

�h
jz z F 
 T dz�

En particulier l�Hypoth�ese ��� est v�eri��ee pour F  g 
 p avec g � L
���N

tel que

	c � �� �v� � H����N �
�� Z

�
g � v� d"�� � c k�P	 �v��kL����� ��	�

Dans ce cas

F �
h  ���h� g et F

�
h  ���h� g� o�u �i�h�

def
 �i�h����h��

Lemme ��
 Supposons v�eri	�ee l�Hypoth�ese ��
�

�i� Lorsque h � � tend vers z�ero il existe c � � tel que ��v�� v�� �
H����N �H����N

j
Z
�
F �
h � v� ( F �

h � v� d" j � c
�Z

�
k���v�� v��k
 ( h
 k���v�� v��k
 d"� �

�

��v�� v�� � ker �� � ker ���
Z
�
F �
h � v� ( F �

h � v� d"  ��

�ii� Pour tout �v�� v�� � H����N � L
���N

j
Z
�
f� � v� d" j � c

�Z
�
k���v�� v��k
 d"� �

�

��v�� v�� � ker ���
Z
�
f� � v� d"  ��
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�iii� Lorsque h � � tend vers z�eroZ
�
�F �

h � f�� � v� ( F �
h � v� d"  �� ��v�� v�� � ker �� � ker ��

et il existe c � � tel que ��v�� v�� � H����N �H����N

j
Z
�
�F �

h � f�� � v� ( F �
h � v� d" j

� c h��
 kFkH�
n�Sh����

�k���v�� v��kL���� ( k���v�� v��kL����

�
�

Soit �v�h� v
�
h� la solution dans H

����N �H����N modulo ker ��� ker �� de
l��equation variationnelle

Z
�

�X
i�j��

�i�j�h�C
���i�v�h� v

�
h� � � �j�v�� v���

�X
i��

F i
h � vi d"  � ����

pour tous �v�� v�� � H����N � H����N � Par coercivit�e de C�� il existe
� � � tel que

�
�k��hk
L� ( h
 k��hk
L�

� �
�X

i�j��

Z
�
�i�j�h�C

���ih � � �jh d"

 

Z
�

�X
i��

F i
h � vih d" � c

�k��hk
L� ( h
 k��hk
L�

� �

�

pour �ih
def
 �i�v�h� v

�
h�� et �

i def �i�v�� v��� Alors lorsque h tend vers z�ero

k���v�h� v�h�k
L� ( h
 k���v�h� v�h�k
L�  k��hk
L� ( h
 k��hk
L� � c
��
�

Donc ���v�h� v
�
h� et h�

��v�h� v
�
h� sont born�es dans L


� On peut montrer que
�v�h� v

�
h� � �H����N � L
���N�� ker �� et conclure que �v�h� v

�
h� est born�e

puisque k���v�� v��k est une norme dans H����N � L
���N� ker���

Lemme ��
 L�injection

H����N �H����N

ker �� � ker �� 
 H����N � L
���N

ker ��

 E�

est continue et pour tout �v�� v�� � �H����N �H����N���ker�� � ker ����
�A la lumi�ere du Lemme �	 et du fait que ���v�h� v

�
h� et h�

��v�h� v
�
h� sont

born�es� on a la convergence�

Th�eor�eme ��
 Sous les Hypoth�eses ��
� ��� et ��
 soit � un domaine ou�
vert born�e dans "� Lorsque h tend vers z�ero� la solution

�v�h� v
�
h� � �H����N �H����N���ker�� � ker ���

de l��equation ���� du mod�ele P ��� �� converge vers la solution

��v�� �v�� � E�

de l��equation ���� du mod�ele asymptotique P ��� �� dans le sens suivant �
lorsque h tend vers z�eroZ

�
C�����v�h � �v�� v�h � �v�� � � ���v�h � �v�� v�h � �v�� d"� �� ��
�



M�ETHODES INTRINS�EQUES POUR LES COQUES MINCES ��

���� Conditions de Dirichlet

Pour les conditions homog�enes de Dirichlet l��equation variationnelle ����
en dimension N poss�ede une solution unique dans l�espace H�

���Sh����
N

pour tout F � L
�Sh����
N � En vertu de l��equivalence des normes ceci est

�equivalent �a la condition � il existe c  c�Sh���� � � tel que

�V � H�
���Sh����

N �
�� Z

Sh���
F � V dx

�� � c k��V �kL��Sh�����

On fait l�Hypoth�ese ��� et l�on proc�ede comme dans le paragraphe pr�ec�edent�
�Evidemment le Lemme �� et le Th�eor�eme �� demeurent vrais pour �v�� v�� �
H�
��
���N �H�

��
���N � Soit �v�h� v

�
h� la solution dans H

�
��
���N � H�

��
���N de

l��equation variationnelle

�X
i�j��

Z
�
�i�j�h�

n
C���i�v�h� v

�
h� � � �j�v�� v���

o
�

�X
i��

F i
h � vi d"  � ����

pour tout �v�� v�� � H�
�����

N � H�
�����

N � Par la m�eme technique que
pr�ec�edemment on obtient aussi la convergence faible�

Th�eor�eme ��
 Sous les Hypoth�eses ��
� ��� et ��
 soit � un domaine ou�
vert born�e de fronti�ere lipschizienne 	 dans " �� connexe lorsque 	� � 	��
Lorsque h tend vers z�ero la solution

�v�h� v
�
h� � �H�

�����
N �H�

�����
N���ker�� � ker ���

de l��equation ���� du mod�ele P ��� �� converge vers la solution

��v�� �v�� � E�
��

du mod�ele asymptotique P ��� �� � pour tout �v�� v�� � H�
�����

N � L
���N�

Z
�

n
C������v�� �v�� � � ���v�� v��� f� � v�

o
d"  �� ����

dans le sens suivant � lorsque h tend vers z�eroZ
�
���v�h � �v�� v�h � �v�� � � ���v�h � �v�� v�h � �v�� d"� �� ����
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