ESAIM: PROCEEDINGS ESAIM: Proc., VoL. 2, 1997, 65-86
ELASTICITE, VISCOBLASTICITE ET CONTROLE OPTIMAL

HUITIEMES ENTRETIENS DU CENTRE JACQUES CARTIER

URL: http://www.emath.fr/proc/Vol.2/

METHODES INTRINSEQUES
POUR LE CONTROLE ET L’OPTIMISATION
DES COQUES MINCES

MICHEL C. DELFOUR

ABSTRACT. Cet article fait le tour d’un certain nombre de résultats ré-
cents sur une approche intrinseque de la modélisation des coques minces
en vue du contrdle et de 'optimisation de forme. Elle est basée sur le
mariage de la fonction distance orientée ou algébrique et du calcul dif-
férentiel tangentiel qui sert a exprimer les notions de géométrie et de
calcul différentiel sur une sous-variété de RY.
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1. INTRODUCTION

La théorie des coques minces est un sujet classique fort bien couvert
dans de nombreux ouvrages. Par exemple le lecteur peut se reporter a
[4, 6, 36, 51, 73, 74], mais ceci ne constitue pas une liste exhaustive. La
recherche dans ce domaine est présentement stimulée par un certain nom-
bre de questions provenant d’applications au controéle et a la conception des
grandes structures spatiales, des robots flexibles, des matériaux composites,
etc, o des modeles intrinseques et mathématiquement plus faciles & manip-
uler seraient fort utiles.

L’objectif de cet article est de faire le tour d’un certain nombre de ré-
sultats récents sur une approche intrinseque de la modélisation des coques
minces en vue du controle et de 'optimisation de forme. Elle est basée
sur le mariage de la fonction distance orientée ou algébrique et du calcul
différentiel tangentiel qui sert a exprimer les notions de géométrie et de cal-
cul différentiel sur une sous-variété de R nécessaires en théorie des coques
minces. Ici les dérivées tangentielles sont introduites & partir d’un prolonge-
ment dans un voisinage de la sous-variété. Parmi tous les prolongements
celui obtenu par composition avec la projection sur la sous-variété est parti-
culierement avantageux car la projection s’exprime explicitement en termes
du gradient du carré de la fonction distance orientée. Cette approche per-
met de développer et de réécrire des modeles de coques minces en termes
d’opérateurs différentiels intrinseques naturels et faciles & manipuler. En
fait la recherche de formulations intrinseques indépendantes de toute para-
métrisation ou bases locales n’est pas nouvelle. Elle est d’un intérét central
en géométrie et remonte au moins & Riemann. On retrouve ce point de vue
fondamental et important par exemple dans les travaux de R. Valid [73, 74]
et P. Germain [46].

Notre intérét pour les coques remonte aux travaux conjoints ([25, 24, 30])
avec J.P. Zolésio présentés en juin 1992 (IFIP Workshop, Sophia-Antipolis,
France) sur 'utilisation de la fonction distance pour générer des topologies
sur des classes d’équivalence d’ensembles, donner un sens a la continuité des
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fonctionnelles de forme et caractériser les familles compactes d’ensembles,
afin d’obtenir de nouvelles formulations des problemes et des résultats d’ex-
istence. Ces travaux ainsi que d’autres par les spécialistes des équations
géométriques ([48]) révelent que la fonction distance orientée ou algébrique
permet de décrire les propriétés fines d’un ensemble et de sa frontiere.

Pour illustrer ces propriétés un premier modeéle linéaire rudimentaire [26]
fut présenté par J.P. Zolésio a un “IMA Workshop” en novembre 1992 (Min-
neapolis, Etats-Unis) suivi d’une version plus élaborée ([27]) ofl le vecteur
de déplacement et le tenseur linéarisé des contraintes sont approchés par des
polynémes du premier ordre dans la variable normale a la surface moyenne :
un modele de type P(1,1), ot P(k, () indique une approximation polynémi-
ale d’ordre k > 0 pour le vecteur de déplacement et d’ordre £ > 0 pour le
tenseur linéarisé des déformations.

Pour des raisons techniques nous sommes passés a un modele de type
P(1,2) dans [28]. Son avantage principal est que toute la théorie statique et
dynamique se fait de facon intrinseque sans jamais revenir a des paramétri-
sations locales. 1l préserve de facon naturelle les mouvements rigides ap-
prochés, il donne des inégalités de Korn et Poincaré globales. Tout se fait
a partir des premiers principes sans référence aux modeles existants qui
utilisent le calcul covariant/contravariant, les bases locales et les symboles
de Christoffel.

Il devint donc désirable de pouvoir comparer ces modeles avec ceux de
Naghdi et de Koiter et de trouver des correspondances explicites entre
les opérateurs différentiels tangentiels intrinseques et ceux du calcul co-
variant/contravariant. L’autre question qui se posait était de savoir s’il
était possible d’étendre les résultats du modeles P(1,2) au modele P(1,1)
beaucoup plus répandu. Ces questions techniques recurent des réponses
positives dans [29] en poussant plus a fond la partie géométrie différentielle
et en traduisant systématiquement en langage intrinseque plusieurs résul-
tats. Comme pour le modele P(1,2) on préserve les mouvements rigides
approchés.

Il restait un point important a vérifier pour valider ces modeles. Y avait-il
convergence vers les modeles asymptotiques reconnus et plus particuliere-
ment le modele de coque membranaire avec les bons coefficients? Ici encore
la réponse est positive. Sous des hypotheses tres faibles sur le membre de
droite du modele P(1,1), on obtient dans [33] la convergence des solutions
(dans les espaces quotient associés aux opérateurs et aux conditions aux lim-
ites) vers celles du modeéle asymptotique P(1,0) qui donne a la fois I’équation
de la coque membranaire avec les bons coefficients et la condition de Love-
Kirchhoff. Les modeéles non-linéaires du type P(1,2) ont aussi été abordés
dans ce cadre dans [75] et [23].

Un premier effort de synthese pour regrouper tous ces résultats dans un
méme cadre a été fait dans [34] sous forme de notes de cours. Nous espérons
que malgré leurs lacunes elles permettront de gagner des adeptes et de servir
de point de départ a des applications plus ambitieuses. C’est un peu pour
cela que nous ne nous sommes pas limités a la dimension 3, mais que nous
avons tout fait en dimension N. Se limiter a la dimension N = 3 ne simplifie
en rien la théorie des coques minces.

Enfin, pour des raisons d’espace nous renvoyons aux articles ci-haut men-
tionnés pour la discussion des travaux existants dans la littérature scien-
tifique et celle de I'ingénieur ainsi que leur comparaison avec I’ensemble des
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résultats annoncés dans cet article. Nous avons fait un effort pour regrouper
la majorité des articles pertinents dans la liste de références, mais, étant néo-
phytes dans le domaine des plaques et des coques, il y a probablement des
omissions involontaires. Nous nous en excusons.

Notations. Le produit scalaire dans R” sera

N
x-y:inyi, |z = Va - z.

=1
On écrira *v et *A les transposés d’un vecteur v et d’une matrice A4 ; A™1 et
*A~1 seront les inverses de A et de *A. On associe aussi a une transformation
linéaire A: RY — R la norme

|A| = max |Az|px,
|l’|[RNS
et si A;; and B;; sont les éléments de la représentation matricielle de A et
B par rapport a des bases données {ay,...,an} et {by,...,bx} le produit
scalaire double est défini comme
N K

A--B=> Y AiB;.

=1 7=1

La norme |A| est équivalente a la norme v A - -A.

2. QUELQUES NOTIONS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Une coque mince est caractérisée par un domaine borné ouvert w dans
une sous-variété I' qui est (au moins localement) la frontiere d’un domaine
Q de classe C1' dans RV (en pratique N = 3). On associe & Q la fonction
distance dg et la fonction distance orientée bg

def

do(2) d:ef;relgw — 2|, bo(z) Ydo(x) - dpv_qg(z), Yo eRN. (1)

On suppose désormais I’ 2190, On ala propriété remarquable suivante :
pour k> 1
3 un voisinage N(I') de I’
Q est de classe P «— 1
tel que bg € C*(N(I')).

Le gradient Vbg coincide avec la normale extérieure unitaire n sur I'. La
projection pr sur I et la projection orthonormale FPr sur le plan tangent T,
sont données par

pr(z) =2 — bo(z) Vba(z), PFPr(z)=1—- Vbg(z)"Vbg(z).

Pour by € CHH(N (1)), les éléments de D?bg appartiennent & W (N (I'))
et les valeurs propres de D?bg sont les (N — 1) courbures principales {k,}
de I' plus 0. De la, la courbure moyenne (au facteur multiplicatif (N — 1)
pres) et la courbure de Gauss sont données par

N-1 N-1
H:ZHa:AbQ et K= Hma.
a=1 a=1

Puisque & est compact il existe A > 0 tel que by € C11(S)(w)) ol

def

Sp(w) = {z e RY : |bo(z)] < h, pr(z) € w}. (2)
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Lorsque w = I, la coque n’a pas de frontiere ; sinon, on désigne par v la
frontiére de w dans I' et par

def
Sh(y) = {z €RY ¢ |bo(a)| < b, pr(z) € 7} (3)
la frontiere latérale de Sp(w). On associe aussi a yo C 7y
Sh(70) = {2 €R™ : [ba(e)| < A, pr(e) € 0} )

La régularité de v est spécifiée par la régularité de ¥, () dans un voisinage
de . Par exemple, 7 est lipschitzienne ou C* (resp. possede la condition de
cone uniforme) si 3, (v) est lipschitzienne ou C* (resp. possede la condition
de cone uniforme) dans un voisinage de v. Une autre propriété importante
lorsque b € C11(S),(w)) est que I"application

(X,2) > T(X, ) € X + 2Vbo(X) : wx] = hh[—= Sp(w)  (5)
et son inverse T~ (z) = (pr(z), bo(z)) sont toutes deux lipschitziennes. On
utilisera aussi la notation

T.(X) €' T(X,2) = X + 2 Vbg(X).
Ceci induit un isomorphisme linéaire et continu
frfoT : L*(wx]—h,h[) = L*(Sh(w)). (6)

Le polynoéme suivant interviendra dans le changement de variables le long
des ensembles de niveau de bg : pour tout |z| < h, X € w, on définit

3.(X) ¥ det DTL(X) = det[I + 2 D*bg(X)] = Nf N(X) 2 (7))

ou les fonctions A;(X) sont les coefficients du polynéme en z.

Puisque maintenant €2 et I' seront fixés, nous omettons les indices de b,
pet P. Il y a plusieurs facons d’introduire les dérivées dans I'. Par e-
xemple les dérivées covariantes/contravariantes par rapport a un systéme
de bases locales associé a une carte ou encore |'utilisation d’une connexion
riemanienne. Afin d’éviter le phénomene de paramétrisation, il est plus
naturel de choisir les dérivées tangentielles qui sont I'objet intrinseque sous-
jacent a toutes les notions de dérivées dans I'. Le gradient tangentiel d’une
fonction f:w — R est défini via un prolongement I’ : Sj,(w) — R de f par

e oF
Vs v - G

Ce vecteur est indépendant du choix du prolongement. Parmi tous ces
prolongements F' = f o p est particulierement intéressant puisque

va: V(fop)|w

A Paide de cette propriété le calcul différentiel dans la sous-variété I' s’obtient
du calcul différentiel habituel dans le voisinage Sy (w) par restriction a I'.
Pour le cas C''! on peut alors définir ’espace de Sobolev H! intrinseque-
ment. De plus, 'isomorphisme (6) s’étend aux espaces H1

frfoT : HYwx]— hyh[) = H*(Sp(w)).
En particulier, H!'(wx ] — h,h[) = H'(=h, h; L*(w)) N L*(=h, h; H (w)). 11

v a d’autres propriétés utiles comme

V(fop) =l - bD*]Vrfop.
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La matrice jacobienne tangentielle d’une fonction v: w — R est donnée par
def
Dr(v) = D(v op)|F ou (Drv)i; = (Vrv);
St *v = (v,

(8)
.y up), alors *Drv = (Vroy,
vecteur colonne. On retrouve aussi

., Vrop), ot Vv est un
D(vop) = Dr(v)op[l —bD?*], D(vop)Vb=0et Dr(v)n =0

De la méme facon, on a la divergence tangentielle

(9)

divro 2 div(v o p) - (10)
et le tenseur linéarisé tangentiel des déformations
def 1 +

er(v) = §(Drv +*Drv) et er(v) =c(vop)|p

. (11)
La matrice jacobienne tangentielle de la normale n est particuliere, puisque
nop=n=Vb=Vbopetbop=20. Dou

Dr(n) = Dr(Vb) = D*b|. =

*Dr(Vb) = *Dr(n)
et puisqu’elle est symétrique on a aussi

(12)
ep(n) = ep(Vbh) = D?b|...

L’opérateur de Laplace-Beltrami d’une function f devient

(13)
Arf L dive(Vref) = A(fop)]

(14)
Il est naturel d’introduire la matrice jacobienne tangentielle projetée et le
tenseur linéarisé tangentiel des déformations projeté

Df (o) €

Y pDr(o)P, L) € Pep(v)P.
Il est facile de vérifier que

(15)
1 %
Dy (v) = PDr(v), f (v) = 5(Df (v) + " Dr (v), (16)
Dr(v) = Df (v) + n*("Dr(v)n) (17)
Il sera souvent utile de parler de la composante normale et de la partie
tangente d’un vecteur v et d’utiliser la notation

def

Up = U N,

vp = v —uv,n = Pv

On obtient alors les identités

DE(w) = DE(vr) + v, D* et eF(v) = ef (vr) 4 v, D?.
Les dérivées covariantes/contravariantes ne sont que l’expression par rap-

port aux bases locales des opérateurs différentiels tangentiels correspon-
dants. Pour plus de détails le lecteur peut se reporter a [34].
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3. DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT A LA VARIABLE D’EPAISSEUR

On utilisera trois jeux d’hypotheses. Soit w un domaine borné ouvert dans
I'. Si w =T, w est sans frontiere ; sinon on suppose que v est lipschitzi-
enne. Dans les deux cas on utilisera l'espace H!(S),(w))Y. Le second cas
correspond a des conditions homogenes de Neumann. Pour les conditions
homogenes de Dirichlet sur tout 3 (y), on utilisera HI(Sy(w))" avec

Hy(Sp(w)) = {f € H'(Sp(w)) : f=0sur ()}

Enfin, pour des conditions homogenes de Dirichlet sur une partie vy du
bord v de (N — 1)-capacité non nulle, on supposera w connexe et on prendra
H (Sh(w))Y avec

H (Sp(w)) ={f € H'(Sh(w)) : f=0sur Zy(y0)}-

HyPoTHESE 3.1. On se fixe une transformation linéaire bijective C' qui
transforme les matrices ou tenseurs symétriques N X N en matrices ou
tenseurs symétriques N X N. On suppose également 'existence d’un v > 0
tel que C~17 -7 > v||7||* pour tous 7.

Par exemple, si g > 0 and A > 0 sont les constantes de Lamé
Clr=2ur+Atrr 1 et v=2pu.
Soit le probleme N-dimensionnel caractérisé par I’équation variationnelle

IV (h) € V(Sp(w)Y tel que ¥V € V(S (w)N

[T () - F Ve =0 (18)
Sp(w)

poure(V) = 1/2(DV+*DV) et V (Si(w))™ égal & H! (Sp(w))N, HL(Sk(w))™

ou H'(Sk(w))"N/kere. Dans ce dernier cas, il faut ajouter la condition
YV € kere, / F-Vdz=0 (19)
Sh(w

pour que F définisse une forme linéaire continue dans H'(S,(w))"/kere.
Dans tous les cas de figure, il existe une constante ¢ = ¢(Sy(w)) > 0 telle
que

WV e V(S @)V, |/S( )F-de| < ell=(V) |23, (w)- (20)
hlW

On utilise I'inégalité de Poincaré dans les cas de Dirichlet et le fait que la
semi-norme [|e(V')|| devient une norme équivalente & la norme quotient dans
Iautre cas.

Comme h > 0 va tendre vers zéro, on exprime le vecteur de déplacement
V' par rapport aux coordonnées locales a I’aide du changement de variables
T. En supposant que v =V o T est assez régulier

v(X,z) = 3 v'(X) 2, v w—=RY
V) = (00 T7)() = 307 0 (2) o).

On résume les hypotheses et on choisit h assez petit pour vérifier I’hypothese
suivante.
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HyPOTHESE 3.2. Soit ' la frontiere d’un domaine ©Q de RY et soit w un

domaine ouvert borné dans I'. Soit & > 0 tel que by € CH!(S),(w)) et que
35,0 < 5 < L,Vo ew, h|D%a(X)| < 8.

La matrice [I + z D?b]~! peut alors s’écrire comme une somme

[+ 2D?%)! :i(—DQb)izi. (21)

=0

Apres substitution

DVoT, = f: A1) (0 ) Z Dr(v*) (=D%)" ™"}
k=0

=0

et le tenseur linéarisé des déformations devient

o0

e(V)yoT. =) £'(v) 2 (22)

=1

2¢'(v) d:ef(i +1) {UH—l “n+4n *v“’l}

T ZZ: {DF(Uk) (_DZb)i—k T (_DZb)i—k *DF(Uk)}
k=0

On utilise ensuite la décomposition de Federer de la mesure le long des
ensembles de niveau de la fonction b pour exprimer I’énergie de déformation
comme une intégrale sur w. La forme bilinéaire dans (18) donne

o0

/ Cle..7de = Z/ a;(h) ZC_lej S FTIgr
Sp(w) w 7=0

=0

ou e =c({v;}), Z=¢e({v;}) et pour n >0

h s on n+1 = n+1+1 hZ
Oen(h):/hjzz dz = WL S [1— (= 1)

- =0

— A\ (24)
n+1+1

Ce sont des polynomes de puissances impaires de h. On suppose aussi que
la force F est de la forme

F= fOT_17 f = Zfl Zi7 fZ € Lz(w)N7 th HfZH%2(w) < 00. (25)
=0 =0

D’ou
i

/Sh(w)F-de = Z/ {ai(h) > f7 v/ dz} dT. (26)

=0 7=0
Finalement il vient de (18)
0:/ Cle(V) - e(V) = F-Vda
Sh(w)
o0 i » , o (27)
0= Z/ ai(h) Yo {C e ) - £ (@) - fi W) .
=0 7=0

w
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4. LES MODELES POLYNOMIAUX

Les identités (27) sont vérifiées pour tous V et . 1l est d’usage de procéder
par approximation polynomiale du vecteur de déplacement v et du tenseur
linéarisé des déformations € 0T, par des polynémes en z de degrés respectifs
k> 0et{>0.On appellera P(k, () ce type de modele. Les modeles P(1,2)
et P(1,1) correspondent & une approximation de V et V dans (27) par

VO=1v'op+bovtop, Vozﬁoop—l—bﬁlop
pour (0%, o) et (v° vl) définis dans w et de £(VY) o T, par
oT, ~ v’ vh) + ze' (0%, vh) + 22 % (0%, vh) pour P(1,2),
(VO oT, ~ e vt + 22 (v?, vh) pour P(1,1).

Si v' =0, i > 2, les expressions (23) de &' se simplifient

1
(0% vl = 3 (0! *n 4+ n*v') +ep(v?), et pour i > 1
. 1 A . . (28)
82(?]0, Ul) — 5 Z {DF(Uk) (_DZb)z—k T (_DZb)z—k *DF(Uk)}
k=0

5. LE MODELE LINEAIRE P(1,1)

Pour alléger I’exposé on se limite & une coque S, (w) d’épaisseur constante,
mais presque tout ce qui suit se généralise & des coques d’épaisseur variable.
Les résultats qui suivent ont d’abord été obtenus pour le modele P(1,2).
Leur prolongement au modeéle P(1,1) est nouveau et on trouvera le détail
des démonstrations dans [29] et [34] (pour le modeéle P(1,2) voir [28]).

HyPoTHESE 5.1. En chaque point z de la coque le vecteur de déplacement
V(z) est de la forme

V(@) = cop(e) +b(x)Cop(x), = € Sylw), (29)
otl la notation a été changée de (v°, vl) a (e, ().

Le tenseur linéarisé des déformations est donné par
e(V)oT. = &'(e,l) (30)
=0
avec ¢'(e, () défini par (28).

5.1. MOUVEMENTS RIGIDES APPROCHES

Le résultat suivant est central au développement du modele.

THEOREME 1 (MOUVEMENTS RIGIDES APPROCHES). Sous ["Hypothése 3.2
pour e et { dans H' (W) etV =cop+blop.,

(i)
£(V) =0 dans Sp(w), (31)
si et seulement si
e, ) = (e, £) = e*(e, () = 0 dans w, (32)

ou encore si w est connexe, si et seulement si il existe un vecteur a €
RY et une N x N matrice B tel que

e(X)=a+ BX, ((X)=BVbX), XEuw, (33)
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avec B antisymétrique
B+*B=0 (34)

En particulier (33) et (34) impliquent que { est tangentiel.
(i) Pour tous z, |z] < h, X € w,

e(V)oT
=¥ 4 [T 4 2D H2[e' +'2D%* + 2D*be'] + 22?1 + 2D*0] .
(iii) kere®Nkere! = kere® Nkere! Nkere?.
COROLLAIRE 2. Sous les hypothéses du théoréme

kere® Nkere! = kere® Nkere! N kere?

N
= {(e, —*Dr(e)n): e € H' (w)V, el (e) = 0, > npPDi(e) = 0}. (35)
k=1

5.2. LEs ESPACES H, V, N

En vertu du Théoreme 1 il est naturel d’introduire les espaces suivants

H=L*w)N x L} (w)V, (36)
V=1{(e,0) € H: (e, £) € L2 w)V*N 0 <i <2}, (37)
N ={(e,0): e(e,0) = 0 sur w,0 < i <2}, (38)
et les normes

(e Ol = lelZe) + 1lEco) (39)

2

2 2 ; 2

e 01 = e, O, + Sl Ol (10)

1=0

D’apres le Théoreme 1 (i)

N ={(e,0): ((X) = BVb(X), e(X) = a+ BX,Va € RV,
VB une N x N matrice telle que B+*B =0}. (41)
Le sous-espace N caractérise les mouvements rigides approchés comme en

élasticité 3-D ce qui est une propriété mécanique fondamentale. Noter que
la semi-norme pour 'espace V

2 , 1/2
e 0l= {0l | (42)

devient une norme pour 'espace quotient H/N.

THEOREME 3. Soit w un domaine borné ouvert dans I' qui est la frontiére
d’un domaine Q de classe C'' de RY dans un voisinage de w.

(i) L’espace
{(e,0) € H: %e, 0) € LEH(w)V V),
avec norme
llellze + 1€llz2 + 1| (e, O .

est égal a HY (w)N x L2(w)N avec norme équivalente |||z + ||€]|z2-
(ii) Les espaces suivants sont égaux avec normes équivalentes :
a) HY(w)N x HY (W) avec norme |le||gr + ||€|| z1 -
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b) {(e,0) € H:el(e, £) € L*(w)V*N i = 0,1} avec norme
lellze + [1ellz2 + [|%(e, O] o + [l (e, O -
) V="_(e,0) e H: (e, l) € L2(w)N*N i =0,1,2} avec norme
lell + 1€l + 12206, Ol + 11 e, O s + 12, O
d)y {(e,0) € H:%e, ) € LE )N eter(l) € LEw)V*N} avec
norme
lellzz + [1€1lz2 + [[€°(e, O] 2 + ller ()] -
(iii) La semi-norme
[=°Ce: Ol + 1= (e Ol 2
est Equivalente a la semi-norme
||€0(67€F)||L2 + ||51(67€F)||L2 + 1€nll -
5.3. EspacEs Vy, V., ET INEGALITE DE POINCARE GLOBALE

Dans ce paragraphe w est un domaine ouvert borné dans I' de frontiere
lipschitzienne «. Pour I’étude des conditions homogenes de Dirichlet sur
toute la frontiere, on introduit les espaces suivants

VOI{(e,f)EV2€|WIOGt fFH:O}, (43)
No = {(e,0) € Vo: (e, £) = ' (e, () = 0}; (44)

lorsque, en plus, w est connexe et v est une partie de v de w de capacité
(N — 1) non nulle

Ve = {(e,f) €Viely, =0et lply, = 0}7 (45)
Ny = {(6,0) € Vyy: %(e, 0) = ' (e, 0) = 0}. (46)

Dans les deux cas ¢(e, () est défine par
a(e,0)° = (e, O + It (e O, (47)

est une norme pour ces espaces. On aura besoin des lemmes suivants.

LEMME 4. Soit w un domaine borné ouvert dans I' de frontiére lipschi-
tzienne v vérifiant UHypotheése 3.2. Lorsque h tend vers zero, il existe
c=c(h) > 0 tel que pour tout (e,0) € Vy (resp. V., avec w connexe)

3
/2h|e|2—|—2%|€|2dF
¢ 2 0 2 h? 1 2 h? 2 2
<e /2hlle (e, O + 25 [l (e, O + 27 [, O dT. - (48)

De la il vient une inégalité de Poincaré globale sans (e, ().

THEOREME 5 (INEGALITE DE POINCARE GLOBALE). Sous [’Hypothése 3.2
soit w un domaine ouvert borné (resp. connexe) dans I' de frontiére lips-
chitzienne .

(i) Mo ={(0,0)} (resp. N5y = {(0,0)}) et
(ii) g¢(e,l) est une norme dans Vo (resp. V.,) et il existe une constante
c > 0 telle que

lellrzw) + 1l r2w) < elll€®(e; Ol rzw) + g (e, O)ll 2] (49)
et ||€0(e,€)||L2(w) + ||€1(e,€)||L2(w) est une norme dans Vo (resp. V)

qui est équivalente & la norme H' x H1',
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5.4. ENERGIE DE DEFORMATION ET TRAVAIL DES FORCES EXTERIEURES

L équivalence des conditions e(V)oT = 0 et £ = ¢! = 0, et la caractérisa-
tion de 'espace V en fonction des deux tenseurs suggerent 'utilisation d’une
approximation du premier ordre du tenseur linéarisé des déformations.

HYPOTHESE 5.2. Le tenseur linéarisé des déformations (V) sera approché
par un développement du premier ordre (en z)

(VYo T, 0%, 0) + ' (e, (). (50)

Ceci confirme l'intérét du modele P(1,1). On reprend le calcul de I’énergie
de déformation plus le travail des forces externes dans le cas statique pour
Iapproximation P(1,1). Dans le cas dynamique des petites vibrations on
y soustraira I’énergie cinétique et I’on caractérisera les points d’équilibre.
Par forces externes il faut comprendre ici 'effet combiné des forces et des
moments appliqués a la structure. Pour simplifier on prend des forces dis-
tribuées dans Sy (w), mais des cas plus généraux peuvent étre envisagés.

De facon générique, I’énergie de déformation P et le travail des forces
externes W sont donnés par

1
P=z og--V)yde, W= [F-V 4+ (mop)-(Lop)]dx. (51)
2 JS)(w) Sh(w)
Supposonst que F' dans S, (w) est de la forme
F=floptbfiop [ f el (52)

que m € L*(w)N et que le matériau obéit & une loi de comportement
symétrique

o=CE(V). (53)
Alors
coT, - &(V)YoT,=C&(V)yoT, - -&(V)oT,. (54)

On utilise maintenant les expressions VoT, = e+ 2(, (V) o T, = ¥ + 2!,
et la décomposition de la mesure de Federer le long des ensembles de niveau

de b. De (51) et (53)
h
P = %/_hdz/wdF[C_lé(V) oT,--&(V)oT:]j., (55)

h
W:/ dz/dF[FoTZ-VOTZ—I—m-(KopoTZ)]jZ. (56)
—h w

En utilisant Iidentité (54)

1 2

o(V)oT, - é(V)oT.j. = > #Hji[C e el =" 2"j.A,,
7,7=0 n=0

A, =) [T e (57)

ogjz:—g'gl
De facon analogue pour 'intégrande de (56)
(F-V)OTZ:m-K—I—(fO—I—Zfl)-(e—l—zK)
=f0et+m-l+2(f e+ 00+ 2f 0
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Les expressions finales de P et de W deviennent

1 Lo 2 . 1 2
P = §/w/_hn§:%z j.dzA, dl = §/w7;)an(h)An dr, (59)

h
W:/_hdz/wdf[m-ﬁ—l—(fo—l—zfl)-(e+z€)]jz (60)

:/wao(h)(fO-eer-z)+a1(h)(f1-e+f0-£)+a2(h)f1-zdr. (61)

5.5. MODELE LINEAIRE STATIQUE

5.5.1. LA FORME BILINEAIRE. Les espaces H, V, et N/, et leurs normes et
semi-normes associées sont définis par (36) a (40). On introduit maintenant
opérateur A: V — V' associé & P : pour tous (e, () et (€,0) dans V et
gt = ¢li(e, (), 2 = £'(e, 0),

(Ale,0), (7)), d:efz_:/woan(h)an((e,ﬁ),(E,Z))dl“, (62)

an((e,0), &)L Y (o7l (63)

Il est & noter que A, = a,((e,?), (e,£)), 0 < n < 2. On remarquera ici qu’il
n’est pas nécessaire de passer par la minimisation de P - W et donc pas
nécessaire de supposer que C' est symétrique. Il suffit d’utiliser le principe
des travaux virtuels et Lax-Milgram. De la méme facon on définit 'opérateur
linéaire continu associé a W : pour tous (e, () et (€, () dans V,
B: U ¥ L2()N x L2 (w)N = 7,

<B(f7 m),(e, () >y (64)
def 0 1 0 1
= ap(fr-e+m-O)+oq(f e+ f-0)+axf -Ldl.

w

Q.

LEMME 6 ([28]). Sous les Hypothéses 3.1 et 3.2, il eviste h > 0 et a > 0 tel
que pour tout 0 < h < h et tout (e, () € V

(Ale,0), (e, 0)), > 2uha Y h2"||e" (e, 0)]". (65)

n=0

Si de plus C est symétrique, alors Uopérateur A est symétrique
V(e,0), (& 0), (Ale, ), Z)}V = (A(e, 1), (e,E)}V.

5.5.2. CONDITIONS HOMOGENES DE NEUMANN ET COQUE SANS FRON-
TIERE. Si les éléments du dual H' de H sont identifiés avec ceux de H,
alors par le lemme précédent 'opérateur A est V-H coercif, c’est-a-dire

Ja > 0 et 5 € R tels que (A(e, (), (e,€)>v + Bll(e, O)lln > | (e, 0)[|3-

Siw =TI, le domaine w n’a pas de frontiere; si w possede une frontiere ~,
on a la condition homogene de Neumann. Les deux cas sont couverts par le
théoreme suivant.
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THEOREME 7. Sous les Hypothéses 3.1 et 3.2 soit h > 0 comme dans le
Lemme 6, 0 < h < h. On fait Uhypothése que la condition suivante est
vérifie pour tout (e, l) € N

/Oéo(fo-e—l—m-ﬁ)-l-oél(fl'€+f0‘£)‘|’0‘2f1'£drzo' (66)

Alors pour tout h, 0 < h < h, il existe une solution unique (é,lf) €EV/N a
Uéquation variationnelle : pour tout (e, l) € V

<A(évé)7 (67£)>V + <B(f7 m), (67£)>y = 0. (67)

5.5.3. CONDITIONS HOMOGENES DE DIRICHLET. Pour une coque avec fron-
tiere et des conditions homogenes de type Dirichlet, les résultats sont ana-
logues et se démontrent de la méme facon que pour le Théoreme 7 en utilisant
I'inégalité de Poincaré globale du Théoreme 5.

THEOREME 8. Soit h > 0 tel que spécifié au Lemme 6 et h, 0 < h < h. Il
existe une solution unique (é,é) € Vo a Uéquation variationnelle : pour tout

(e,ﬁ) €V
<A(é7£)v (€’€)>V + <B(f7 m), (€7£)>y = 0. (68)

Les mémes résultats demeurent vrais pour lespace V., lorsque w est connexe
et vo C v est de (N — 1)-capacité non nulle.

Il est important de remarquer qu’il n’y a pas de condition frontiere sur la
composante normale £, de £ dans Vg et V.

5.6. LE MODELE LINEAIRE DYNAMIQUE

5.6.1. L’ENERGIE CINETIQUE. Pour obtenir le modele linéaire dynamique,
on suppose que la transformation C' de la loi de comportement est symétrique
et que les fonctions vectorielles V' (z,t), e(x,t), et {(x,t) dependent du temps
t. Etant données V', ¢’, et ¢ les dérivées par rapport au temps ¢, énergie
cinétique est donnée par ’expression

1 1
K = —p|v’|2da;:/ Sple op+ bl op|?da
S (w) 2 Sn(w) 2 (69)
1
- §f0/%(h)le’|2 + ay(h)2¢" - ' 4 ay(h)| ('] dT,

ol p est la densité volumique du matériau. On définit M: H — H' :

(M(e,0), (.0),, E p [ ao(h)e-e+ ar(h)e- T+e- (] + az(h)(-Tdl.

w
(70)
Pour k > 0 suffisamment petit, M est symétrique, positif et inversible.
5.6.2. LE MODELE DYNAMIQUE. On identifie les éléments du dual ' de H

avec ceux de H, on note par A: H' — H l'isomorphisme canonique corres-
pondant et 'on définit les opérateurs linéaires bornés

M=AM:H—=H, B=AB:U—=H, (71)

Pour h > 0 suffisamment petit, M est un opérateur linéaire, inversible,
continu et symétrique. Un point stationnaire (e, () de I’énergie totale P 4
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W — K vérifie 'équation dynamique du second ordre
i ([0 L), + G LT [0, + (o i) D), - .

pour tout (¢,7) € V. Les théoremes habituels d’existence et d’unicité
s’appliquent alors (cf. [59], Thm 1.1 et Rem. 1.3, p. 294]).

THEOREME 9. Supposons que les Hypotheses 3.1 et 3.2 soient vérifiées avec
C' symétrique. Soit 0 < h < h, pour h > 0 tel que spécifié au Lemme 6.

(i) (Coque sans frontiere ou conditions homogenes de Neumann) I existe
une solution unique

(e, 6) € C1(0, 71 ) A C ([0, 7] V) (73)
a Uéquation (72) vérifiant les conditions initiales
(€(0),£(0)) = (e, lo) dans V, (€'(0),0(0)) = (e1,(1) dans H. (74)
(i) (Conditions homogenes de Dirichlet) Il existe une solution unique
(e,0) € CH([0,T]; H) N C([0,T7; Vo) (75)
a Uéquation (72) vérifiant les conditions initiales
(€(0),£(0)) = (eo, lo) dans Vo, (€'(0),'(0)) = (e1,¢1) dans H.  (76)

Les mémes résultats sont vrais pour V., .

6. LE MODELE ASYMPTOTIQUE P(1,0)

Le modele P(1,0) correspond a I’équation variationnelle obtenue en ne
gardant que le coefficient de h dans la seconde expression (27) soit

/wc—lgO(v) .

(v)

[S))

°@) — f2-5°dl' =0, Vo, T,
(77)
{vl *n+n *vl} + er(vo).

N | —

Cela donne deux équations variationnelles pour v° et v?
/ {C_leo(v) X % {@1 “n + n*@l}} dl' =0, Vo',
/ {C_lso(v) coep(@) - f° -@0} dl' =0, vo°.

En décomposant les tenseurs en leur partie tangente et leur composante
normale le long de w, il vient

[C'%(v)]n =0 et / {[e7 @) el (@) = -5} ar =0, v,

w

oit 27 = POP. Pour la loi de comportement C'e = 2pue+ X trel

(O] = 20 [er(vo) m 5 ok 4 [\ trer(vn) + 2+ A) vh ]
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et la condition [C~'%(v)]n = 0 donne la composante normale et la partie
tangentielle de v! en fonction de v°

v, = U en = divy (v°)= [ H o2 + divp(vP) ]

n 2+ A T 2u+ A
vp = —2er(v?) n = =V (v2) + D?*b v (condition de Love-Kirchhoff).
(78)

La substitution de I’expression de v! dans

- P _ 20\
(O] = 2t () - of (0°) + 55 et (0°) tref ()

donne la seconde équation pour v%: pour tout T°

_ 20\
[C )P - R () = 2uel (0°) - - =R (7°) + Q;ﬁM tref (v0) tref (3°)

20\
/ 2uel (00 - eF (@) + Q,lel-/\ tref (v0) tref (70) — f0 -3 dl = 0.| (79)

C’est précisément 1’équation asymplotique de coques membranaires avec les
bons coefficients. Il est a noter que l’on obtient simultanément v° et v'.
L’existence de solutions (v, v?) dans H}(w)? x L*(w) & Iéquation (79)
a été étudiée dans [20] et Ciarlet et Lods [14] [17] ont établi I'unicité de la
solution sous ’hypothese d’ellipticité uniforme de la surface moyenne
v > 0 tel que V¢ e RY,  D?o(X)ér - &r > vlér|? (80)

Ceci veut dire que w est un domaine contenu dans la frontiere I' d’un sous-
ensemble strictement convexe de R,
On introduit les espaces quotients

VO kere?, VO = H'(w)N x L3 (w)V
kere? = {(v°,v") € V0: 200, 0') = 0}
pour la coque sans bords ou les conditions homogenes de Neumann et
VO [ kered V) = H, (@) x L2 ()N
kered = {(v°,v") € V) : 2% 0") = 0}
pour les conditions homogeénes de Dirichlet (méme chose pour Dirichlet sur

tout 4 en remplacant v par 7). Il est facile de vérifier que

kere® = {(v% 0" € HY (W)™ x L2 (w)V:

vl =0, vk = =2er (%) n, eF (v°) = 0},
0 _ f(n0 1 1 AN o 720 N .
keren = {(v",v") € H (w)" x L*(w)™ :
vl =0, vf = —2er (%0, £ (%) = 0}

et que puisque v' est donné explicitement en terme de v°, les éléments du
noyau sont compléetement caractérisés en terme du noyau de 5{3

kerefj = {vo € Hl(w)N: 5{3(@0) =0}
ket = = {10 € H2,(0)V: sE(9) = 0},

THEOREME 10. Sous les Hypothéses 3.1 et 3.2 soit w un domaine ouvert
borné de frontiére lipschitzienne ~v dans I
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(i) Etant donnée f° € L*(w)N vérifiant la condition
3e> 0,50, | [ 000 dr) < el f () e,
%

’équation variationnelle (77) posséde une solution unique (v°,v') dans
le complété E° de Uespace V°/ ker ° par rapport a la norme ||£°(v°, v!)||.

(ii) Soit o une partie vy de (N — 1)-capacité strictement positive (avec w
connexe siyo # 7). Etant donné O e L2(w)N tel que

e > 0, Vo0, |/f0 3040 < e [loE (@) |12 (0), (81)

léquation (77) admet une solution unique (v°,v') dans le complété ES,
de Uespace VS, [ kery, €0 par rapport @ la norme || (0%, v')]|.

7. CONVERGENCE DE P(1,1) VERS P(1,0)

On aura besoin du théoreme suivant.

THEOREME 11. Soit w un domaine ouvert borné dans I' vérifiant I’Hypo-
thése 3.2.

(i) On définit Uespace

H (Sh@)N & 1F e 12(Sh(w)N : DFVbe LA Sh(w)N).  (82)
L’application
Fes FoT : HY(Sy(w)N = HY(=h, h; L}(w)N) (83)

est une bijection linéaire continue.
(ii) L’application

Fs FoT : HY(Sp(w) = HY(=h, h; L*(@)N) N L2 (=h, h; H'(w)™)

est une bijection linéaire continue. De plus

of

(DFVb)oT:a—, (DF P)oT = Drf[I+ 2D (84)
z
DFoT:Z—‘i*n+Dpf[I—|—zD2b]_1: [Z—ﬁ*wrppf] [I+2D*]".

(85)
En fait
HYwx ] = h, b)Y = HY (=h, by LH(@)N) 0 L2 (=h, h; HY(w)N).  (86)
(iii) Etant donné F € HL(Sy(w))N et f = FoT Uapplication
Fs f(-,0) : HY(Sp(w)N = L)V (87)

est bien définie, linéaire et il existe une constante ¢, independante de
h, telle que lorsque h tend vers zéro

If = FCs O r2(wx =hnp) < R IDEVD]| 125, (88)
C
1£C5 0 z2w) < 375 U F N 2 (sp0)) + R ITDEVD] 125, ()] (89)

i
et pour tout V€ H(Sp(w)Y etv=VoT

1
F-V——f(0op-v(-,0)opdz
|Sh(w) ag(h) o T—1 0) 0) | (90)

< hFllpes,en IV (suen) + 1DV VBlIL2gs, )] -
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7.1. COQUE SANS FRONTIERE OU CONDITIONS DE NEUMANN

A la lumiere du Théoreme 11 on fait I’hypothese suivante.

HyroTuESE 7.1. 1l existe & > 0 et une constante ¢ = c(w) > 0 tel que
la fonction vectorielle F apppartienne a H}(S;(w))" et que pour tout h,
0<h<h,

VV € kere, / F-Vdx=0 (91)
Sp(w)
et pour tous (v°,v!) € HY(w)N x HY(w)N

1
s F.(voop—l—bvlop)dx|§0{/ 1200, o1 |2
h
+ A ||t (00, o1 |2 dF}2.

(92)

On définit f° %' FoT(-,0) € L2(w)N

La condition (91) est naturelle pour donner un sens aux solutions de
I’équation variationnelle (18) dans Iespace quotient H'(Sy(w))"/ kere dans
le cas de Neumann. Le cas de Dirichlet homogene utilise la méme condition
a la différence que la condition (19) sur le noyau disparait et que I’espace
quotient devient 'espace de Sobolev des fonctions vectorielles qui sont nulles
sur la partie vy de la frontiere. Pour V! = v o p+ bov! o p, on obtient un
membre de gauche de la forme

/ F-Vldx:Qh/F;?-vo—l-F;}-vldF
Sp(w)

w

o 1 (" of 1 [P
Od_th FonzetFldeh j.zFoTd:z.
—h

En particulier I’'Hypothese 7.1 est vérifiée pour I = g o p avec g € LQ(w)N
tel que

3¢ > 0, Ve € Hi(w)V, |/ g0 dr| < clltE () oy (93)

Dans ce cas

FO=ao(h) g et F} =@, (h) g, ot a;(h) & a;(h)/(2h).

LEMME 12. Supposons vérifiée I’Hypothése 7.1.

(i) Lorsque h > 0 tend vers zéro il existe ¢ > 0 tel que Y(v° vl) €
HY )N x HY (w)N

|/F,9 O F v dF|<c{/Hg (00, 01|12 4 A2 || (o0, ) [|2 T} 2

V(" v') € kere® Nkere!, /Fh ¥+ B otdl = 0.

(i) Pour tout (v°,v') € HY(w)N x L}(w)N
[ rfdry < ef [0t o P s

Y(v°, v') € kere?, / O -0%dl = 0.
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(iii) Lorsque h > 0 tend vers zéro
/(F;?—fo) P B otdl =0, V(00 v') € kere® Nkere!
et il existe ¢ > 0 tel que V(v°,v') € H Y (w)V x HY(w)V
[y e m et
< B Flly s (0 0 2 + N1t (0, 0 2}

Soit (v9,v}) la solution dans H*(w)™ x H!(w)"N modulo kere® Nkere! de
I’équation variationnelle

/Zazﬂ ) O lei (09, v)) - - £ (00, o) ZFh AL =0|  (94)

7]0 =0

pour tous (0%, v') € HY(w)V x H'(w)N. Par coercivité de C~! il existe
a > 0 tel que

1 .
o005 + 2 15} < 30 [ @iy () €l e dr
i,j=0"%
1
= [ Yo dr < e bl + 12 e
“4=0

pour £} def i (v, v}, et 2 def i (@°,wh). Alors lorsque h tend vers zéro
1% (s vz + B2 Nl (03 vi)llze = lleRl|Ze + B* llekllL < /.

Donc €%(v), v}) et he! (vh,v}lL) sont bornés dans L?. On peut montrer que

(v),vh) € (HYw)N x L*(w)N)/kere® et conclure que (v?,v}) est borné
puisque [|£(v?, v!)|| est une norme dans H'(w)" x L}(w)"/ kere®.
LEMME 13. L’injection
HY )N x HY ()N HY(w)N x L2 (w)N
kere® Nkerel ker g0

est continue et pour tout (v°,v!) € (HY(w)N x HY(w)N)/(kere® N kerel).

A la lumiére du Lemme 13 et du fait que £°(v?, v}l) et he'(v?,vl) sont

bornés, on a la convergence.

c EY

THEOREME 14. Sous les Hypothéses 3.1, 3.2 et 7.1 soit w un domaine ou-
vert borné dans I'. Lorsque h tend vers zéro, la solution

(v, v}) € (HY (W)Y x HY(w)Y)/(kere® Nkerel)
de Uéquation (94) du modele P(1,1) converge vers la solution
( ~0 Al) c EO

de Uéquation (77) du modéle asymptotique P(1,0) dans le sens suivant :
lorsque h tend vers zéro

/C (vp — 0% vf — o) - 0(vf — 0% vp — o) dl' — 0. (95)
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7.2. CONDITIONS DE DIRICHLET

Pour les conditions homogenes de Dirichlet 1’équation variationnelle (18)
en dimension N posséde une solution unique dans I'espace HI (Sh(w))™
pour tout F € L2(S,(w))Y. En vertu de I’équivalence des normes ceci est
équivalent & la condition : il existe ¢ = ¢(S,(w)) > 0 tel que

W oe HY (Sh(w)Y, |/S( )F-de| < ell=(V) |23, (w)-
hlW

On fait ’'Hypothese 7.1 et 'on procede comme dans le paragraphe précédent.
Evidemment le Lemme 12 et le Théoréme 11 demeurent vrais pour (v°, v!) €
HY (@)Y x H! (w)N. Soit (vf),v}) la solution dans HI (w)N x H! (w)V de
I’équation variationnelle

z:/aﬁ] {C Y vl - aw%#»}—ijﬁ-ﬁdF:O (96)

pour tout (v%v') € H! (w)V x H! (w)V. Par la méme technique que
précédemment on obtient aussi la convergence faible.

THEOREME 15. Sous les Hypothéses 3.1, 3.2 et 7.1 soit w un domaine ou-
vert borné de frontiére lipschizienne v dans I' (w conneze lorsque vo # 7).
Lorsque h tend vers zéro la solution

(vi,vp) € (HY, (W) x H, (@) /(kere® Nkerel)
de Uéquation (96) du modele P(1,1) converge vers la solution
(0° oY) € 5,
du modeéle asymptotique P(1,0) : pour tout (v°, ') € HL (w) x L*(w)V

/{C 8°,01) 0@, 7 — 0} dr =0, (97)

dans le sens sutvant : lorsque h tend vers zéro

/ 2(vp — 0% vf — o) - (vf — 0%, vf — 1) dl' — 0. (98)
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