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UNE M�ETHODE QUASI�NEWTON POUR LE CALCUL

D��ECOULEMENTS VISCO�ELASTIQUES�

THIERRY DUMONT�

Abstract� On pr�esente ici une m�ethode pour le calcul num�erique d��ec�
oulements de �uides visco�elastiques de type di��erentiel� Le syst�eme non
lin�eaire obtenu apr�es discr�etisation est r�esolu �a l�aide de la m�ethode gm�
res� Il en r�esulte une m�ethode �economique� Des r�esultats num�eriques
sont pr�esent�es� o�u l�on met particuli�erement l�accent sur l��etude des tour�
billons�

Mots�cl�es � Visco�elasticit�e� FENE�P� Oldroyd�B� PTT� GMRES�
Classi�cation math�ematique � ��N��� ��D��� ��M��	

�� Introduction

Le calcul num�erique d��ecoulements de �uides visco�elastiques pose plus�
ieurs probl�emes di�ciles� Si les premiers obstacles apparus 	 probl�emes
de compatibilit�e entre les discr�etisations des di
�erents champs� caract�ere
convectif des �equations de comportement	 sont maintenant bien compris�
ces calculs restent extr�emement co�uteux en temps machine et en espace
m�emoire� de part la forte non�lin�earit�e des probl�emes et parce qu�il faut
approcher � champs dont l�un 	celui des contraintes	 est forc�ement par�
ticuli�erement demandeur de place m�emoire� Ici� on a cherch�e syst�ematique�
ment des m�ethodes de discr�etisation peu encombrantes mais pr�ecises� et des
algorithmes performants mais simples �a implanter� Il en r�esulte un code de
calcul assez rapide qui devrait sans trop de probl�emes et sans surco�ut ex�
cessif s�adapter �a des mod�eles assez r�ealistes 
comme les mod�eles �a plusieurs
temps de relaxation par exemple��

L��etude des recirculations dans des domaines simples est� avec la compar�
aison entre les contraintes calcul�ees et celles mesur�ees un moyen important
de valider un mod�ele face �a la r�ealit�e exp�erimentale � ce sont les principaux
r�esultats num�eriques pr�esent�es ici�

�� Mod�eles Math�ematiques

Les inconnues sont u le champ des vitesses� p celui des pressions et T celui
des extra�contraintes�

On consid�ere tout d�abord les mod�eles classiques d�Oldroyd et de Phan�
Thien et Tanner 
P�T�T�� �

On note Du � �
�
ru � rut� le tenseur des vitesses de d�eformation�

B
�� u� � �ru�rut� �

Les deux mod�eles sont d�ecrits par les �equations 
�� �a 
�� �

Re
u�r�u� div T � grad p � � � 
��

r� u � � � 
��
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T � � � �
�� ��Du� 
��

La composante visco�elastique � des extracontraintes est solution de l��equa�
tion de comportement �

Y 
�� ��� � �

��

�t
� 
u�r�� �B
�� u��� ��Du � � � 
��

avec �

Y 
�� �� � � 
pour le mod�ele d�Oldroyd��

et

Y 
�� �� � exp
 ��
�
trace �� pour le mod�ele P�T�T� 
� � ��

Re � � est le nombre de Reynolds� en g�en�eral voisin de �� � � � un temps
de relaxation� � repr�esente la proportion de mat�eriau visco�elastique dans le
�uide 
� � � � ���

Pour les conditions aux limites� on impose u sur la fronti�ere � du domaine
� de l��ecoulement �� et on impose � sur �

�

� partie de � o�u le champ des
vitesses est rentrant dans ��

On consid�erera aussi le mod�ele FENE�P ��� � l��equation 
�� est remplac�ee
par �

� �
�f
traceA�

�
A� 
��

o�u A est donn�e par �

�A

�t
� 
u�r�A�B
A� u��� f
traceA�

A� I

�
� �� 
��

avec �

f
x� �
x

�� �x
� � �� 
��

Remarque �	 A l�aide de l��equation de comportement 
��
ou 
���
�� et 
���
on peut consid�erer � comme une fonction de u � � � �
u��
Alors 
�� 
�� 
�� donnent �

Re
u�r�u� �
�� ��r�Du�rp�r��
u� � � �
r� u � ��


��

C�est ce syst�eme non�lin�eaire qu�on va r�esoudre apr�es discr�etisation�

��eventuellement des conditions d��ecoulement �etabli en sortie 	voir page 
����
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�� Discr�etisation par �el�ements finis

Soient Uh� Ph�Th les espaces d�approximation pour u� p� � � La discr�etisa�
tion pose � types de probl�emes �

�� la compatibilit�e des champs � les approximations de u et de p doivent
v�eri�er la classique condition Inf�Sup du probl�eme de Stokes ��� �
d�autre part � et u doivent aussi v�eri�er une condition Inf�Sup ����
On peut donc pour prendre pour u et p n�importe quelle approxima�
tion admissible du probl�eme de Stokes� Pour � � il faut soit utiliser des
approximations continues �a grand nombre de degr�es de libert�e 
ce qui
est forc�ement tr�es co�uteux� soit choisir des espaces Uh et Th tels que

Th � DUh 
ce qui implique pratiquement une approximation discon�
tinue pour ������

�� le caract�ere convectif de l��equation de comportement impose l�utili�
sation d�une forme de d�ecentrement pour assurer la stabilit�e des solu�
tions�

Ici on a choisit une discr�etisation en �el�ements �nis triangulaires� avec pour
Uh des �el�ements �nis P	

� continus 
c�est l��el�ement P� auquel on a ajout�e
dans chaque triangle la bulle� �������
� et pour Ph des �elements �nis P�
discontinus ���� Pour Th nous avons utilis�e des �el�ements �nis P� discontinus
pour chaque composante du tenseur avec� pour l��equation de comportement�
la formulation de Lesaint�Raviart ��� �

Trouver � � Th tel que� pour tout �el�ement E du maillage �
Z
E


Y 
�� ��� � �

u�r�� � B
�� u��� ��Du� � S�

�

Z
�E
�

�� �u�nE�S � � �S � Th� 
 �

o�u �� � est le saut de � �a travers la fronti�ere �E de l��element� nE est la
normale unit�e sortante �a �E et �E

�

est la partie de �E o�u u�nE � �� Au
bord �

�

�les conditions aux limites sont introduites �a l�aide du saut �� ��

 � s�adapte imm�ediatement au mod�ele FENE�P�

La formulation variationnelle discr�ete des �equations 
���
�� et 
�� est clas�
sique �

Trouver u � Uh� p � Ph� u veri�ant les conditions aux limites tels que �

�
�� ��

Z
�
fDu � Dv � p r� vg�

Z
�
� rv � � �v � fUh� vj� � �g �


���

Z
�
q r� u � � �q � Ph� 
���


 ��
��� et 
��� d�e�nissent le probl�eme discr�etis�e�
En fonction de la taille h des �el�ements� l�erreur entre la solution calcul�ee et
la solution exacte v�eri�e 
c�f� ����� �

jju� uexactjjH�
��� � jp� pexactjL�
�� � j� � �exactjL�
��� � �
h��
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�� R�esolution des probl�emes discr�etis�es

D�apr�es la Remarque � le probl�eme discret s��ecrit comme un probl�eme
non�lin�eaire en u et p� Les di
�erentes m�ethodes de point �xe envisageables ne
convergent que pour des �uides tr�es peu �elastiques � la m�ethode de Newton
est extr�emement co�uteuse et di�cile �a implanter� Il semble plus int�eressant
d�utiliser une m�ethode Quasi�Newton comme la m�ethode gmres ����

���� GMRES en quelques mots

Soit F 
X� � � un syst�eme non lin�eaire� La m�ethode de Newton consiste
�a construire une suite X����Xn� Xn	� en r�esolvant �a chaque pas le syst�eme
DF 
Xn�
Xn �Xn	�� � F 
Xn��

Deux id�ees permettent de construire une m�ethode Quasi�Newton ��� �

�� r�esoudre approximativement le syst�eme pr�ec�edent en effectuant q it�era�
tions d�une m�ethode it�erative de type Krylov qui n�utilise que des pro�
duits matrice�vecteur 
la m�ethode du R�esidu Minimal G�en�eralis�e� gm

res� �

�� puisque seuls des produits matrice�vecteur sont n�ec�essaires� 
i�e� les
produits de la forme DF 
Xn��W �� on les approche par des di
�erences
�nies � DF 
Xn��W � �

h

F 
Xn � h�W �� F 
Xn�� � DhF 
Xn��W �

Il n�y a donc pas besoin de construire la matrice jacobienne et il su�t de
savoir �evaluer F �
Il faut stocker q � � vecteurs � fW�DFh
Xn��W� � � � � DFh
Xn�

q�Wg� Les
seules di�cult�es pratiques sont le choix de h et celui de q 
qu�on esp�ere
�evidemment pouvoir prendre petit����� La m�ethode peut �etre am�elior�ee pour
en faire une m�ethode de descente pour jjF 
X�jj� 
c�est la m�ethode utilis�ee
ici 
c�f� ������

���� L�Algorithme

D�e�nissons F et X pour notre probl�eme � suivant la Remarque �� on
choisit X � 
u� p��
L�id�ee consiste �a pr�econditionner 
�� par un probl�eme de Stokes �

Soit 
W�!� � Uh � Ph� W j� � � solution de �

�

Z
�
fDW � Dv � !grad � vg �

�
�� ��

Z
�
fDu � Dv � p grad �vg�

Z
�
�
u� gradv

�v � fUh� vj� � �g 
���

Z
�
q grad � W � � �q � Ph 
���

Il est imm�ediat que si W et ! sont tous deux nuls� alors 
u� p� �
u�� sont
solutions du probl�eme discret� On prend donc F � 
u� p� 	
 
W�!��

En pratique� il su�t donc de savoir calculer F 
u� p�� Pour cela� il faut �

�� Calculer � �a l�aide de 
�� 
ou 
���
�� et 
��� �
�� Calculer le second membre de 
��� �



UNE M�ETHODE QUASI�NEWTON ���

"Levre"N

1

"Coin"

Figure �	 Contraction N�� 
domaine de calcul 
longueur
totale ���� � le domaine r�eel est sym�etrique autour de l�axe
horizontal��

�� R�esoudre le probl�eme de Stokes 
����
����

������ Calcul de � 	 Dans le cas du �uide d�Oldroyd�B� l��equation de com�
portement 
 � est lin�eaire et on obtient un syst�eme lin�eaire de la forme

As � Ab� � � f � As 
form�ee de blocs diagonaux d�ordre ��� provient des
int�egrales de surface sur chaque �el�ement et Ab des int�egrales sur les fron�
ti�eres des �el�ements� Pour les autres mod�eles� As � As
�� est non lin�eaire�
On utilise une relaxation par blocs 
lin�eaire ou non lin�eaire selon le mod�ele�
�a l�aide des blocs de As en balayant les �el�ements � Pour les mod�eles P�T�T ou
FENE�P� il faut r�esoudre les syst�emes par la m�ethode de Newton sur chaque
�el�ement� Une renum�erotation des �el�ements permet d�obtenir la convergence
en un tr�es petit nombre d�it�erations ����

Remarque �	 La m�ethode GMRES a �et�e utilis�ee par A� Fortin et ses col�
laborateurs ��� � �� tout d�abord en l�appliquant au syst�eme complet d��e�
quations� puis en �eliminant u et p � l��elimination de � propos�ee ici devrait
permettre de r�esoudre des probl�emes �a plusieurs temps de relaxation sans
augmentation de la taille m�emoire n�ec�essaire�

�� Simulations num�eriques

Sauf mention contraire� les simulations ont �et�e r�ealis�ees avec Re � � et
� � �	 �

On a consid�er�e des �ecoulements dans des contractions N�� 
voir �gure ���
Le nombre de Weisenberg We est d�e�nit comme We � � "
 o�u "
 est le

taux de cisaillement mesur�e �a la fronti�ere de la partie aval� dans l��ecoulement
�etabli� La composante verticale de u est �x�ee �a � sur l�axe de sym�etrie
horizontal et �a la sortie� En entr�ee� les vitesses et les contraintes sont celle
d�un �ecoulement de Poiseuille� En sortie� le tenseur de Cauchy � � �pId�T
v�eri�e 
��n��n � � 
conditions d��ecoulement �etabli��

���� Nombre de Weissenberg maximum

Pour le mod�ele d�Oldroyd 
�gure ��� il se situe autour deWe � �� dans les
contractions ���� ��� et ����� Il s�av�ere impossible d�am�eliorer cette limite
en ra�nant le maillage et� en fait� la limite diminue quand la taille des
�el�ements d�ecroit� La perte de convergence se manifeste par l�apparition de
fortes oscillations en � au voisinage du coin r�eentrant� Avec les mod�ele
P�T�T� et FENE�P 
� � ������ on ne rencontre pas de telles limitations et
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on obtient des r�esultats stables jusqu��a We � ��� Il semble qu�on peut
am�eliorer ce r�esultat en allongeant le tube sortant et le nombre d��el�ements�

Figure �	 Mod�ele d�Oldroyd� contraction ���� We���
Coupes horizontales de ������� et ��
 vers le coin r�eentrant

de 
x����y��� �a 
x���y���� le coin r�eentrant �etant en 
�����

���� Tourbillons

������ Mod
ele d�Oldroyd	 Le tourbillon de coin est peu modi��e par rap�
port au �uide Newtonien � un tourbillon de l�evre apparait dans la contraction
��� quand We � �� Ce tourbillon d�ecroit dans les contractions ��� et �����
Ceci conforte les arguments de Rallison et Hynch ���� ainsi que les exp�eri�
ences num�eriques de Keiller ��� qui montrent qu�il ne doit pas y avoir de
tourbillon dans le cas d�un �uide s��ecoulant dans un puits�

������ Mod
ele P	T	T		 Avec � � ���� un tourbillon de l�evre apparait d�es
que We � �� Les � tourbillons croissent avec We et� �a partir de We � ���
la fonction courant ne poss�ede plus qu�un maximum et le m�elange des �
tourbillons est complet 
�gure ���

L�intensit�e des tourbillons 
maximum de j�j� � est la fonction courant�
en fonction de We est r�esum�ee dans le tableau suivant �

We L�evre Coin
� ��� ���� ��� ����

� ��� ���� ���� ����

� ��� ���� ��� ����

�� ��� ���
 � ����

We intensit�e
�� ��� ���


�� ��� ���


�� �� ���


Dans la contraction ����� les � tourbillons ne se m�elangent �evidemment
pas� Le tourbillon de l�evre croit avec We �
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We Intensit�e du tourbillon de l�evre
� ��� ����

� ��� ����

� ��� ����

�� ��� ����

�� ��� ����

Figure �	 Mod�ele P�T�T�� contraction ���� We��������� et ��

������ Mod
ele FENE
P	 Les calculs dans une contraction ���� montrent
des recirculations tr�es voisines de celles qu�a obtenu Keiller ��� dans un
domaine non born�e de fronti�ere r�eguli�ere� avec apparition d�un tourbillon de
l�evre qui croit avec We 
�gure �� �

We Intensit�e du tourbillon de l�evre
� ��� ����

� ��� ����

�� ��� ����

Figure �	 Mod�ele FENE�P� contraction ���� We���� et ��
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������ Prise en compte de l�inertie	 Si Re 
 � les e
ets les plus visibles
concernent l�intensit�e des tourbillons et la chute de pression� Les r�esultats ci�
dessous concernent le �uide de type P�T�T� dans la contraction ��� 
� � �����
� � �	 ��

Les tourbillons � on observe une r�eduction de la taille et de l�intensit�e
des tourbillons de coin et de l�evre quand Re croit 
voir �egalement la �gure
�� �

We�� We���
Coin L�evre Coin L�evre

Re�� �������
 �� ����� ������
 ��������

Re����� �������
 �������� �������
 ������


Re���� �������
 ��� ���� �������
 �������


Re�� �������� �������� ��� ���� ��������

Figure �	 Intensit�e des tourbillons mod�ele PTT� ���� 
max� j�j�

Figure �	 Mod�ele P�T�T� � in�uence de l�inertie 
Re� ��� et ��
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La chute de pression �

Suivant Keiller ���� on d�e�nit une chute de pression normalis�ee comme
la di
�erence entre la chute de pression mesur�ee dans le domaine et celle
obtenue pour un �uide Newtonien� divis�ee par la chute de pression par unit�e
de longueur dans le canal sortant pour un �uide Newtonien�

On observe une diminution de cette quantit�e quand Re augmente� mais
c�est un ph�enom�ene bien moins important que la chute due �a la visco�elasti�
cit�e �

Chute de pression normalis�ee
Re We � � We � ��
� ��� �����

���� ��� �����
��� ���� �����
� ���� ����

������ quelques donn�ees concernant les exp�erimentations num�e


riques	

� Tous les calculs ont �et�e e
ectu�es avec un maillage d�environ ���� �el�e�
ments pour un total de ���� n#uds� ce qui donne ����� inconnues pour
les contraintes� mais seulement ����� pour chaque vecteur de gmres �
l��elimination de � est donc tr�es �economique du point de vue m�emoire�

� La taille q de l�espace de Krylov a �et�e choisie entre �� et �� avec une
valeur d�autant plus grande que We est grand�

� Le choix du param�etre h pour le calcul de d�eriv�ees approch�ees n�est pas
tr�es critique � on a pris h � CjjX jj 
norme dans Rn � avec C entre ����

et ���� sans modi�cation sensible des performances de l�algorithme�
� A chaque pas� le plus co�uteux en temps cpu est le calcul de � � En com�
paraison� la r�esolution des probl�emes de Stokes 	qui ont des matrices
constantes$ est n�egligeable�

� Tous les calculs ont �et�e e
ectu�es sur un calculateur HP��� avec �� mo
de m�emoire� Le temps cpu n�ec�essaire pour ateindre We � �� est le
l�ordre de � heures avec le mod�ele P�T�T��

�� Conclusion

L�apport principal de cette m�ethode semble bien �etre l��economie de moy�
ens informatiques qu�elle permet�
En ce qui concerne le mod�ele d�Oldroyd� les limites en nombre de Weis�
senberg n�ont pas pu �etre repouss�ees et la d�ecroissance du nombre de Weis�
senberg limite avec la taille des �el�ements sugg�ere que la solution 	si elle
existe dans la contraction ���	 n�est pas su�samment r�eguli�ere pour �etre
approch�ee par des �el�ements �nis�
La g�en�eralisation �a d�autres lois di
�erentielles ne poserait pas de probl�eme
et la m�ethode serait sans doute int�eressante pour des probl�emes �a plusieurs
temps de relaxation�
En dimension �� la m�ethode Quasi�Newton serait surement avantageuse� �a
condition bien sur de pouvoir utiliser des discr�etisations encore beaucoup
moins co�uteuses�
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