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M�ETHODES DUALES�HYBRIDES POUR LES �EQUATIONS

DE L��ELASTICIT�E LIN�EAIRE� UNE APPROCHE UNIFI�EE

MOHAMED FARHLOUL ET MICHEL FORTIN

Abstract� R�esum�e� On pr�esente une approche uni��ee pour la con�
struction d��el�ements �nis bas�ee sur une formulation duale�hybride des
�equations de l��elasticit�e lin�eaire� Dans cette formulation le tenseur des
contraintes est pris en consid�eration mais sa sym�etrie est relax�ee par
un multiplicateur de Lagrange qui n�est autre que le rotationnel du d�e�
placement� Cette construction est reli�ee �a l�approximation du probl�eme
de Stokes en variables primitives et elle conduit �a une nouvelle interpr�e�
tation de certains �el�ements �nis bien connus et �a de nouveaux �el�ements
�nis� De plus� toutes les estimations d�erreurs sont valides dans le cas
limite incompressible et par cons�equent tous ces �el�ements �nis sont ap�
plicables au probl�eme de Stokes�

Mots�cl�es � formulation duale�hybride� formulation �equilibre� �el�ements �nis
mixtes� �elasticit�e lin�eaire�
Classi�cation math�ematique � ��N�� primary� ��V�� secondary�

�� Introduction

Le probl�eme de l�approximation du tenseur des contraintes dans les �equa�
tions de l��elasticit�e lin�eaire a �et�e soulev�e par plusieurs auteurs ces derni�eres
ann�ees� La di�cult�e r�eside essentiellement dans la sym�etrie de ce tenseur�
A�n d�	etre plus pr�ecis� rappelons les �equations de l��elasticit�e lin�eaire 
 Trou�
ver le d�eplacement u � �u�� u�
 tel que

��
�

�div �����u
 � �tr���u

�
 � f dans ��

u � � sur ��
��


o�u � est un ouvert born�e de IR� de fronti�ere �� f est une densit�e volumique
de forces donn�ee� � � � et � � � sont les coe�cients de Lam�e� ��u
 est le
tenseur des d�eformations donn�e par

���u

ij �
�

�
�
�ui
�xj

�
�uj
�xi


� i� j � �� ��

� est le tenseur identit�e et pour un tenseur � � ��ij
��i�j��� tr��
 �
��� � ��� �i�e�� la trace du tenseur �
�

�div �
i �
�X

j��

��ij
�xj

� i � �� �	

Le but de cet article est de pr�esenter une approche uni��ee pour la con�
struction d��el�ements �nis qui est bas�ee sur une formulation hybride�duale
du probl�eme ��
� De telle formulation provient du fait que le probl�eme ��

peut 	etre r�e�ecrit comme suit
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����������
���������

div �
 � p �
 � f � � dans ��

�
� p � div u � � dans ��


 � �� ��u
 � � dans ��

u � � sur �	

��


Notre construction sera bas�ee sur un r�esultat bien connu
 la construction
d�un tenseur sym�etrique �a divergence nulle peut 	etre ramen�ee �a celle d�un
vecteur �a divergence nulle� En e�et� soit


 �

�
�
�� 
��


�� 
��

�
A

satisfaisant div 
 � �� Nous pouvons �ecrire


 �

�
B�

���
�x�

����
�x�

���
�x�

����
�x�

�
CA

et la sym�etrie implique

���
�x�

�
���
�x�

� � 	

De plus 
 � �H�div � �

� implique � � �H���

�� En e�et� soit S une

interface entre �� et ��� On a donc �
 n
i � ��i
�t � i � �� �� et la continuit�e

de la trace normale du tenseur des contraintes est �equivalente �a celle de la
d�eriv�ee tangentielle de �� Mais maintenant� construire des approximations
d�une fonction dans H� �a divergence nulle est un probl�eme bien connu qui
a �et�e largement �etudi�e pour l�approximation du probl�eme de Stokes et de
Navier�Stokes et il existe tout un catalogue de telles approximations� Notre
intention est d�exploiter ce catalogue dans le but d�obtenir de nouveaux
r�esultats ou de simpli�er consid�erablement ceux existants dans la litt�erature�

Pour nous amener au cas o�u div 
 � �� nous introduisons une formula�
tion hybride�duale de ��
 qui est bas�ee sur la dualisation de la contrainte
de sym�etrie et la continuit�e de la trace normale du tenseur 
� p � �a travers
les inter�el�ements de la triangulation de �� Nous pr�esenterons une approche
uni��ee pour construire des �el�ements �nis qui est bas�ee sur de telle formu�
lation� c�est le r�esultat principal de cet article� Nous notons aussi que par
cette approche nous obtenons des nouveaux �el�ements �nis pour lesquels des
estimations d�erreurs optimales seront donn�ees�

Mentionnons que toutes les estimations� qui seront d�eduites pour tous les
�el�ements �nis �etudi�es par la suite pour le probl�eme de l��elasticit�e lin�eaire�
sont ind�ependantes du coe�cient �� Par cons�equent tous ces �el�ements �nis
sont applicables au probl�eme de Stokes� En e�et� les �equations de Stokes
peuvent 	etre formul�ees comme suit
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������
�����

�� � div ��u
 �rp � f dans ��

div u � � dans ��

u � � sur ��

��


o�u u � �u�� u�
 est le champ de vitesse� p est la pression et � � � est la
viscosit�e� En introduisant 
 � ����u
 comme variable auxiliaire� le probl�eme
��
 peut 	etre �ecrit sous la forme

����������
���������

div �
 � p �
 � f � � dans ��

div u � � dans ��


 � � � ��u
 � � dans ��

u � � sur �	

��


Alors le probl�eme de Stokes peut 	etre consid�er�e comme une limite du
probl�eme de l��elasticit�e ��
 lorsque �� ���

�� Une m�ethode variationnelle duale�hybride

Soit Th une triangulation de � form�ee de triangles K �� est suppos�ee
polygonale
� Si v est une fonction d�e�nie sur �� vK d�esignera sa restriction
�a l��el�ement K� Soit p un nombre r�eel et q son conjugu�e tel que �
� � p � ��
Nous d�e�nissons les espaces suivants


� �
�
��� q
 � �Lq��

	 � �Lq��
� L�
��

 �

��K � qK �
 � �Wq�div �K

� �K � Th
	 ��


� �
�
� �

Q
K�Th

W ��q�p��K
� �K� � �K� sur �K� � �K��

�K�� K� � Th � �
K � � sur �K � �� �K � Th

	 ��


M � �Lq��

� � ��
� � Lq��
 ��


o�u

Wq�div �K
 � fv � �Lq�K

�� div v � Lq�K
g�

L�
��
 � fq � L���
�

Z
�
q dx � �g

et W ��q�p��K
 est l�espace des traces sur la fronti�ere de K des fonctions
de W ��p�K
�

Pour un tenseur � � ��ij
��i�j��� on d�e�nit sa trace normale par � n �
��� 	 n� �� 	 n
� o�u �i � ��i�� �i�
� i� �� � et n d�esigne la normale unitaire �a
� dirig�ee vers l�ext�erieur de �� Les composantes normale et tangentielle�
�nn et �nt� du vecteur � n� sont donn�ees par �nn � � n 	 n et �nt � � n 	 t�
o�u t d�esigne la tangente unitaire �a �� Nous introduisons aussi les formes
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bilin�eaires continues a�	� 	
 et b�	� 	
 d�e�nies respectivement sur ���� ��M �
donn�ees par

a��
� p
� ��� q

 �
�

��

Z
�

 
 � dx �

�

�

Z
�
p q dx � ��


������
�����

b���� q
� �v� �n� �t� �

 �
P

K�Th

R
K div �� � q �
 	 v dx

�
P

K�Th

R
�K�� � q �
nn �n ds

�
P

K�Th

R
�K �nt �t ds �

R
� as��
 � dx

��


o�u 
 
 � �
P�

i�j�� 
ij �ij et as��
 � ��� � ����

La formulation duale�hybride des �equations d��elasticit�e ��
 est donn�ee par

Trouver �
� p
 � � et �u� �n� �t� �
 �M tels que

��
�

a��
� p
� ��� q

 � b���� q
� �u� �n� �t� �

 � � ���� q
 � �

b��
� p
� �v� �n� �t� �

 � �f� v
 � � ��v� �n� �t� �
 �M
���


o�u �f� v
 �
R
� f 	 v dx�

Mentionnons que si la solution u du probl�eme d��elsticit�e ��
 satisfait p �
�� div u � Lq��
 � L�
��
 et �
 � p �
 � �Wq�div � �

�� o�u 
 � �� ��u
�
alors �voir �� 
 ��
� p
� �u� u 	n� u 	 t� ��rotu

 est l�unique solution de ���
� o�u
rotu � �u�
�x� � �u�
�x��

Dans le but de donner une approche uni��ee de la construction d��el�ements
�nis mixtes pour le probl�eme ���
� nous donnons une formulation �equilibre
qui est �equivalente �a la formulation ���
�

Soit �f la vari�et�e a�ne d�e�nie par

�f � f��� q
 � � � div ��K � qK �
 � fK � � dans K � �K � Thg � ���


�
 son sous�espace associ�e et X � ��
� � Lq��
� o�u � est d�e�ni par ��
�
Nous introduisons la forme bilin�eaire continue b��	� 	
 d�e�nie sur � � X et
donn�ee par

��
�

b����� q
� ��n� �t� �

 � �
P

K�Th

R
�K�� � q �
nn �n ds

�
P

K�Th

R
�K �nt �t ds �

R
� as��
 � dx 	

���


La formulation �equilibre est d�e�nie comme suit 
 Trouver �
� p
 � �f et
��n� �t� �
 � X tels que

��
�

a��
� p
� ��� q

 � b����� q
� ��n� �t� �

 � � ���� q
 � �


b���
� p
� ��n� �t� �

 � � ���n� �t� �
 � X 	
���


La construction d��el�ements �nis pour le probl�eme ���
 est bas�ee sur l�id�ee
principale suivante
 Soit �b
� bp
 un �el�ement arbitraire de �f � on peut �ecrire

� p � � �

� p
 �
 � �b
� bp �
 avec div �

� p
 �
 � � sur chaque K � Th�
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Maintenant� en �ecrivant 

 � p
 � � �

�� 



�
� on a div 

i � �� i � �� �� sur

chaque K � Th� Alors� il existe ���� ��
 tels que 
i � rot�i� i � �� �� i�e��



 � p
 � �

�
B�

���
�x�

����
�x�

���
�x�

����
�x�

�
CA

D�autre part� puisque
R
� as�




 � dx � � pour tout � � Lq��
 �en prenant
en consid�eration que le choix de b
 est fait de telle sorte que

R
� as�b

 � dx � �

pour tout � � Lq��

� on a
R
� div� � dx � � pour tout � � Lq��
� o�u

� � ���� ��
� Donc� la construction de l�approximation du tenseur 
 sera
donn�ee par celle du vecteur � telle que

R
� div � � dx � �� ce qui est reli�ee

�a l�approximation du probl�eme de Stokes en variables primitives� i�e�� le
probl�eme ��
� Plus pr�ecisement� l�espace d�approximation pour la vitesse�
respectivement pour la pression� donnera celui pour �� respectivement pour
��

Puisqu�il y a plusieurs exemples de discr�etisations stables du probl�eme de
Stokes en variables primitives �voir Girault et Raviart �� et Brezzi et Fortin
�� 
� nous donnerons quelques uns correspondants pour le probl�eme ���
 et
aussi pour le probl�eme ���
�

�� Discr�etisation

Soit �h 
 �� Wh 
 �Lq��

�� �h 
 � et Qh 
 Lq��
 des espaces
de dimension �nie �on suppose que �h contient les tenseurs constants
� et
posons Mh � Wh � ��h
��Qh� Alors� le probl�eme ���
 est discr�etis�e par le
suivant
 Trouver �
h� ph
 � �h et �uh� �nh� �th� �h
 �Mh tels que

������
�����

a��
h� ph
� ��h� qh

 � b���h� qh
� �uh� �nh� �th� �h

 � �
���h� qh
 � �h �

b��
h� ph
� �vh� �nh� �th� �h

 � �f� vh
 � �
��vh� �nh� �th� �h
 �Mh 	

���


Le probl�eme discret de ���
 est comme suit
 Trouver �
h� ph
 � �f
h et

��nh� �th� �h
 � Xh tels que

������
�����

a��
h� ph
� ��h� qh

 � b����h� qh
� ��nh� �th� �h

 � �
���h� qh
 � �


h �

b���
h� ph
� ��nh� �th� �h

 � �
���nh� �th� �h
 � Xh �

���


o�u �

h 
 �
� Xh � ��h
� � Qh 
 X sont des espaces de dimension

�nie et �f
h � �b
h� bph
 � �


h� Le tenseur �b
h� bph
 est un �el�ement de � tel

que div �b
Kh � bpKh �
 � fKh � � sur chaque K� fh �etant une interpolation
appropri�ee de f �nous r�ef�erons �a �� et ��� pour de telle construction
�

Avant de donner quelques exemples des espaces �h� Mh et �

h� nous allons

tout d�abord donner un r�esultat abstrait �voir �� pour la preuve
� concernant
la condition inf�sup� sous les deux hypoth�eses suivantes




�� MOHAMED FARHLOUL ET MICHEL FORTIN

�H�




Soit wh � Wh donn�e	 Alors� il existe b�h � �Wq�div � �

� tel que
�b�h� �
 � �h� div b�h � wh dans � et jjb�hjj
�� � C jjwhjj
���

o�u C est une constante ind�ependante de h�

�H�


��
�

Il existe un espace de dimension �nie Vh 
 �H�

��

� tel que

la discr�etisation du probl�eme de Stokes ��
 par �Vh� Qh
 est stable
et rotVh 
 �


h�

o�u rotVh � f�rotv�� rotv�
� �v�� v�
 � Vhg�

Proposition �� Sous les hypoth�eses �H�
 et �H�
� il existe une constante

C ind�ependante de h telle que

sup��h�qh
��h

b���h�qh
��vh��nh��th��h


jj��h�qh
jje�

� C�jjvhjj
�� � jj�hjj
��


��vh� �nh� �th� �h
 �Mh

���


o�u jj��h� qh
jj
e� � �jj�hjj

�

�� � jjqhjj

�

��
����

Gr	ace �a la condition inf�sup ���
� l�analyse des �el�ements �nis que nous
allons introduire pour le probl�eme ���
 �et par cons�equent pour le probl�eme
���

 est similaire �a celle donn�ee dans �� � La seule partie que nous devons
v�eri�er� pour obtenir des estimations d�erreurs optimales ind�ependantes du
coe�cient �� est le r�esultat suivant�

Proposition 	� Il existe une constante �� ind�ependante de h et de �� telle
que

a���h� qh
� ��h� qh

 � � jj��h� qh
jj
e� � ���h� qh
 � Zh � ���


o�u

Zh � f��h� qh
 � �h � b���h� qh
� �vh� �nh� �th� �h

 � � �
��vh� �nh� �th� �h
 �Mhg	

La preuve de ce dernier r�esultat� pour tous les �el�ements �nis que nous
allons pr�esenter� est la m	eme que celle de la Proposition ��� dans �� �

Nous sommes maintenant en position de pr�esenter quelques �el�ements �nis
pour le probl�eme ���
� aussi pour le probl�eme ���
� Auparavant� pr�ecisons
quelques notations� Nous notons par Pk�K
 l�espace des polyn	omes de degr�e
inf�erieur ou �egal �a k� L�espace RTk�K
 est donn�e par

RTk�K
 � �Pk�K

� � xPk�K


o�u x � �x�� x�
� qui n�est autre que l��el�ement �ni de Raviart�Thomas
d�ordre k �voir ��� 
� Nous d�e�nissons aussi

Rk��K
 � f� � � � L���K
 � �je � Pk�e
 �e � �Kg 	

Finalement� nous notons par bK la !fonction bulle! d�e�nie par

bK�x
 � ���x
���x
���x
 �

o�u ��� ��� �� sont les coordonn�ees barycentriques dans K�
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Mentionnons que� pour tous les �el�ements �nis que nous allons pr�esenter�
les hypoth�eses �H�
 et �H�
 sont satisfaites par construction�

Exemple �� Notre premier exemple est de consid�erer une approximation
classique du probl�eme de Stokes par ce qu�on appelle le !Mini��el�ement!
�voir �� 
� i�e�� la vitesse� respectivement la pression� est approxim�ee par
�P��K
� bK
� continue� respectivement P��K
 continue� Alors� les espaces
�

h et Xh correspondants sont donn�es par

�

h � f ��� q
 � �� qK � P
�K
�

�K � qK� � �rot �w� � ��bK
� rot �w� � ��bK

�
�w�� w�
 � �P��K

�� ���� ��
 � �P
�K

�� �K � Thg �

���


Xh � f��n� �t� �
 � X � ��Kn � �
K
t 
 � �R
��K

�� � � C
��
�

�K � P��K
� �K � Thg 	
���


Puisque �rot bK
 	n � � sur chaque c	ot�e de K� on peut �ecrire �K�qK � �
�rotw�� rotw�
 � ��� rot bK � �� rot bK
 et donc seulement la premi�ere partie
de ce tenseur qui sera modi��ee pour obtenir l�approximation correspondante
pour le probl�eme ���
� Plus pr�esisement� nous avons

�h � f ��� q
 � �� qK � P
�K
�
�K � qK� � �RT
�K

� � ���rot bK� ��rot bK
�

���� ��
 � �P
�K

�� �K � Thg �
���


Mh � f�v� �n� �t� �
 �M � vK � �P
�K

� � ��Kn � �
K
t 
 � �R
��K

��

� � C
��
� �K � P��K
� �K � Thg 	
���


Comme degr�es de libert�e pour cet �el�ement �ni� nous avons

������
�����

R
K p p
 dx � �p
 � P
�K
 �

R
�K�
 � p �
n 	 p
 ds � �p
 � �R
��K

� �

R
� as�

 p� dx � �p� � C
��
� p�jK � P��K
� �K � Th �����������
���������

R
K u 	 p
 dx � �p
 � �P
�K

� �

R
�K �n p
 ds � �p
 � R
��K
 �

R
�K �t p
 ds � �p
 � R
��K
 �

� � f� � C
��
� �jK � P��K
� �K � Thg 	

Cet �el�ement �ni n�est autre que l��el�ement PEERS d�Arnold�Brezzi� Dou�
glas �� avec relaxation de la continuit�e de la trace normale de �� � q�
n �a
travers les inter�el�ements de la triangulation de �� L�analyse de cet �el�ement
�ni et les estimations d�erreurs optimales �O�h

 pour le tenseur 
 et le
d�eplacement u sont donn�ees dans �� et aussi dans ��� � Pour obtenir des
estimations d�erreurs optimales pour les multiplicateurs de Lagrange �n et
�t on peut suivre la proc�edure donn�ee dans �� �
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Remarque 
� Pour ce premier exemple� �H�
 est une cons�equence du fait
que pour tout wh � fv � �Lq��

�� vK � �P
�K

�� �K � Thg� il existeb�h � �Wq�div � �

� tel que b�Kh � �RT
�K

� pour tout K � Th� div b�h � wh

dans �� et jjb�hjj
�� � Cjjwhjj
��� Tandis que �H�
 n�est autre que la stabilit�e
de l�approximation du probl�eme de Stokes ��
 par le !Mini��el�ement!� Alors�
en utilisant la Proposition �� nous obtenons une preuve simple de la stabilit�e
de l��el�ement PEERS�

Exemple �� Cet exemple concerne l�approximation de ��
 par l��el�ement de
Hood�Taylor �� � i�e�� la vitesse� respectivement la pression� est approxim�ee
par �P��K

� continue� respectivement P��K
 continue� Les espaces �


h et
Xh correspondants pour le probl�eme ���
 sont donn�es par

�

h � f ��� q
 � �� qK � P��K
� �K � qK� � �rotw�� rotw�
�

�w�� w�
 � �P��K

�� �K � Thg �
���


Xh � f��n� �t� �
 � X � ��Kn � �
K
t 
 � �R���K

�� � � C
��
�

�K � P��K
� �K � Thg 	
���


L��el�ement �ni correspondant �a ce dernier pour le probl�eme ���
 est donn�e
par

�h � f��� q
 � �� qK � P��K
� �K � qK� � �RT��K

�� �K � Thg �
���


Mh � f�v� �n� �t� �
 �M � vK � �P��K

� � ��Kn � �
K
t 
 � �R���K

��

� � C
��
� �K � P��K
� �K � Thg 	
���


Les degr�es de libert�e pour l��el�ement �ni ���
����
 sont������
�����

R
K p p� dx � �p� � P��K
 �

R
�K�
 � p �
n 	 p� ds � �p� � �R���K

� �

R
��
 � p �
 
 p
 dx � �p
 � �P
�K

	 �����������

���������

R
K u 	 p� dx � �p� � �P��K

� �

R
�K �n p� ds � �p� � R���K
 �

R
�K �t p� ds � �p� � R���K
 �

� � f� � C
��
� �jK � P��K
� �K � Thg 	

En suivant la proc�edure dans �� � nous optenons des estimations d�erreurs
optimales �O�h�

 pour ces deux derniers �el�ements �nis�

Exemple �� Maintenant� consid�erons l�approximation de ��
 par l��el�ement
de Crouzeix�Raviart �� � i�e�� la vitesse� respectivement la pression� est ap�
proxim�ee par �P��K
 � bK
� continue� respectivement P��K
 discontinue�
Les espaces �


h et Xh correspondants sont donn�es par



M�ETHODES DUALES�HYBRIDES POUR L��ELASTICIT�E LIN�EAIRE ��

�

h � f ��� q
 � �� qK � P��K
�

�K � qK� � �rot �w� � ��bK
� rot �w� � ��bK

�
�w�� w�
 � �P��K

�� ���� ��
 � �P
�K

�� �K � Thg �

���


Xh � f��n� �t� �
 � X � ��Kn � �
K
t 
 � �R���K

�� �K � P��K
� �K � Thg 	

���


Cet �el�ement �ni n�est autre que celui du plus bas degr�e d�Amara�Thomas
�� qui converge en O�h�
�

L��el�ement �ni correspondant pour le probl�eme ���
 est donn�e par

�h � f ��� q
 � �� qK � P��K
�
�K � qK� � �RT��K

� � ���rot bK� ��rot bK
�

���� ��
 � �P
�K

�� �K � Thg �
���


Mh � f�v� �n� �t� �
 �M � vK � �P��K

� � ��Kn � �
K
t 
 � �R���K

��

�K � P��K
� �K � Thg 	
���


Les degr�es de libert�e pour cet �el�ement �ni sont����������
���������

R
K p p� dx � �p� � P��K
 �

R
�K�
 � p �
n 	 p� ds � �p� � �R���K

� �

R
K�
 � p �
 
 p
 dx � �p
 � �P
�K

	 �

R
K as�

 p� dx � �p� � P��K
 �����������
���������

R
K u 	 p� dx � �p� � �P��K

� �

R
�K �n p� ds � �p� � R���K
 �

R
�K �t p� ds � �p� � R���K
 �

R
K � p� dx � �p� � P��K
 	

Exemple �� Le dernier exemple que nous consid�erons est celui concernant
l�approximation du probl�eme de Stokes ��
 par �P��K

� � spanfp�� p�� p�g
pour la vitesse et P
�K
 pour la pression� o�u p� � n� �� ��� p� � n� �� ��
et p� � n� �� �� ��i� i � �� �� �� �etant les coordonn�ees barycentriques dans
K et ni d�esigne la normale unitaire au c	ot�e ei dirig�ee vers l�ext�erieur de K�
i � �� �� �
� Les espaces �


h et Xh correspondants pour le probl�eme ���
 sont
donn�es par

�

h � f ��� q
 � �� qK � P
�K
�

�K � qK� � �rotw�� rotw�
 �
P�

i�� �i�rot pi�� rotpi�
�
�w�� w�
 � �P��K

�� �i � P
�K
� � � i � �� �K � Thg

���
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Xh � f ��n� �t� �
 � X � �Kn � R���K
� �Kt � R
��K
�
�K � P
�K
� �K � Thg �

���


o�u pi � �pi�� p
i
�
� i � �� �� ��

L��el�ement �ni correspondant �a ce dernier pour le probl�eme ���
 est donn�e
par

�h � f ��� q
 � �� qK � P
�K
�

�K � qK� � �RT
�K

� �
P�

i�� �i�rot pi�� rotpi�
�
���� ��� ��
 � �P
�K

�� �K � Thg �

���


Mh � f �v� �n� �t� �
 �M � vK � �P
�K

�� �Kn � R���K
�
�Kt � R
��K
� �K � P
�K
� �K � Thg 	

���


Les degr�es de libert�e pour ce dernier �el�ement �ni sont������
�����

R
K p p
 dx � �p
 � P
�K
 �

R
�K�
 � p �
nn p� ds � �p� � R���K
 �

R
�K 
nt p
 ds � �p
 �� R
��K
 �����������

���������

R
K u 	 p
 dx � �p
 � �P
�K

� �

R
�K �n p� ds � �p� � R���K
 �

R
�K �t p
 ds � �p
 � R
��K
 �

R
K � p
 dx � �p
 � P
�K
 	

Evidemment� d�autres choix sont possibles� Nous r�ef�erons �a �� pour
d�autres �el�ements �nis� Par exemple� on peut consid�erer l�approximation
du probl�eme de Stokes ��
 par P� � P
 �i�e�� la vitesse est approxim�ee par
P� continue et la pression par P

 ce qui conduit �a l��el�ement �ni de plus bas
degr�e de Fraeijs de Veubeke �� � Cependant� pour cet �el�ement �ni on a une
perte d�un ordre dans les estimations d�erreurs �a cause de l�approximation
faible de la pression �et par cons�equent de �
� Un autre choix possible est
de consid�erer l�approximation du probl�eme de Stokes ��
 par P� � bK con�
tinue pour la vitesse et P� continue pour la pression� Ceci conduit �a un
�el�ement �ni similaire �a l��el�ement PEERS mais avec un ordre de convergence
plus �elev�e� On peut faire la m	eme construction avec des m�ethodes d�ordres
plus �elev�es et aussi avec des quadrilat�eres� Nous r�ef�erons �a �� pour d�autres
�el�ements �nis et leurs analyses�

CONCLUSION� Une approche uni��ee de construction d��el�ements �nis
pour le probl�eme de l��elasticit�e lin�eaire� bas�ee sur une formulation duale�
hybride� a �et�e pr�esent�ee� Cette construction est reli�ee �a l�approximation du
probl�eme de Stokes en variables primitives et elle conduit �a de nouveaux
�el�ements �nis� L��el�ement �ni PEERS est celui de plus bas degr�e �avec le
minimum de degr�es de libert�e
 mais la variable correspondante au rotation�
nel ne peut 	etre �elimin�ee �el�ement par �el�ement puisqu�elle est continue� Dans
le but d�aboutir �a des approximations constantes par morceaux pour les
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multiplicateurs de Lagrange et la pression en tant que seules inconnues du
syst�eme discret� nous pensons que nous avons �a chercher un �el�ement �ni
nonconforme�
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