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ABSTRACT. Résumé: On présente une approche unifiée pour la con-
struction d’éléments finis basée sur une formulation duale-hybride des
équations de I’élasticité linéaire. Dans cette formulation le tenseur des
contraintes est pris en considération mais sa symétrie est relaxée par
un multiplicateur de Lagrange qui n’est autre que le rotationnel du dé-
placement. Cette construction est reliée a ’approximation du probléme
de Stokes en variables primitives et elle conduit & une nouvelle interpré-
tation de certains éléments finis bien connus et a de nouveaux éléments
finis. De plus, toutes les estimations d’erreurs sont valides dans le cas
limite incompressible et par conséquent tous ces éléments finis sont ap-
plicables au probleme de Stokes.

Mots-clés : formulation duale-hybride, formulation équilibre, éléments finis
mixtes, élasticité linéaire.
Classification mathématique: 65N30 PRIMARY; 73V05 SECONDARY.

1. INTRODUCTION

Le probleme de ’approximation du tenseur des contraintes dans les équa-
tions de I’élasticité linéaire a été soulevé par plusieurs auteurs ces dernieres
années. La difficulté réside essentiellement dans la symétrie de ce tenseur.
Afin d’étre plus précis, rappelons les équations de |’élasticité linéaire : Trou-
ver le déplacement u = (uy, ug) tel que

—div (2ue(u) + Mtr(e(u))d) = f dans €,
(1)

u=70 sur ',

olt  est un ouvert borné de IR? de frontiere I', f est une densité volumique
de forces donnée, A > 0 et 1 > 0 sont les coefficients de Lamé, ¢(u) est le
tenseur des déformations donné par

1 Ou; | Ou;
(s = 5 (50 + G2

)7 i?j:]‘7 27

§ est le tenseur identité et pour un tenseur 7 = (7;;)i<ij<2, tr(7) =
711 + T2 (i.e., la trace du tenseur 7),

2
i TE
(divT); = E L,i=1,2.
j=1 Oz,

Le but de cet article est de présenter une approche unifiée pour la con-
struction d’éléments finis qui est basée sur une formulation hybride-duale
du probleme (1). De telle formulation provient du fait que le probleme (1)
peut étre réécrit comme suit
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div(ec —pd)+ f=0 dans Q,
%p—l—divu:O dans €2,
(2)
o—2pe(u)=0 dans €,
u=20 sur I

Notre construction sera basée sur un résultat bien connu: la construction
d’un tenseur symétrique a divergence nulle peut étre ramenée a celle d’un
vecteur & divergence nulle. En effet, soit

011 012

021 022

satisfaisant dive = 0. Nous pouvons écrire

99Uy

8$2 _-8$1

OPp 0o
8$2 8$1

et la symétrie implique

01 | Oy
8$1 + 8$2 =0

De plus o € (H(div;Q))? implique ¥ € (H'(Q))?. En effet, soit S une
interface entre €y et 3. On a donc (on); = %, ¢t = 1,2, et la continuité
de la trace normale du tenseur des contraintes est équivalente a celle de la
dérivée tangentielle de 1. Mais maintenant, construire des approximations
d’une fonction dans H! & divergence nulle est un probléeme bien connu qui
a été largement étudié pour approximation du probleme de Stokes et de
Navier-Stokes et il existe tout un catalogue de telles approximations. Notre
intention est d’exploiter ce catalogue dans le but d’obtenir de nouveaux
résultats ou de simplifier considérablement ceux existants dans la littérature.

Pour nous amener au cas ou dive = 0, nous introduisons une formula-
tion hybride-duale de (2) qui est basée sur la dualisation de la contrainte
de symétrie et la continuité de la trace normale du tenseur ¢ — pd & travers
les interéléments de la triangulation de Q. Nous présenterons une approche
unifiée pour construire des éléments finis qui est basée sur de telle formu-
lation, c’est le résultat principal de cet article. Nous notons aussi que par
cette approche nous obtenons des nouveaux éléments finis pour lesquels des
estimations d’erreurs optimales seront données.

Mentionnons que toutes les estimations, qui seront déduites pour tous les
éléments finis étudiés par la suite pour le probleme de 1’élasticité linéaire,
sont indépendantes du coefficient A. Par conséquent tous ces éléments finis
sont applicables au probleme de Stokes. En effet, les équations de Stokes
peuvent étre formulées comme suit
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—2vdive(u)+ Vp= f dans Q,
divu =0 dans €, (3)

u=20 sur ',

ot u = (uy,ug) est le champ de vitesse, p est la pression et v > 0 est la
viscosité. En introduisant o = 2ve(u) comme variable auxiliaire, le probleme
(3) peut étre écrit sous la forme

div(ec —pd)+ f=0 dans Q,
dive =0 dans €2,
(4)
o—2ve(u)=0 dans €,
u=20 sur I

Alors le probleme de Stokes peut étre considéré comme une limite du
probleme de D’élasticité (2) lorsque A — +oo.

2. UNE METHODE VARIATIONNELLE DUALE-HYBRIDE

Soit T}, une triangulation de Q formée de triangles K (I' est supposée
polygonale). Si v est une fonction définie sur €2, v désignera sa restriction
a I’élément K. Soit p un nombre réel et ¢ son conjugué tel que 4/3 < p < 2.
Nous définissons les espaces suivants:

S={(r,q) € (L))" x (L) N L)) ;

5
(T = ¢% 8) € (Wy(div; K))* VK € T} 7

A={pe [xer, WP (9K), u™r = > sur 9K, N 0Ky,

(6)
VKy, Ky € T, p® =0sur OKNT, VK € Ty}

M = (L7(Q))* x (A)* x L(Q) (7)

ou

W, (div; K) = {v € (LY(K))? dive € LY(K)},

L3(9Q) = {q € L*(Q); /qux:()}

et W1/9P(QK) est 'espace des traces sur la frontiere de K des fonctions
de WHP(K).

Pour un tenseur 7 = (Tij)1§i7]‘§27 on définit sa trace normale par Tn =
(11 -m,72-n), ou 7, = (71, Ti2), 1= 1, 2 et n désigne la normale unitaire a
I’ dirigée vers 'extérieur de €2. Les composantes normale et tangentielle,
Tnn €t Tpne, du vecteur 7n, sont données par 7,,, = 7n-n et 7,y = 7n -t,
ol t désigne la tangente unitaire & I". Nous introduisons aussi les formes
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bilinéaires continues af.,.) et b(.,.) définies respectivement sur X x ¥, ¥ x M,
données par

a((o,p);(1,q9)) = %/O‘:Td$—|—§/ﬁpqd$, (8)

b((T7 q)7 (U7 Hony Mty 0)) = ZI(ETh f]{ div (T —q 5) ‘vdw
ZI& €Ty faIx nn Hon ds (9)

EAeTh fah Tt fht ds—l—fQ as(t) 0 dx
olo:T = Z?,j:l 05 Tij et aS(T) = T91 — T12-

La formulation duale-hybride des équations d’élasticité (2) est donnée par:
Trouver (o,p) € ¥ et (u, Ay, A,w) € M tels que

a((o,p); (1,0)) + 0((7, @); (us Apy Apyw)) =0 V(7,¢) € X

b((g p)' (U :unmuhe)) (f7 U) =0 v(vmunmuhe) eM
ou (f,v) fo vdz.

Mentionnons que si la solution u du probléeme d’élsticité (1) satisfait p =
—Adivu € L1(Q) N Li(Q) et (0 — pd) € (W,(div;Q))% ot 0 = 2 ue(u),
alors (voir [6]) ((o, p); (u,u-n,u-t, Srot u)) est Punique solution de (10), ot
rotu = ug/0xy — duy /0xs.

Dans le but de donner une approche unifiée de la construction d’éléments
finis mixtes pour le probleme (10), nous donnons une formulation équilibre
qui est équivalente a la formulation (10).

Soit 3/ la variété affine définie par

(10)

=g ex; div(r® —¢®8) 4+ fF =0dans K, VK € Tp,}, (11)

30 son sous-espace associé et X = (A)? x L(Q), ol A est défini par (6).
Nous introduisons la forme bilinéaire continue by (.,.) définie sur ¥ x X et
donnée par

bl((Tv Q)§(anﬂt70)) = ZBETh fa]x nn,un ds

ZB eTy, fah Tt fe ds + fQ aS 0 dx .

La formulation équilibre est définie comme suit : Trouver (o, p) € v/ et
(Ans A, w) € X tels que

(12)

a((a,p); (7,0)) + b1((7,9); (Any Ay w)) =0 ¥(7,¢) € £°

b1 (o, p); (fns 1, 0)) = 0 Vi, 111, 0) € X .

La construction d’éléments finis pour le probleme (13) est basée sur I'idée
principale suivante: Soit (7,p) un élément arbitraire de 3/, on peut écrire
oc—p&=(c"—p°8) + (G — pJ) avec div (¢° — p° §) = 0 sur chaque K € T},.

(13)
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Maintenant, en écrivant o — p°§ = (0, 09), on a dive? = 0,7 = 1,2, sur

chaque K € T},. Alors, il existe (11, 1) tels que o; = rote;, i = 1,2, i.e.,

oY Oy

0 0 81’2 81’1
oo —p d=

9Py _ 0o

81’2 81’1

D’autre part, puisque [, as(c®) 8§ dxz = 0 pour tout § € LY(Q) (en prenant
en considération que le choix de & est fait de telle sorte que [, as(d)6da =0
pour tout § € L¥(Q)), on a [,divip@dz = 0 pour tout 6 € LI(Q), ol
¥ = (11,12). Donc, la construction de I"approximation du tenseur o sera
donnée par celle du vecteur 1 telle que fQ divip 8 dx = 0, ce qui est reliée
a approximation du probleme de Stokes en variables primitives, i.e., le
probleme (3). Plus précisement, 'espace d’approximation pour la vitesse,
respectivement pour la pression, donnera celui pour 2, respectivement pour
w.

Puisqu’il y a plusieurs exemples de discrétisations stables du probleme de
Stokes en variables primitives (voir Girault et Raviart [8] et Brezzi et Fortin
[3]), nous donnerons quelques uns correspondants pour le probleme (13) et
aussi pour le probleme (10).

3. DISCRETISATION
Soit ¥, C B, W), C (LYU2)% Ay C A et Qn C LY(S) des espaces

de dimension finie (on suppose que X, contient les tenseurs constants), et
posons My, = W), x (A3)? X Q. Alors, le probléeme (10) est discrétisé par le
suivant: Trouver (o, pr) € Xp et (why Anhy Ath, wp) € My tels que

a((ghvph); (Tfu Qh)) + b((Th7 qh)7 (U}“ /\nh7 /\thvwh)) =0
V(7h, qn) € X,
(14)
b((ghvph); (Ufm Hnhs Hth, eh)) + (f7 Uh) =0
Y (Vhy tonny fehs On) € My, .

Le probleme discret de (13) est comme suit: Trouver (op,pr) € Ei et
(Anhy Ath, wr) € X, tels que

a((gprh); (wa qh)) + bl((Th7 qh)7 (Anm Aﬂuwh)) =0
V(Thv qh) € 22 3
(15)
bi((on, pr)s (Hnn, thth, 01)) =0
Y (tinhs fens On) € Xp,

ot X9 C ¥° Xj, = (Ap)? X Qn C X sont des espaces de dimension
finie et Ei = (04, Pr) + X9, Le tenseur (0p,pz) est un élément de 3 tel
que div (6E — PV §) + fF = 0 sur chaque K, f, étant une interpolation
appropriée de f (nous référons a [1] et [12] pour de telle construction).

Avant de donner quelques exemples des espaces ¥j,, M}, et 9, nous allons
tout d’abord donner un résultat abstrait (voir [6] pour la preuve), concernant
la condition inf-sup, sous les deux hypotheses suivantes:
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Soit wy, € Wy, donné. Alors, il existe 7, € (W, (div;))? tel que
(?}“0) € 3y, div ?h = wy, dans 2 et ||?h||07Q < C||wh||07Q7

(1) §

ol C' est une constante indépendante de h,

Il existe un espace de dimension finie V;, C (HJ(Q2))? tel que
(H2) la discrétisation du probleme de Stokes (3) par (V3, Q) est stable
et rot V), C 229,

ou rot Vj, = {(rot vy, rotvg), (vi,ve) € Vi }.

PROPOSITION 1. Sous les hypothéses (H1) et (H2), il existe une constante
C' indépendante de h telle que

b((7h, s(Un s AnhsAth,0
SUP(r, ), LA A B) > C([fopllo.0 + 116kl o)
V(s Anhy Ath, 01) € M),

/2

(16)

ot [[(h, an)llg = (IImall5.0 + sl 13 o)

Grace a la condition inf-sup (16), ’analyse des éléments finis que nous
allons introduire pour le probleme (14) (et par conséquent pour le probleme
(15)) est similaire a celle donnée dans [5]. La seule partie que nous devons
vérifier, pour obtenir des estimations d’erreurs optimales indépendantes du
coefficient A, est le résultat suivant.

ProPOSITION 2. [l existe une constante «, indépendante de h et de A, telle
que

a((Ths ) (Tho ) 2> a|[(mhy an)lls s V(7o an) € Zn, (17)

Zn={(than) € S5 b((Thr an); (Ohs fins pian, 01)) = 0,
Y (Vh, finhs tiehs On) € My}

La preuve de ce dernier résultat, pour tous les éléments finis que nous
allons présenter, est la méme que celle de la Proposition 3.2 dans [5].

Nous sommes maintenant en position de présenter quelques éléments finis
pour le probleme (14), aussi pour le probléeme (15). Auparavant, précisons
quelques notations. Nous notons par P, (K') I'espace des polynémes de degré
inférieur ou égal a k. L’espace RT}(K) est donné par

RTy(K) = (P(K))* + 2 P.(K)
ol z = (x1,22), qui n’est autre que I’élément fini de Raviart-Thomas

d’ordre k (voir [10]). Nous définissons aussi

Ry(9K) = {63 ¢ € L2(OK), ¢l. € Pi(e) Ve € 0K ).

Finalement, nous notons par bx la "fonction bulle” définie par

b (z) = A1) Az(2) As(x),

ol A1, A9, Az sont les coordonnées barycentriques dans K.
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Mentionnons que, pour tous les éléments finis que nous allons présenter,
les hypotheses (H1) et (H2) sont satisfaites par construction.

ExXeEMPLE 3. Notre premier exemple est de considérer une approximation
classique du probleme de Stokes par ce qu’on appelle le ”Mini-élément”
(voir [3]), i.e., la vitesse, respectivement la pression, est approximée par
(P1(K) @ bg)? continue, respectivement P (/) continue. Alors, les espaces
22 et X}, correspondants sont donnés par

3 ={ (r,q9) €% q" € Py(K),
K ¢K§ = (rot (w1 + a1bg), rot (we + azbr)),
(wl, wz) (Pl (I())27 (0417 042) € (Po([())27 YK € /‘Th}7

(18)

Xp = {(kns 11, 0) € X5 (], ") € (Ro(OK))?, 8 € CO(Q), (19)
o8 ¢ P(K), VK € T),}.

Puisque (rot b)) -n = 0 sur chaque coté de K, on peut écrire 7% — g% § =

(rotwy, rotws) + (g rot by, agrot by ) et donc seulement la premiére partie
de ce tenseur qui sera modifiée pour obtenir ’approximation correspondante
pour le probleme (14). Plus présisement, nous avons

Yp={ (r,9) €Y ¢" € Py(K),
K ¢ls ¢ (RTO(K))2 + (ayrot by, agrot b ), (20)
(a1, a9) € (Po(K))? VK € Ty},
My = {(v, s e, 0) € My 0™ € (Po(K))? o (pf, 1) € (Ro(0K))?,
0cC%Q), o8 ¢ P(K), VK € T),}.
(21)

Comme degrés de liberté pour cet élément fini, nous avons

fKPPO dz , Vpy € Fy(K),

Jo (o =pd)n-pods , Vpo € (Ro(0K))?,

Jqas(o) prdz Vp1 € CYQ), pilx € P(K), YK €Ty,
Jrw-pod, Vpo € (Po(K))?,

Jox Anpods , Vpo € Ro(0K),

Jor Aepods , ¥po € Ro(0K),

we{eC®), Ok € PL(K), VK € T,}.

Cet élément fini n’est autre que I’élément PEERS d’Arnold-Brezzi- Dou-
glas [2] avec relaxation de la continuité de la trace normale de (7 — ¢d)n a
travers les interéléments de la triangulation de Q. L’analyse de cet élément
fini et les estimations d’erreurs optimales (O(h)) pour le tenseur o et le
déplacement u sont données dans [2] et aussi dans [11]. Pour obtenir des
estimations d’erreurs optimales pour les multiplicateurs de Lagrange A, et
A on peut suivre la procédure donnée dans [5].



94 MOHAMED FARHLOUL ET MICHEL FORTIN

REMARQUE 4. Pour ce premier exemple, (H1) est une conséquence du fait
que pour tout wy € {v € (Lq(Q))z; K ¢ (Py(K))? VK € Ty}, il existe
T € (Wy(div;Q))? tel que X (RTO(I())2 pour tout K € T}, div T, = wy,
dans Q, et ||Th|lo0 < C||wh||07g Tandis que (H2) n’est autre que la stabilité
de l'approximation du probleme de Stokes (3) par le ”Mini-élément”. Alors,
en utilisant la Proposition 1, nous obtenons une preuve simple de la stabilité

de ’élément PEERS.

EXEMPLE 5. Cet exemple concerne I'approximation de (3) par I’élément de
Hood-Taylor [9], i.e., la vitesse, respectivement la pression, est approximée
par (P,(K))?* continue, respectivement P (K) continue. Les espaces X9 et
X, correspondants pour le probleme (15) sont donnés par

22 ={ (n9e%; (]K € P (K), K — qK5 = (rot wy, rot wy),

(w1, we) € (P(K))?, VK € T),}, (22)

X = {(pn, 11, 0) € X; (uh, pf*) € (R1(OK))?, 8 € CO(Q),

o8 ¢ P (K),VK € Ty} . (23)

L’élément fini correspondant a ce dernier pour le probleme (14) est donné
par

Y =1{(r,q) €% ¢F € PI(K), 78 — ¢K6 € (RTy(K))?, YK € T}},
(24)

My = {(v, iy 11, 0) € M5 0% € (PU(K))?, (il 1f) € (R1(OK)),
0cC%Q), o8 ¢ P(K), VK € T),}.
(25)

Les degrés de liberté pour 1’élément fini (24)-(25) sont
prpl dz , Vpy € P(K),
Jor(o=pd)n-pids, Ypi € (R1(9K))?,
fQ(U —pd&):poda , Vpg € (Po(K))*,

Jreuw-prda, ¥py € (P(K))?,

Jox Anprds , Vp € Ri(0K),

Jor Aeprds  ¥pi € Ri(0K),

we{eC®), Ok € PL(K), VK € T,}.

En suivant la procédure dans [5], nous optenons des estimations d’erreurs
optimales (O(h?)) pour ces deux derniers éléments finis.

EXEMPLE 6. Maintenant, considérons I"approximation de (3) par ’élément
de Crouzeix-Raviart [4], i.e., la vitesse, respectivement la pression, est ap-
proximée par (P(K) & b )? continue, respectivement P;(K) discontinue.
Les espaces 22 et X}, correspondants sont donnés par
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% ={ (g ey ¢" € A(K),
K ¢K§ = (rot (w1 + a1bg), rot (we + azbr)),
(wl,wg) € (PQ(I())27 (0417042) - (Po([())z, VK € Th}7
(26)

Xp = {(ptn, p11,0) € X; (u¥, ul) € (R (OK))?, 68 € P(K),VK € T),}.
(27)

Cet élément fini n’est autre que celui du plus bas degré d’Amara-Thomas
[1] qui converge en O(h?).
L’élément fini correspondant pour le probleme (14) est donné par

Sh={ (1.9 €% ¢" € P(K),
AL = (RT1(K))? + (e1rot by, agrot b ), (28)
(a1, a9) € (Po(K))?, YK € Ty},

My, = {(v, ptn; 11, 0) € My o € (PL(E))? (uff, pfY) € (R1(0K))?,

o8 ¢ P(K), VK € T} .
(29)

Les degrés de liberté pour cet élément fini sont
Jxppide, Vp € Pi(K),

Jor(a = pd)n-prds , Yp1 € (Ri(0K))?,
Jx(o=p8) ipoda , Vpg € (Po(K))*,

Jx as(o)prde , ¥p1 € P(K),
Jreu-prde, Vpy € (P(K))?,

Jox Anprds , Vp1 € By (9K)

Jor Aeprds , ¥pr € Ri(0K),

Jrewpida , ¥py € P(K).

EXEMPLE 7. Le dernier exemple que nous considérons est celui concernant
’approximation du probléme de Stokes (3) par (P (K))? & span{p', p?, p°}
pour la vitesse et Py(K) pour la pression, olt p! = n! Xy A3, p? = n? A3 )\
et p> = n? A Ay (A, i = 1,2, 3, étant les coordonnées barycentriques dans
K et n' désigne la normale unitaire au coté e; dirigée vers extérieur de K,
i=1,2,3). Les espaces X9 et X}, correspondants pour le probléme (15) sont
donnés par

Sh=1{ (n9) e " € R(K), ’ ’
™ — 5§ = (rotwy, rotwy) + 37, ay(rot pi, rot ph),
(wy,wy) € (P (K))% o € Py(K), 1 <1< 3, VK €Ty}

(30)
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Xp =1 (pn,p1,0) € X; p¥ € R(IK), pf € Ro(IK),

9K Py(K), VK e Th}, (31)

ot p' = (pt,py), i =1,2,3.
L’élément fini correspondant a ce dernier pour le probleme (14) est donné
par

Sp=1{ (rq) €% ¢" € Py(K),
™ — gl e (RTo(K))? + 23 1 0@(1’0‘510%7 rotp§)7 (32)
(04170427043) (PO( )) VK € Th}

My ={ (v, ptn, s, 0) € M 0 € (Po(K))%, plf € Ri(0K),
1l € Ry(0K), 6K € Py(K), YK € T} .

Les degrés de liberté pour ce dernier élément fini sont

(33)

Jreppode | ¥py € Po(K),
Jox (@ =p&)unpids , Vp1 € Ri(OK),
Jor Tt Pods , ¥po €€ Ro(9K),
Jrew-poda | Vpo € (Po(K))?
[or Anprds , ¥p1 € Ri(0K),

Jor Aepods | Vpo € Ro(0K)

Jrewpodz , Vpy € Py(K).

Evidemment, d’autres choix sont possibles. Nous référons a [6] pour
d’autres éléments finis. Par exemple, on peut considérer "approximation
du probleme de Stokes (3) par P, — Fy (i.e., la vitesse est approximée par
P, continue et la pression par Fp) ce qui conduit a I’élément fini de plus bas
degré de Fraeijs de Veubeke [7]. Cependant, pour cet élément fini on a une
perte d’un ordre dans les estimations d’erreurs a cause de ’approximation
faible de la pression (et par conséquent de w). Un autre choix possible est
de considérer I’approximation du probleme de Stokes (3) par P; ¢ b con-
tinue pour la vitesse et P continue pour la pression. Ceci conduit a un
élément fini similaire & 1’élément PEERS mais avec un ordre de convergence
plus élevé. On peut faire la méme construction avec des méthodes d’ordres
plus élevés et aussi avec des quadrilatéres. Nous référons a [6] pour d’autres
éléments finis et leurs analyses.

CONCLUSION. Une approche unifiée de construction d’éléments finis
pour le probleme de I’élasticité linéaire, basée sur une formulation duale-
hybride, a été présentée. Cette construction est reliée a 'approximation du
probleme de Stokes en variables primitives et elle conduit a de nouveaux
éléments finis. L’élément fini PEERS est celui de plus bas degré (avec le
minimum de degrés de liberté) mais la variable correspondante au rotation-
nel ne peut étre éliminée élément par élément puisqu’elle est continue. Dans
le but d’aboutir a des approximations constantes par morceaux pour les
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multiplicateurs de Lagrange et la pression en tant que seules inconnues du
systeme discret, nous pensons que nous avons a chercher un élément fini
nonconforme.

(1]

[11]

[12]

REFERENCES

M. AMARA and J.M. THOMAS. Fquilibrium finite elements for the linear elastic prob-
lem. Numer. Math. 33, pp. 367-383 (1979).

D.N. ArnoLD, F. BREzzl and J. DouGLas. PEERS: A new mized finite element for
plane elasticity. Japan J. Appl. Math. 1, pp. 347-367 (1984).

F. Brezzi and M. FORTIN. Mized and Hybrid Finite Element Methods. Springer-
Verlag, Berlin, New York, 1991.

M. Crouzeix and P.A. RAVIART. Conforming and nonconforming finite element
methods for solving the stationary Stokes equations. RAIRO, Anal. Numer. 3, pp.
33-76 (1973).

M. FARHLOUL and M. FORTIN. A new mized finite element for the Stokes and elasticity
problems. STAM J. Numer. Anal. 4, pp. 971-990 (1993).

M. FArRHLOUL and M. FORTIN. Dual hybrid methods for the elasticity and the Stokes
Problems: A unified approach. To appear in Numer. Math.

B.X. FRAELIS DE VEUBEKE. Stress function approach. World Congress on the finite
element method in structural mechanics, Bournemouth, Dorest, England (1975).

V. GIRAULT and P.A. RAVIART. Finite Flement for Navier-Stokes Equations, Theory
and Algorithms. Springer S.C.M. 5, Springer-Verlag, 1986.

P. Hoobp and C. TAYLOR. A numerical solution of the Navier-Stokes equations using
the finite element technique. Comput. Fluids 1, pp. 73-100 (1973).

P.A. RAvIART and J.M. THOMAS. A mized finite element method for 2nd order elliptic
problems. Lecture Notes in Math., 606, Springer-Verlag, Berlin, New York, pp. 292-
315 (1977).

R. STENBERG. A family of meixed finite elements for the elasticity problem. Numer.
Math. 53, pp. 513-538 (1988).

J.M. THOMAS. Sur l’analyse numérique des méthodes d’éléments finis hybrides et
mextes. These, Université Pierre et Marie Curie, Paris 6, 1977.

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES ET DE STATISTIQUE, UNIVERSITE DE MONCTON,
MoncTon, NB, E1A 3E9 CANADA

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES ET DE STATISTIQUE, UNIVERSITE LAVAL, QUEBEC,
QUE., G1K 7P4 CANADA



