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D�ECOMPOSITION D�OP�ERATEURS EN FLUIDES

VISCO�ELASTIQUES

PIERRE SARAMITO

r�esum�e� On �etudie une application du ��sch�ema au calcul d��ecoulements
de �uides visco�elastiques� La d�ecomposition vise �a s�eparer les termes de
viscosit�e des termes de transport� On se ram�ene ainsi �a r�esoudre deux
sous�probl�emes plus simples� l�un de type Stokes� l�autre de type trans�
port du tenseur des contraintes� De plus� en pr�esence de singularit�es� ce
sch�ema permet de contourner les di�cult�es rencontr�ees par la plupart
des m�ethodes it�eratives dans ce type de simulation� En conclusion� on
pr�esente des r�esultats d�exp�eriences num�eriques qui� de notre point de
vue� justi	ent pleinement la m�ethodologie num�erique qui y est d�ecrite�

abstract� We study a ��scheme applied to the computation of vis�
coelastic �uid �ows� The splitting technique leads to two problems� the
	rst one� a Stokes�like� and the second� a stress tensor transport prob�
lem� Furthermore� when the solution is singular� this scheme allows to
overcome di�culties appearing when using other classical iterative pro�
cedures for this kind of simulation� To conclude� we present the result of
numerical experiments which in our opinion fully validate the numerical
methodology described here�

�� Lois de comportement

Consid�erons les �uides visco�elastiques �a loi de comportement de type
Oldroyd ���� gouvern�es par les �equations suivantes �
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o�u � est un domaine r�egulier de IRN � N 
 �� �� � est le tenseur des extra�
contraintes� les contraintes totales �etant donn�ees par

� 
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u est le champ des vitesses� et p est la pression hydrostatique� D�autre part�

�a
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o�u a � ���� ��� D 
 
����
ru 	rut� est le tenseur des taux de d�eformation
et W 
 
����
ru �rut� est le tenseur de vorticit�e� en�n� f � 
L�
���N est
une donn�ee� We est le nombre sans dimension de Weissenberg� Re le nombre
de Reynolds� et � ���� �� un param�etre de retard�

Remarquons que le cas limite We 
 � correspond �a un �uide newtonien�
Pour We 	 �� ce mod�ele permet de d�ecrire des solutions de polym�eres dans
un solvant newtonien� Cette loi peut s��etendre aux mod�eles di��erentiels�
tels que le mod�ele de Phan�Thien et Tanner ��� de Giesekus ���� ou bien �a
plusieurs temps de relaxation�
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Ces �equations peuvent �etre compl�et�ees par des conditions initiales �
�� 

�� et u
�� 
 u�� ainsi qu�une condition aux bords u 
 � sur � 
 ���
Lorsque la fronti�ere � est r�eguli�ere� et u�� �� et f sont su�samment petits�
on montre alors dans ��� l�existence globale de solutions�

�� D�ecomposition du probl�eme

A�n de simpli�er l�analyse des m�ethodes num�eriques propos�ees� nous
supposerons le �uide lent� et n�egligerons dans la suite le terme d�inertie
u�ru dans 
��� Il s�agit d�une hypoth�ese classique dans ce type de simula�
tion� la di�cult�e du probl�eme est d�esormais port�ee par la non�lin�earit�e de
l��equation 
���

Soit n la normale unitaire ext�erieure �a �� Introduisons les espaces clas�
siques �
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o�u T et H sont munis de la norme j�j� Nous noterons indi��eremment 
�� ��
et j�j les normes et produits scalaires de L�
��N�N et L�
��N � Le probl�eme
pr�ec�edent peut alors se mettre sous la forme �
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 et 
 � ��� �� est un param�etre de la d�ecomposition� Dans 
���
T
v� d�esigne l�op�erateur de transport des contraintes � T
v�� 
 v�r� 	
�a
��rv�� Remarquons que l��equation 
�� prend ici un sens faible� dans V ��
Cette formulation permet aussi de r�eduire le probl�eme �a la recherche de �
et u�

Introduisons �a pr�esent la semi�approximation de 
P �� Soit �t 	 � un pas
de temps et � un param�etre� � � ��� �

�
�� Introduisons les notations U� 
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n	���t�� Puisque A� et A� sont plus simples que A� utilisons
cette d�ecomposition pour r�esoudre 
P � par le ��sch�ema suivant 
voir ���� par
exemple� �
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Proposition �� �cas newtonien�
Pour We 
 �� le sch�ema 
���
 � est inconditionnellement stable et du pre�
mier ordre en temps� De plus� la m�ethode est d�ordre deux en temps pour
� 
 �� ��

p
��

Indication sur la d�emonstration� �Etudions le cas 
 
 �� Le probl�eme �etant
lin�eaire� on se ram�ene au cas f 
 �� Soit 
wm� 
m�m��� le couple d��el�ements
propres associ�ee �a l�op�erateur de Stokes � 
rwm� rv� 
 
m 
wm� v�� �v �
V � 
wm� est une base de V � orthonormale dansH� Introduisons la d�ecomposition
un�� 
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La solution exacte du probl�eme se d�ecompose selon � u
t� 

P�

m
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mt�Re�� Le d�eveloppement limit�e �

ex � r
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avec limx�� �
x� 
 � permet d�obtenir le r�esultat de convergence au pre�

mier ordre� et au second ordre pour � 
 � � ��
p
�� La stabilit�e d�ecoule

de jr
x�j � �� �x � IR�� La d�emonstration pour 
 �
 � est semblable� en
introduisant �m 
 D
wm�� Remarquons que limx�� r
x� 
 �� ce qui as�
sure la d�ecroissance rapide de la contribution haute fr�equence �a l�erreur� et
la convergence rapide vers la solution stationnaire pour les grands pas de
temps�

Remarque �� La r�esolution de 
�� et 
 � se r�eduit �a celle d�un probl�eme
de type Stokes pour l�op�erateur �I �P�� avec � 	 �� et la r�esolution de 
���
�a celle d�un probl�eme de type transport pour l�op�erateur ��I 	 T
v�� avec
�� 	 �� �

Remarque �� Aucun r�esultat n�a �et�e �etabli �a pr�esent dans le cas visco�elastique

We 	 ��� Num�eriquement� l�algorithme 
���
 � est bien adapt�e �a la recherche
des solutions stationnaire� la vitesse de converge d�epend alors de � et �t�
Les exemples qui suivent abordent le cas visco�elastique� �

�� Exemples

���� �Elongation uniaxiale

Le tenseur gradient de vitesse est donn�e par ru 
 diag
 !��� !����� !�����
o�u !� 	 � est le taux d��elongation 
sans dimension�� Le probl�eme se ram�ene
�a trouver ���� ��� et ��� dans L�
IR�� satisfaisant �a �
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avec �
�� 
 �� par exemple� pour un d�emarrage en �elongation� Les valeurs
propres du probl�eme sont 
� 
 ��We � �a !� et 
� 
 
� 
 ��We 	 a !�� et la
solution �� obtenue pour ���t 
 � n�est stable que pour a !�We � ���� En
cons�equence� la solution du probl�eme instationnaire n�est dans L�
IR�� que
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pour a !�We � �
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En�n� l��elimination des modes � et � �a l�erreur peut �etre r�ealis�ee en deux
it�erations de pas �t� et �t� tels que r
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Ainsi� un cycle de deux pas de temps donn�es par 
��� permet d�obtenir
exactement ���

���� Cisaillement simple

L��ecoulement est bidimensionnel� et le tenseur gradient des vitesses est
donn�e par �

ru 


�
� !���
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�
o�u !� 	 � est le taux de cisaillement 
sans dimension�� Le probl�eme se ram�ene
�a trouver ���� ��� et ��� dans L�
IR�� satisfaisant �a �
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Les valeurs propres du probl�eme sont 
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�� La solution �� obtenue pour ���t 
 � est toujours stable�
En cons�equence� la solution du probl�eme instationnaire est toujours dans

L�
IR��� Posant �enij 
 ��nij � ���ij � o�u
�
�� d�esigne la transformation dans la

base propre associ�ee aux valeurs propres 
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 � pour
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r
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Le sch�ema est ici aussi pr�ecis au second ordre pour � 
 � � ��
p
�� et la

stabilit�e est conditionnelle� En�n� l�annulation de la contribution du premier
mode �a l�erreur peut �etre r�ealis�ee avec � Dans le cas jaj 
 �� la solution �� est
obtenue par 
��� en une it�eration 
�gure ��b�� La quantit�e � log jenj�n tend
vers une limite v�� appel�ee vitesse de convergence asymptotique 
�gure ��c��



D�ECOMPOSITION D	OP�ERATEURS EN FLUIDES VISCO�ELASTIQUES ��


a��

a��

��� �a�

t
�������

���

���

�

���

���

���

���

�

�t���

�t���

�t��

�t��

�t�
We

�

�b�

n
�����������

jenj

���

����

�����

�����

�c�v
�

a��
a��

�t
�������

�

���

�

���

�

���

�

Figure �� Cisaillement 
� 
 �� � 
a� d�emarrage en cisaille�
ment 
 !�We 
 �� �t 
 ����� 
b� erreur jenj selon l�it�er�e n

 !�We 
 ��� 
c� vitesse de convergence v selon �t 
 !�We 
 ���

La quantit�e ��v� est alors le nombre moyen d�it�erations asymptotiquement
n�ecessairement �a une r�eduction de la norme de l�erreur d�un facteur �egal au
nombre e� Lorsque jaj � �� la convergence ne peut plus �etre obtenue en une
it�eration� et est alors g�en�eralement plus lente�

���� �Ecoulements complexes et singularit�es

On consid�ere le sch�ema 
���
 �� ayant en vue de remplacer T et V par des
espaces de dimension �nie Th et Vh� et de rechercher la solution stationnaire
approch�ee 
��h � u

�
h� correspondante 
voir ��� pour une pr�esentation d�etaill�ee

des formes matricielles correspondantes��
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Figure �� �Ecoulement bidimensionnel en contraction
brusque ��� 
a 
 �� � 
 �� � We 
 ���� � 
a� r�esidu �n

selon l�it�er�e n� 
b� vitesse de convergence v� selon �t�

Observons les r�esultats rassembl�es dans les �gures � et �� L��ecoulement
a lieu dans une g�eom�etrie plane �a contraction brusque de rapport � �a ��
La solution stationnaire approch�ee U�h n��etant pas connue a priori� nous
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Figure �� �Ecoulement bidimensionnel en contraction
brusque ��� 
a 
 �� � 
 �� � We 
 ��� � 
a� r�esidu �n

selon l�it�er�e n� 
b� vitesse de convergence v� selon �t�

mesurons la convergence de l�it�er�e Un
h vers U�h �a l�aide de �n� la norme du

r�esidu A
Un
h� � F du probl�eme stationnaire� Pour un pas de temps choisis

assez petit� le r�esidu A
U�h� � F tend z�ero� Par cons�equent� le sch�ema

���
 � appara�#t comme une m�ethode it�erative d�ecoupl�ee pour la r�esolution
du probl�eme stationnaire A
U�h� 
 F� Le probl�eme r�esolu n�est pas plus
di�usif 
ou plus r�egulier�� comme ce peut �etre le cas dans certaines approches
it�eratives pour ce type de simulation� mais bien A
U�h� 
 F�

La �gure ��a met en �evidence des changement de pente durant les it�erations�
La deuxi�eme partie de la courbe exprime la convergence plus lente d�un
groupe sp�eci�que de composantes du r�esidu� Nous conjecturons que ces com�
posantes sont dues �a la pr�esence de grandes valeurs propres de l�op�erateur
A�� En e�et� A� fait intervenir le terme �a
��ru�h�� et ru�h devient grand au
voisinage de la singularit�e� D�o�u la n�ecessit�e de r�eduire �t a�n de ma�#triser
les valeurs propres de 
I � ��tS��A�� et 
I 	 ���tS��A��

�� appara�#ssant
dans l�op�erateur d�it�eration du sch�ema�

Par un choix particulier de �t� on annule la vitesse asymptotique de
convergence v� 
 limn��
� log j�nj��n 
�gure ��b�� le r�esidu se stabilise

�gure ��a� �t 
 ����� et �gure ��a� �t 
 ������ On ne manquera pas de faire
le rapprochement avec la m�ethode de la puissance it�er�ee pour les probl�emes
de valeurs propres 
c�f� ���� par exemple�� En particulier� les pulsations
du r�esidu� au voisinage du pas de temps critique 
�gure ��a� �t 
 ������
expriment la pr�esence de valeurs propres complexes conjugu�ees� Pour des
pas de temps plus �elev�es� ces composantes vont aller en amplitude croissante�
d�o�u l�aspect particulier� en $V�� des courbes obtenues 
�gure ��a� �t 
 ���
et �gure ��a� �t 
 ���� On pourra aussi faire l�analogie avec une condition
de type Courant�Friedrichs�L�ewy� remarquant cependant qu�ici la condition
de stabilit�e d�epend de plus de la nature de la singularit�e et du maillage au
voisinage de cette singularit�e�

Signalons en�n que sch�ema a �et�e �etendu au cas du mod�ele de Phan�
Thien et Tanner mentionn�e au paragraphe �� Dans ���� sur une g�eom�etrie
complexe� et dans le cas jaj � �� on construit par un proc�ed�e de cheminement
des branches de solutions stationnaires� et on met en �evidence les propri�et�es
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asymptotiques des �ecoulements pour les grandes valeurs de We� ceci pour
di��erents param�etres du mod�ele� Ces r�esultats de propri�et�es asymptotiques
sont� �a notre connaissance� les premiers relatifs �a ce type de simulation pour
les mod�eles visco�elastiques �a loi de comportement de type di��erentiel�

Nous pouvons r�esumer les principales conclusion comme suit �

� La r�esolution du probl�eme 
���
�� par le sch�ema 
���
 � se ram�ene �a
r�esoudre une succession de probl�emes plus simple� de type Stokes et de
type transport du tenseur des extra�contraintes�

� � 
 �� ��
p
� est un choix int�eressant dans le cas newtonien 
We 
 ��

c�f� proprosition ��� et dans le cas visco�elastique 
c�f� paragraphes ���
et ����� la m�ethode �etant alors d�ordre deux en temps�

� Le sch�ema 
���
 � est conditionnellement stable d�es que We 	 ��
� Lors de la recherche de la solution stationnaire� le pas de temps �t ap�
para�#t comme un param�etre de commande sur la vitesse de convergence
de la m�ethode� La vitesse maximum de convergence d�epend aussi des
param�etres a et We du mod�ele�

� Dans le cas particulier de l�approximation de la solution stationnaire
d�un �ecoulement pr�esentant une singularit�e� la vitesse maximum de
convergence d�epend principalement de l�aspect de la solution approch�ee
dans un voisinage de la singularit�e� En particulier� elle va alors d�ependre
fortement du maillage dans ce voisinage� Le pas de temps doit alors
�etre choisi d�autant plus petit que les �el�ements sont petits dans ce voisi�
nage 
on pourra penser �a une condition de type CFL mais locale �a la
singularit�e� et d�ependante de la nature de cette singularit�e��
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