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R�esum�e

Le but de ce papier est de mettre l�accent sur les di�cult�es majeures que l�on rencontre pour
simuler des �ecoulements transitoires de �uides incompressibles derri�ere des obstacles ainsi que
pour analyser les solutions obtenues� Il est hors de question de pr�etendre �a l�exhaustivit�e�
seuls certains aspects sont pr�esent�es ici� En premier lieu les conditions aux limites arti�cielles
du domaine de calcul et la prise en compte des obstacles� Ces deux points conditionnent
pour beaucoup le choix de l�approximation selon le maillage utilis�e et l�aptitude �a calculer
des solutions �a nombres de Reynolds �elev�es� C�est �a dire des solutions transitoires vers la
turbulence� L�a r�eside un nouvel �ecueil car il est tr�es di�cile de quali�er pr�ecis�ement une
solution avec des outils d�analyse classique d�es qu�elle n�est plus strictement p�eriodique�

� Introduction

Il est impossible de faire une revue exhaustive de toutes les m�ethodes mises en 	uvre pour
approcher les �equations de Navier
Stokes r�egissant l��ecoulement d�un �uide incompressible
tellement les chercheurs du monde entier ont �et�e prolixes sur le sujet depuis trente ans� Ils
ont fait montre d�une grande imagination et toutes les m�ethodes invent�ees ont �et�e appliqu�ees
�a la r�esolution de ces �equations� On peut d�ailleurs s�en convaincre �a la lecture des nombreux
livres ��� 
�� 
�� 
�� ��� ��� ��� ou en participant �a une des conf�erences internationales qui
traite en tout ou partie du sujet �
�� ��� ��� 
�� 
��� On est encore loin de pouvoir calculer un
�ecoulement turbulent par simulation directe des �equations de Navier
Stokes et les nombres
de Reynolds que l�on peut traiter sont encore loins de la r�ealit�e physique� Cependant� il
y a quelques progr�es de faits en parall�ele avec le d�eveloppement des moyens de calcul qui
laissent esp�erer que cela sera possible dans le futur� Nous pr�esentons ici quelques aspects des
recherches r�ecentes e�ectu�ees sur les conditions aux limites arti�cielles du domaine de calcul�
la repr�esentation des obstacles� l�approximation num�erique� les m�ethodes de r�esolution et
l�analyse des solutions calcul�ees� Nous ne pr�etendons nullement que les choix pr�esent�es sont
toujours optimaux mais ils correspondent �a une r�ealit�e et permettent de faire des simulations
proches des limites de l��etat de l�art actuel� Il est en e�et possible de calculer des solutions
transitoires en �D et m�eme en �D si l�on tire parti au mieux des ordinateurs modernes� On est
alors confront�e �a une nouvelle di�cult�e qui est l�analyse des solutions� Des outils classiques
comme la transform�ee de Fourier quali�ent bien les solutions p�eriodiques mais il est toujours
aussi di�cile d�analyser ce qui se passe au del�a� Le processus de transition vers le chaos et
la turbulence demeure un peu myst�erieux faute d�outils d�analyse su�samment puissants�
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� Le mod�ele de Navier�Stokes

��� Les �equations

A partir des �equations de conservation de la m�ecanique des milieux continus� il est fa

cile d�obtenir les �equations de Navier
Stokes r�egissant l��ecoulement d�un �uide newtonien
incompressible dans un domaine � � IRN avec N � �

�tU � �U � r�U �



Re
�U �rp � F dans�T � � � ��� T � �
�

div U � � dans�T � ���

La premi�ere �equation peut s��ecrire

�tU � �U � r�U � div ���U� p� � F dans�T ���

ou bien

�tU � �U � r�U � div ��U� p� � F dans�T ���

o�u ���U� p� et ��U� p� sont respectivement le pseudo tenseur des contraintes et le tenseur des
contraintes d�e�nis par �

���U� p� �



Re
rU � p I ���

��U� p� �
�

Re
D�U � � p I avec D�U �ij �




�

�
�ui
�xj

�
�uj
�xi

�
� �

o�u U � �ui�i est le vecteur vitesse� p la pression� Re le nombre de Reynolds adimensionn�e
et F repr�esente les forces ext�erieures� Dans la plupart des cas F � � et le mouvement est
induit par une condition aux limites de Dirichlet non homog�ene impos�ee sur une partie !D
du bord � ��

Ces �equations en variables primitives vitesse
pression peuvent �etre transform�ees en faisant
appara�itre le rotationnel � � r� U � Ce qui donne �

�t � � �U � r�� �



Re
�� � �� � r�U �r� F dans�T

r� U � � dans�T

divU � � dans�T

���

o�u une partie du terme de convection est trait�ee comme un terme source dans la premi�ere
�equation " en dimension deux ce terme est nul� Il y a d�autres formulations possibles� en
particulier en dimension deux en faisant appara�itre la fonction de courant �voir �
�� pour
une discussion plus compl�ete��

��� La donn�ee initiale

Les �equations d��evolution �
� ��� n�ecessitent l�ajout d�une condition initiale

U �x� �� � U��x� dans � ���
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o�u d�un point de vue math�ematique U� doit appartenir au bon espace� en particulier U� doit
a priori satisfaire les conditions aux limites et �etre �a divergence nulle� Ce qui n�est pas si
facile �a r�ealiser en pratique� L�exp�erience num�erique montre que ce n�est pas obligatoire et
que cela est automatiquement induit par les premiers pas de temps�
Une autre question li�ee �a la condition initiale est l�utilisation de sch�emas en temps d�ordre
�elev�e qui n�ecessitent plusieurs donn�ees initiales U�j�x�� � � j � J pour d�emarrer le calcul�
Une solution tr�es simple est de poser U�j�x� � U��x� pour � � j � J � On peut aussi utiliser
un sch�ema d�Euler aux premiers pas de temps mais cela n�am�eliore pas notablement le calcul�

��� Les conditions aux limites

Dans tous les probl�emes d��equations aux d�eriv�ees partielles il est indispensable de bien
traiter les conditions aux limites� Ici� elles sont de trois types � d�entr�ee� d�adh�erence sur les
parois rigides et de sortie ou ouvertes sur les fronti�eres arti�cielles du domaine de calcul� Dans
les deux premiers cas� il su�t d�imposer des conditions de Dirichlet� Par contre� le dernier
cas n�est pas trivial et est �a lui seul g�en�erateur d�une importante prose et de nombreux
tests ��
� ��� Ces trois types de condition sont indispensables par exemple si on veut calculer
l��ecoulement con�n�e ou non derri�ere un obstacle� Voir la �gure 
 o�u le domaine � a pour
bord �� � !D � !� � !� � !N �
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Fig� � � Domaine de calcul

Sur !D l��ecoulement in�ni amont �U�� p�� est impos�e� Si l��ecoulement est libre il su�t
d�imposer un �ecoulement constant et si l��ecoulement est con�n�e on impose un �ecoulement
de Poiseuille �a l�entr�ee� Sur !� il ya une condition d�adh�erence U � � comme sur !� si
le maillage est adapt�e �a la g�eom�etrie de l�obstacle� on verra au paragraphe suivant qu�il
y a d�autres possibilit�es pour repr�esenter l�obstacle� Quant �a la condition a imposer sur
!N elle est loin d��etre �evidente� En e�et si !D n�est pas trop pr�es de l�obstacle �� � la
condition de Dirichlet en entr�ee est correcte car elle ne g�en�ere pas de perturbations� Par
contre� m�eme si la fronti�ere avale est relativement �eloign�ee de �� la plupart des conditions
aux limites produisent de fortes r�e�exions des tourbillons convect�es par l��ecoulement sur la
limite arti�cielle du domaine de calcul� Comme cela est d�u uniquement �a la limitation impos�ee
par les moyens de calcul� il ne faut pas compter sur la physique pour nous dire quelle est
la bonne condition qui permet d�obtenir sur le domaine tronqu�e la restriction de la solution
sur le domaine in�ni� les num�ericiens utilisent essentiellement deux voies� Soit ils rajoutent
derri�ere le domaine de calcul un zone tampon �a l�int�erieur de laquelle les �equations sont
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modi��ees ��� ���� soit ils imposent les meilleures conditions connues� Il y a eu de nombreux
travaux dans ce sens et nous renvoyons �a ��
� et aux nombreuses r�ef�erences bibliographiques
que contient cette excellente revue pour une pr�esentation plus compl�ete� La condition la plus
utilis�ee est sans conteste la condition de traction nulle ��U� p�n � � que nous g�en�eralisons
dans ��� par

���U� p�n � ���U�� p��n

ou bien
��U� p�n � ��U�� p��n

pour un �ecoulement de Stokes et par

���U� p�n� �

�
�U � n���U � U�� � ���U�� p��n ���

ou bien

��U� p�n� �

�
�U � n���U � U�� � ��U�� p��n �
��

pour un �ecoulement de Navier
Stokes avec la notation a � a� � a�� Le terme inertiel
suppl�ementaire est nul sauf si U�n est n�egatif� de fa#con �a faciliter la convection des tourbillons
et supprimer les r�e�exions quand l��ecoulement est rentrant� A partir d�une formulationmixte�
on peut montrer par la m�ethode de l��energie que les conditions ��� ou bien �
�� conduisent
�a un probl�eme bien pos�e ���� Ces conditions sont de plus en plus utilis�ees dans les centres de
recherche et l�industrie�

��� L�obstacle

La m�ethode la plus classique pour repr�esenter l�obstacle est de construire un maillage qui
approche au mieux sa fronti�ere !� � Cela induit le plus souvent l�utilisation d�un maillage
non structur�e et force le choix de l�approximation mais la condition d�adh�erence peut �etre
impos�ee exactement aux points de discr�etisation sur !� � Si l�on veut utiliser des m�ethodes
spectrales ou aux di��erences �nies sur maillage cart�esien� il faut trouver un autre moyen de
prendre en compte l�obstacle� En d�autres termes il faut forcer la condition d�adh�erence �a
la paroi ou bien l��ecoulement a �etre nul �a l�int�erieur de l�obstacle� A la suite de ����� divers
auteurs ont ajout�e deux termes de p�enalisation de la vitesse et de son int�egrale en temps
sur !� dans l��equation de conservation de la quantit�e de mouvement� Les points d�e�nissant
!� sont soit les sommets les plus proches� soit les points d�intersection de la surface avec les
lignes de maillage� Dans ce dernier cas� les interpolations doivent �etre bien choisies �
�� ����
Il appara�it de surcro�it qu��a grands nombres de Reynolds il faut p�enaliser sur le volume de
l�obstacle et non seulement sur sa surface pour obtenir des solutions correctes ����� Une autre
id�ee est d�assimiler l�obstacle �a un milieu poreux de perm�eabilit�e tr�es faible K� Cela revient
d�une certaine fa#con �a r�esoudre les �equations de Navier
Stokes dans le �uide et les �equations
de Darcy dans le solide� Un moyen d�y parvenir est de p�enaliser la vitesse ou l��equation de
Darcy dans le solide� C�est �a dire de remplacer les �equations �
����� par

�tU � �U � r�U �



Re
�U �

U

K
�rp � F dansDT � D � ��� T � �

�

divU � � dansDT �
��

ou bien

�tU � �U � r�U �



Re
�U �




K
�
U

K
�rp� �rp � F dansDT � D � ��� T � �
��

divU � � dansDT �
��
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sur D � ��!� ��� o�u K est pris tr�es grand dans le �uide et petit dans le solide� On peut
montrer alors que la solution de �

���
�� converge vers la solution des �equations de Navier

Stokes et des tests num�eriques montrent que pour K � 
��� dans le solide les solutions sont
indiscernables �
�� Evidemment� cela rajoute des calculs puisqu�il faut r�esoudre les �equations
�

�� �
�� en plus dans ��� Cependant ce surco�ut est en g�en�eral n�egligeable devant le gain
r�ealis�e par l�utilisation d�un maillage cart�esien� De plus� le champ de pression est calcul�e dans
��� ce qui permet de d�eterminer les forces de tra�in�ee et de portance � ��

� Simulation num�erique

��� L�approximation

De nombreux auteurs ont �ecrit des livres entiers pour d�ecrire un type d�approximation
des �equations de Navier
Stokes ��� 
�� 
�� 
�� ��� ��� ���� Il n�est donc pas dans notre propos
d�essayer de r�esumer ces livres en quelques lignes mais plut�ot de mettre l�accent sur les
di�cult�es majeures que sont l��equilibre entre les termes de convection et de di�usion et la
contrainte de divergence nulle� Il est maintenant reconnu que les termes de convection doivent
�etre trait�es explicitement pour �eviter l�ajout d�un terme de di�usion num�erique en temps�
Cela signi�e que ces termes sont exprim�es au temps n�t pour calculer la solution au temps
�n�
��t� Par contre� tous les autres termes peuvent �etre discr�etis�es implicitement au temps
�n � 
��t� L�approximation elle
m�eme ne semble pas �etre d�eterminante et il est possible de
calculer des solutions correctes quel que soit le choix r�ealis�e� Ce choix est plus li�e au maillage
et donc �a la m�ethode utilis�ee pour prendre en compte l�obstacle� Sur maillage non structur�e
c�est souvent la m�ethode des volumes �nis qui est utilis�ee �� �� Avec p�enalisation de l�obstacle
il est possible d�utiliser des di��erences �nies ��� ou une m�ethode spectrale ��
� ���� Dans tous
les cas� on obtient un syst�eme lin�eaire assez bien conditionn�e et facile �a inverser car les termes
de convection sont report�es au second membre�

Il est imp�eratif d�apporter un soin particulier �a la discr�etisation des termes de convection�
Cela garantit en e�et �a la fois la stabilit�e et la pr�ecision du calcul� Il est important de remar

quer que toute di�usion num�erique apport�ee par le sch�ema d�approximation vient s�ajouter
�a � �

Re
�U et donc change la valeur du nombre de Reynolds� Par exemple� la discr�etisation

de

u
�u

�x

au point j en dimension un par un sch�ema d�ecentr�e du premier ordre

unj �u
n
j � unj�����x �
��

dans le cas o�u unj est positif correspond �a une approximation du second ordre de

u
�u

�x
�

�x

�

�

�x
�juj

�u

�x
�

et donc le nombre de Reynolds est diminu�e� Ce qui a pour e�et de stabiliser le processus
de calcul mais supprime tout sens quantitatif aux r�esultats� Seule une analyse qualitative de
la solution en fonction de la croissance du nombre de Reynolds reste alors possible� Encore
aujourd�hui il est di�cile de dire quel est le nombre de Reynolds critique pour lequel il y a
perte de stabilit�e de la solution stationnaire pour le probl�eme de la cavit�e entra�in�ee� Ceci
parce qu�il est voisin de 
�� et proche des limites du calcul� au moins il n�est pas facile
d�obtenir une grande pr�ecision pour de telles valeurs� Il est cependant possible d��ecrire des
sch�emas moins di�usifs que �
��� On peut par exemple le remplacer par

unj���� ��u
n
j � �unj�� � unj������x� unj���� ��u

n
j � �unj�� � unj������x �
 �
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si unj���� est positif et unj���� est negatif� Les r�esultats num�eriques pr�esent�es au chapitre �

sont obtenus avec les sch�ema ci
dessus� Dans le cas de la cavit�e entra�in�ee� cela permet de
situer la premi�ere bifurcation de Hopf aux alentours de ���� " ce qui semble �etre une bonne
valeur du nombre de Reynolds critique comme en t�emoigne les travaux r�ecents sur le sujet
���� 
��� Les autres r�esultats sont obtenus g�en�eralement avec des sch�emas compacts d�ordre
�elev�e�

L�autre point cl�e est la prise en compte de la contrainte de divergence nulle et de nom

breuses m�ethodes sont envisageables� En �el�ements �nis� il y a eu diverses constructions de
l�espace approch�e o�u la contrainte ��� est satisfaite au sens fort ou en un sens faible ����� En
di��erences �nies� un moyen tr�es simple d�approcher ��� est d�utiliser un sch�ema centr�e aux
points en pression d�une grille d�ecal�ee ��gure ��� Ce qui permet de satisfaire la condition sur
une maille sans interpolation et de relier les inconnues�

u�

u� p u�

u�

Fig� � � Une maille avec ses inconnues d�ecal�ees

Parmi les autres possibilit�es� la plus c�el�ebre est sans aucun doute la m�ethode de dualit�e
�evoqu�ee ci
dessous�

��� La convergence

Le dernier point est le processus de r�esolution global qui conditionne la vitesse de conver

gence �a chaque pas de temps et donc la facult�e de suivre les solutions au cours de simulations
en temps longs� Un des choix possibles est de consid�erer les �equations de Navier
Stokes comme
un probl�eme de minimisation avec contrainte o�u la pression joue le r�ole de multiplicateur
de Lagrange� La convergence est obtenue par l�algorithme d�Uzawa auquel est associ�e une
m�ethode de gradient pr�econditionn�e performante pour l�inversion du syst�eme lin�eaire�

Une autre voie est de d�ecomposer la solution selon ses di��erentes �echelles� Dans lam�ethode
de Galerkin non lin�eaire ces �echelles sont s�epar�ees en deux parties� grandes et petites� qui sont
captur�ees simultan�ement� Dans l��etat actuel cela permet d�obtenir un gain de performances
signi�catif par rapport �a la m�ethode classique quelle que soit l�approximation utilis�ee� Dans
le m�eme ordre d�id�ees� la m�ethode multigrille est un outil tr�es puissant ��� 
 �� En e�et�
avec une simple m�ethode it�erative de relaxation� il est tr�es facile de capturer les �echelles
li�ees �a une grille� Donc en utilisant une suite de grilles contenant en particulier des grilles
tr�es grossi�eres� on peut capturer rapidement l�ensemble des �echelles couvertes par toutes les
grilles� y compris les basses fr�equences " la grille la plus �ne donnant la limitation des hautes
fr�equences accessibles ��� ����

Dans tous les cas� il faut viser la performance maximale car pour faire des simulations
directes de la transition vers la turbulence� il faut �a la fois utiliser des grilles tr�es �nes et
calculer la solution sur de longs intervalles de temps� Aujourd�hui une simulation �a nombre
de Reynolds moyen peut consommer plusieurs jours voire plusieurs semaines de temps de
calcul sur une station de travail de haut de gamme�
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� Applications num�eriques

Tous les tests pr�esent�es sont calcul�es �a partir des �equations p�enalis�ees �
�� �
�� et utilisent
les conditions aux limites �
�� sur les limites arti�cielles autres que la section d�entr�ee sur
laquelle est impos�e l��ecoulement amont� Les simulations en dimension deux correspondent �a
un domaine de calcul identique ou similaire �a celui repr�esent�e �gure 
� Les �equations sont
discr�etis�ees comme indiqu�e ci
dessus en di��erences �nies sur maillages d�ecal�es pour un sch�ema
de Gear du troisi�eme ordre en temps� La m�ethode de r�esolution �a chaque pas de temps est une
m�ethode multigrille avec relaxation maille �a maille comme lisseur ���� Pour valider l�ensemble
de l�approximation� on commence par calculer l��ecoulement non con�n�e derri�ere un cylindre
pour lequel on dispose d�exp�eriences physiques et d�une nombreuse litt�erature� Le domaine
de calcul est le rectangle ��� �� � ��� 
� incluant un cylindre de diam�etre d � ��� centr�e au
point �
� ����� L��ecoulement amont est constant Uam � �
� �� et impos�e sur !D " assurant un
d�ebit de 
� Le nombre de Reynolds r�eel est donc �egal �a Ry � Re � d� Le tableau 
 donne
une comparaison du nombre de Strouhal St � fd�Uam o�u f est la fr�equence pour di��erentes
valeurs du nombre de Reynolds Ry� Les r�esultats obtenus sur une grille �ne de �� �  �
points sont en parfaite harmonie avec ceux estim�es par les physiciens ����� ils montrent ainsi
la pr�ecision du processus global conduisant au calcul des solutions approch�ees au moins pour
des nombres de Reynolds modestes�

Re Ry St calcul�e St estim�e dans ���	

�

 �
 
���
 
����

�

 �

 
���
 
���


�

 ��
 
���� 
����

Tab� � � Comparaison du nombre de Strouhal

Les tests qui suivent correspondent �a l��ecoulement con�n�e derri�ere un cylindre dans un
canal� Le domaine de calcul est celui de la �gure 
 o�u D � ��� L� � ��� 
� avec L � � ou
L � � et le cylindre de diam�etre d � ��� est centr�e au point �
� �����

Fig� � � Solution �a Re � �



Cette fois
ci l��ecoulement amont est un �ecoulement de Poiseuille de d�ebit 
 donn�e par
Uam � � x��
 � x��� ��� Les tests sont e�ectu�es sur un maillage de �� �  � cellules et
pr�esent�es en fonction du nombre de Reynolds adimensionn�e Re� Le nombre de Reynolds r�eel
est donc d�eduit directement par Ry � Re � d et donc Re � 
�� correspond �a Ry � ���
Pour cette valeur� la solution est stationnaire et sym�etrique par rapport �a l�axe x� � ����
On observe une zone de recirculation derri�ere le cylindre qui augmente en fonction de Re�
bien visible sur les isolignes de la fonction de courant ��gure ��� Ensuite� quand Re cro�it�
la solution stationnaire devient instable au pro�t d�une solution p�eriodique qui reste stable
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pour une large plage de nombres de Reynolds� Au d�ebut� la zone de recirculation oscille entre
le haut et le bas du cylindre� Ce qui permet de calculer pr�ecis�ement le nombre de Reynolds
critique car il correspond �a la perte de sym�etrie de la solution� Ceci est bien entendu li�e �a la
g�eom�etrie tr�es particuli�ere�

Fig� 
 � Comparaison des solutions obtenues sur le domaine � avec L � 
 et L � �

Pour calculer des �ecoulements plus complexes� on utilise une grille �ne de �
��
��mailles
�la grille grossi�ere comporte 
 �� mailles� et un pas de temps �egal �a ��
���� Pour Re � 
���
par exemple l��ecoulement reste p�eriodique et on peut observer une all�ee de tourbillons qui
sont convect�es vers l�aval� C�est sur cette solution que nous mettons en �evidence la pertinence
des conditions aux limites �
��� En e�et la solution calcul�ee sur un domaine plus court est
quasi identique �a la restriction de la solution calcul�ee sur le grand domaine comme on peut
le voir sur les lignes isotourbillons ��gure ��� Il est �a noter que les deux solutions sont
calcul�ees avec exactement les m�emes param�etres et que la simulation est faite exactement
sur le m�eme intervalle de temps� La seule di��erence est la longueur du domaine L � � ou
L � �� On voit en particulier qu�aucune r�e�exion ni aucun retard n�est induit par la coupure
arti�cielle du domaine� Cela montre que les tourbillons� aussi gros soient
ils� sont convect�es
par l��ecoulement �a la bonne vitesse�

Quand on fait cro�itre le nombre de Reynolds� on observe une solution p�eriodique jusqu��a
Re � ���� mais dont la nature �evolue� En e�et� une analyse de Fourier montre qu�approxi

mativement de Re � ��� �a Re � ����� l��ecoulement est p�eriodique avec la m�eme fr�equence
fondamentale fm � 
 qui d�epend des di��erents param�etres ��gure ��� Mais de Re � ���� �a
Re � � ��� on voit appara�itre deux sous harmoniques correspondant �a f � fm

�
et �fm

�
� En�n

pour Re � ���� il appara�it sept sous harmoniques correspondant �a f � fm
�

et ses multiples
��gure ���

L�apparition de ces sous harmoniques pourrait correspondre �a la fusion de plusieurs tour

billons pour constituer une all�ee tourbillonnaire de von Karman� Il est clair que ce comporte

ment qualitatif d�epend fortement de la g�eom�etrie du probl�eme� En e�et� le fait de remplacer
le cylindre �a section circulaire par un cylindre �a section carr�ee de c�ot�e d � ��� change le
nombre de sous harmoniques� Pour tous les tests qui pr�ec�edent� une analyse de Fourier s�est
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Fig� � � Spectre et portrait de phase pour Re � ����� ���� et 	
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r�ev�el�ee tr�es e�cace pour analyser les signaux temporels enregistr�es en un point quelconque
du domaine choisi en aval de l�obstacle� De plus les r�esultats obtenus en analysant la vitesse
en divers points sont identiques� Une vue du portrait de phase donne une information vi

suelle imm�ediate qui corrobore les r�esultats de l�analyse� En e�et la courbe ferm�ee triple �a
Re � ���� montre clairement la pr�esence des deux sous harmoniques ��gure ��� Par contre
une analyse en ondelettes ne s�av�ere pas plus riche en informations et est moins pr�ecise sur
la d�etermination des fr�equences� On peut voir sur la �gure  qu�elle d�etecte bien la m�eme
fr�equence fondamentale et les m�emes sous harmoniques de la solution �a Re � �����

Fig� � � Analyse en ondelettes du signal �a Re � 	
��

A Re � ����� une simulation sur un temps long �T � ���� montre que la solution alterne
entre deux etats� Il est bien connu que les ondelettes sont a priori id�eales dans ce cas de �gure
��� ��� ��� mais ici la transition entre les deux �etats est lente et correspond pratiquement �a un
morceau de spectre continu� Aussi l�analyse est tr�es d�elicate et les r�esultats obtenus avec une
transformation de Fourier �a fen�etre ou une transformation en ondelettes sont comparables
et un peu d�ecevants dans la mesure o�u ils n�apportent pas d�information suppl�ementaire �a
ce que l�	il per#coit sur le signal temporel ��gure ���

Pour de plus grands nombres de Reynolds la solution devient chaotique� On voit claire

ment la pr�esence de structures d�esordonn�eees sur la �gure � avec des zones de forte activit�e
et des zones de repos r�ev�el�ees par les lignes isotourbillons� L�analyse du signal temporel
n�apporte pas beaucoup d��el�ements nouveaux� La fr�equence fondamentale semble toujours
pr�esente avec quelques variations au cours du temps� Le spectre s�est �epaissi� en particulier
vers les basses fr�equences et le plan de phase ressemble �a un plat de nouilles� Une analyse
plus �ne en ondelettes ne donne aucune indication suppl�ementaire� Un algorithme de type
matching pursuit ���� pourrait peut
�etre apporter quelques informations �a condition de trou

ver le bon dictionnaire� Un autre aspect de l�analyse est de suivre les structures au cours du
temps pour mettre en �evidence la fusion ou l��eclatement de tourbillons� Il y a eu quelques tra

vaux en ondelettes pour comprimer des �ecoulements turbulents en dimension deux �

�� Les
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Fig� � � Analyse de Fourier �a fen�etre et en ondelettes du signal �a Re � 	���
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r�esultats montrent qu�il est possible de capturer les structures essentielles� reste �a voir si on
peut raisonnablement les suivre au cours du temps et en tirer des informations pertinentes�

Fig� � � Solution �a Re � �





Le calcul d��ecoulements transitoires ou turbulents en dimension deux est souvent remis en
question car la turbulence est r�eput�ee par essence tridimensionnelle� Une rencontre r�ecente
avec Hamid Kellay nous a montr�e que de nombreux physiciens travaillent sur la turbulence
�D� Lui fait en particulier une exp�erience qui consiste �a construire un �ecoulement bidimen

sionnel� Il s�agit d�un �lm de savon de cinq centim�etres de largeur s��ecoulant entre deux �ls
de p�eche verticaux tendus� La r�egulation du d�ebit permet de couvrir une plage importante de
nombres de Reynolds� Il est alors possible de visualiser des �ecoulements turbulents derri�ere
l�obstacle de son choix� L��epaisseur du �lm varie en fonction des structures turbulentes et
est consid�er�ee comme un traceur passif au m�eme titre qu�un panache de fum�ee� En faisant
l�hypoth�ese que le r�ole de la tension super�cielle est n�egligeable� nous avons simul�e cette
exp�erience pour une rang�ee de cinq cylindres de diam�etre d � ��
 �a une distance di � ��
 les
uns des autres dans le domaine D � ��� ��� ��� 
�� On a alors Ry � Re � d pour comparer
avec l�exp�erience� Les premiers r�esultats num�eriques montrent que l��ecoulement pr�esente les
m�emes caract�eristiques qualitatives � une premi�ere zone o�u l�on voit clairement les lachers de
tourbillons altern�es de taille d� une deuxi�eme zone de tourbillons de taille �d et une zone plus
�eloign�ee d�allure chaotique ��gure ��� Par ailleurs une premi�ere analyse statistique montre
que la zone inertielle est bien captur�ee pour des modes sup�erieurs �a la fr�equence fondamen

tale et ob�eit pratiquement �a la bonne loi de puissance ���� � �� Il est �a noter que la zone
inertielle ne peut �etre correctement captur�ee que si le maillage �ou la troncature pour une
m�ethode spectrale� le permet� Au del�a� on n�obtient qu�une zone dissipative�

� Conclusion

Il est aujourd�hui possible� surtout en dimension deux� de calculer des solutions transi

toires �a partir d�une simulation directe des �equations de Navier
Stokes� Ces solutions donnent
une bonne repr�esentation qualitative de la transition vers le chaos mais leur sens quantitatif
est beaucoup plus discutable� En utilisant au mieux les progr�es de l�approximation et les
capacit�es des ordinateurs� on peut augmenter le nombre de points n�ecessaires �a la capture
des principaux ph�enom�enes et esp�erer calculer de bonnes solutions� Cependant� il est di�cile
avec les moyens d�analyse dont on dispose de bien les �etudier�
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