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Calcul d’écoulements incompressibles
derriere des obstacles
et analyse des solutions transitoires

Charles-Henri Bruneau™

Résumé

Le but de ce papier est de mettre ’accent sur les difficultés majeures que ’on rencontre pour
simuler des écoulements transitoires de fluides incompressibles derriére des obstacles ainsi que
pour analyser les solutions obtenues. Il est hors de question de prétendre & ’exhaustivité,
seuls certains aspects sont présentés ici. En premier lieu les conditions aux limites artificielles
du domaine de calcul et la prise en compte des obstacles. Ces deux points conditionnent
pour beaucoup le choix de I'approximation selon le maillage utilisé et 'aptitude a calculer
des solutions & nombres de Reynolds élevés. C’est a dire des solutions transitoires vers la
turbulence. La réside un nouvel écueil car il est tres difficile de qualifier précisément une
solution avec des outils d’analyse classique des qu’elle n’est plus strictement périodique.

1 Introduction

Il est impossible de faire une revue exhaustive de toutes les méthodes mises en ceuvre pour
approcher les équations de Navier-Stokes régissant 1’écoulement d’un fluide incompressible
tellement les chercheurs du monde entier ont été prolixes sur le sujet depuis trente ans. Ils
ont fait montre d’une grande imagination et toutes les méthodes inventées ont été appliquées
a la résolution de ces équations. On peut d’ailleurs s’en convaincre a la lecture des nombreux
livres [7, 12, 13, 19, 28, 33, 34] ou en participant & une des conférences internationales qui
traite en tout ou partie du sujet [18, 32, 25, 10, 17]. On est encore loin de pouvoir calculer un
écoulement turbulent par simulation directe des équations de Navier-Stokes et les nombres
de Reynolds que I'on peut traiter sont encore loins de la réalité physique. Cependant, il
v a quelques progrés de faits en parallele avec le développement des moyens de calcul qui
laissent espérer que cela sera possible dans le futur. Nous présentons ici quelques aspects des
recherches récentes effectuées sur les conditions aux limites artificielles du domaine de calcul,
la représentation des obstacles, ’approximation numeérique, les méthodes de résolution et
I’analyse des solutions calculées. Nous ne prétendons nullement que les choix présentés sont
toujours optimaux mais ils correspondent a une réalité et permettent de faire des simulations
proches des limites de 1’état de D’art actuel. Il est en effet possible de calculer des solutions
transitoires en 2D et méme en 3D si l’on tire parti au mieux des ordinateurs modernes. On est
alors confronté a une nouvelle difficulté qui est ’analyse des solutions. Des outils classiques
comme la transformée de Fourier qualifient bien les solutions périodiques mais il est toujours
aussi difficile d’analyser ce qui se passe au dela. Le processus de transition vers le chaos et
la turbulence demeure un peu mystérieux faute d’outils d’analyse suffisamment puissants.
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2 Le modeéle de Navier-Stokes

2.1 Les équations

A partir des équations de conservation de la mécanique des milieux continus, il est fa-
cile d’obtenir les équations de Navier-Stokes régissant 1’écoulement d’un fluide newtonien
incompressible dans un domaine Q C IRY avec N < 3

3tU—|—(U~V)U—%AU+Vp =F dansQp = Q x (0,7) (1)
divU =0 dansQry. (2)
La premieére équation peut s’écrire
U+ (U -VYU — dive(U,p) = F  dansQyp (3)
ou bien
U+ (U -VYU —dive(U,p) = F  dansQy (4)

ou &(U, p) et o(U, p) sont respectivement le pseudo tenseur des contraintes et le tenseur des
contraintes définis par :

N 1
a(U,p) = §VU - pl (5)
_ 2 _ 1 3ul 3Uj
o(Up) = ED(U) — pl avee D(U);; = 3 (31‘]’ + 31‘2') (6)

ot U = (u;); est le vecteur vitesse, p la pression, Re le nombre de Reynolds adimensionné
et F' représente les forces extérieures. Dans la plupart des cas F' = 0 et le mouvement est
induit par une condition aux limites de Dirichlet non homogeéne imposée sur une partie I'p
du bord 9 Q.

Ces équations en variables primitives vitesse-pression peuvent étre transformées en faisant
apparaitre le rotationnel w = V A U. Ce qui donne :

1
3tw+(U~V)W—R—Aw =(w-VU4+VAF dansQr
e

VAU =w dans Qr (7)

divU =0 dans Qp

ol une partie du terme de convection est traitée comme un terme source dans la premiere
équation ; en dimension deux ce terme est nul. Il y a d’autres formulations possibles, en
particulier en dimension deux en faisant apparaitre la fonction de courant (voir [15] pour
une discussion plus compléte).

2.2 La donnée initiale

Les équations d’évolution (1) (2) nécessitent ’ajout d’une condition initiale

U(x,0) = Uy(x) dans Q (8)
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ol d’un point de vue mathématique Uy doit appartenir au bon espace, en particulier Uy doit
a priori satisfaire les conditions aux limites et étre a divergence nulle. Ce qui n’est pas si
facile & réaliser en pratique. L’expérience numérique montre que ce n’est pas obligatoire et
que cela est automatiquement induit par les premiers pas de temps.

Une autre question liée & la condition initiale est I'utilisation de schémas en temps d’ordre
élevé qui nécessitent plusieurs données initiales U~/ (z),0 < j < J pour démarrer le calcul.
Une solution trés simple est de poser U7 (z) = Up(z) pour 0 < j < J. On peut aussi utiliser
un schéma d’Euler aux premiers pas de temps mais cela n’améliore pas notablement le calcul.

2.8 Les conditions aux limites

Dans tous les problemes d’équations aux dérivées partielles il est indispensable de bien
traiter les conditions aux limites. Ici, elles sont de trois types: d’entrée, d’adhérence sur les
parois rigides et de sortie ou ouvertes sur les frontieres artificielles du domaine de calcul. Dans
les deux premiers cas, il suffit d’imposer des conditions de Dirichlet. Par contre, le dernier
cas n’est pas trivial et est & lui seul générateur d’une importante prose et de nombreux
tests [31, 4]. Ces trois types de condition sont indispensables par exemple si on veut calculer
I’écoulement confiné ou non derriére un obstacle. Voir la figure 1 ol le domaine £ a pour
bord 92 =Tp Ul UT{ UTy.

o

0 r1 X1

Fic. 1 - Domaine de calcul

Sur I'p "écoulement infini amont (Ueo, poo) est imposé. Si I’écoulement est libre il suffit
d’imposer un écoulement constant et si I’écoulement est confiné on impose un écoulement
de Poiseuille a ’entrée. Sur I'y 1l ya une condition d’adhérence U = 0 comme sur I'y si
le maillage est adapté a la géométrie de ’obstacle. on verra au paragraphe suivant qu’il
v a d’autres possibilités pour représenter ’obstacle. Quant & la condition a imposer sur
I'x elle est loin d’étre évidente. En effet si I'p n’est pas trop prés de D'obstacle g, la
condition de Dirichlet en entrée est correcte car elle ne géneére pas de perturbations. Par
contre, méme si la frontiére avale est relativement éloignée de €2y la plupart des conditions
aux limites produisent de fortes réflexions des tourbillons convectés par ’écoulement sur la
limite artificielle du domaine de calcul. Comme cela est du uniquement a la limitation imposée
par les moyens de calcul, il ne faut pas compter sur la physique pour nous dire quelle est
la bonne condition qui permet d’obtenir sur le domaine tronqué la restriction de la solution
sur le domaine infini. les numériciens utilisent essentiellement deux voies. Soit ils rajoutent
derriére le domaine de calcul un zone tampon a l'intérieur de laquelle les équations sont
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modifiées [9, 30], soit ils imposent les meilleures conditions connues. Il y a eu de nombreux
travaux dans ce sens et nous renvoyons a [31] et aux nombreuses références bibliographiques
que contient cette excellente revue pour une présentation plus compléte. La condition la plus
utilisée est sans conteste la condition de traction nulle o(U, p)n = 0 que nous généralisons
dans [4] par

F(U,p)n = 6(Uco, Poo )2

ou bien
a(U,p)n = 0(Uco s Poo )2

pour un écoulement de Stokes et par

F(Up)n+ U 1)~ (U = U) = 6(Une. poc)n (9)
ou bien

o(U,pn+ 35U -n)" (U = Us) = 0(Uss, poc)n (10)
pour un écoulement de Navier-Stokes avec la notation ¢ = at — a~. Le terme inertiel

supplémentaire est nul saufsi U.n est négatif, de facon & faciliter la convection des tourbillons
et supprimer les réflexions quand I’écoulement est rentrant. A partir d’une formulation mixte,
on peut montrer par la méthode de ’énergie que les conditions (9) ou bien (10) conduisent
4 un probléme bien posé [3]. Ces conditions sont de plus en plus utilisées dans les centres de
recherche et 'industrie.

2.4 L’obstacle

La méthode la plus classique pour représenter I’obstacle est de construire un maillage qui
approche au mieux sa frontiere I'y. Cela induit le plus souvent 'utilisation d’un maillage
non structuré et force le choix de "approximation mais la condition d’adhérence peut étre
imposée exactement aux points de discrétisation sur I'g. S1 ’on veut utiliser des méthodes
spectrales ou aux différences finies sur maillage cartésien, il faut trouver un autre moyen de
prendre en compte 'obstacle. En d’autres termes il faut forcer la condition d’adhérence &
la paroi ou bien I’écoulement a étre nul & I'intérieur de 'obstacle. A la suite de [27], divers
auteurs ont ajouté deux termes de pénalisation de la vitesse et de son intégrale en temps
sur I'g dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement. Les points définissant
'y sont soit les sommets les plus proches, soit les points d’intersection de la surface avec les
lignes de maillage. Dans ce dernier cas, les interpolations doivent étre bien choisies [14, 30].
Il apparait de surcroit qu’a grands nombres de Reynolds il faut pénaliser sur le volume de
Iobstacle et non seulement sur sa surface pour obtenir des solutions correctes [30]. Une autre
idée est d’assimiler I’'obstacle a un milieu poreux de perméabilité tres faible K. Cela revient
d’une certaine fagon a résoudre les équations de Navier-Stokes dans le fluide et les équations
de Darcy dans le solide. Un moyen d’y parvenir est de pénaliser la vitesse ou 1’équation de
Darcy dans le solide. C’est & dire de remplacer les équations (1),(2) par

1 U
3tU+(U~V)U—EAU+K+Vp =F dansDp =D x (0,7) (11)
divlU =0 dans Dy (12)
ou bien
U+ (U-V)U 1AU+1(U+V)+V =F dansDp =D x (0,7) (13)
t Re Kk TYRTYE = ans T = ’
divU =0 dans Dy (14)
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sur D =QUIliUQy ou K est pris trés grand dans le fluide et petit dans le solide. On peut
montrer alors que la solution de (11),(12) converge vers la solution des équations de Navier-
Stokes et des tests numériques montrent que pour X = 10~% dans le solide les solutions sont
indiscernables [1]. Evidemment, cela rajoute des calculs puisqu’il faut résoudre les équations
(11), (12) en plus dans £2g. Cependant ce surcotit est en général négligeable devant le gain
réalisé par 'utilisation d’un maillage cartésien. De plus, le champ de pression est calculé dans
Qq, ce qui permet de déterminer les forces de trainée et de portance [6].

3 Simulation numérique

3.1 L’approximation

De nombreux auteurs ont écrit des livres entiers pour décrire un type d’approximation
des équations de Navier-Stokes [7, 12, 13, 19, 28, 33, 34]. Il n’est donc pas dans notre propos
d’essayer de résumer ces livres en quelques lignes mais plutot de mettre 'accent sur les
difficultés majeures que sont 1’équilibre entre les termes de convection et de diffusion et la
contrainte de divergence nulle. Il est maintenant reconnu que les termes de convection doivent
étre traités explicitement pour éviter I’ajout d’un terme de diffusion numérique en temps.
Cela signifie que ces termes sont exprimés au temps ndt pour calculer la solution au temps
(n 4+ 1)dt. Par contre, tous les autres termes peuvent étre discrétisés implicitement au temps
(n + 1)dt. L’approximation elle-méme ne semble pas étre déterminante et il est possible de
calculer des solutions correctes quel que soit le choix réalisé. Ce choix est plus lié au maillage
et donc a la méthode utilisée pour prendre en compte "obstacle. Sur maillage non structuré
c’est souvent la méthode des volumes finis qui est utilisée [26]. Avec pénalisation de I'obstacle
il est possible d’utiliser des différences finies [5] ou une méthode spectrale [21, 30]. Dans tous
les cas, on obtient un systéme linéaire assez bien conditionné et facile a inverser car les termes
de convection sont reportés au second membre.

Il est impératif d’apporter un soin particulier & la discrétisation des termes de convection.
Cela garantit en effet & la fois la stabilité et la précision du calcul. Il est important de remar-
quer que toute diffusion numérique apportée par le schéma d’approximation vient s’ajouter
a —ﬁAU et donc change la valeur du nombre de Reynolds. Par exemple, la discrétisation

de
ou

u —
Ox
au point j en dimension un par un schéma décentré du premier ordre

uf (uf —uj_y)/ox (15)

n

dans le cas ou u

est positif correspond & une approximation du second ordre de

Ju dz 0 Ju
" Ox 2 Jx (Ju 31‘)
et donc le nombre de Reynolds est diminué. Ce qui a pour effet de stabiliser le processus
de calcul mais supprime tout sens quantitatif aux résultats. Seule une analyse qualitative de
la solution en fonction de la croissance du nombre de Reynolds reste alors possible. Encore
aujourd’hui il est difficile de dire quel est le nombre de Reynolds critique pour lequel il y a
perte de stabilité de la solution stationnaire pour le probléme de la cavité entrainée. Ceci
parce qu’il est voisin de 10* et proche des limites du calcul, au moins il n’est pas facile
d’obtenir une grande précision pour de telles valeurs. 1l est cependant possible d’écrire des
schémas moins diffusifs que (15). On peut par exemple le remplacer par

u_y o (duf = Bbuf_y +uf_y) /30w —uf ., (4uf —Dufy, +ufy,) /30w (16)
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n
j+1/2
sont obtenus avec les schéma ci-dessus. Dans le cas de la cavité entrainée, cela permet de

si u?—1/2 est positif et u est negatif. Les résultats numériques présentés au chapitre 4
situer la premiére bifurcation de Hopf aux alentours de 7500 ; ce qui semble étre une bonne
valeur du nombre de Reynolds critique comme en témoigne les travaux récents sur le sujet
[25, 17]. Les autres résultats sont obtenus généralement avec des schémas compacts d’ordre
élevé.

L’autre point clé est la prise en compte de la contrainte de divergence nulle et de nom-
breuses méthodes sont envisageables. En éléments finis, il y a eu diverses constructions de
I’espace approché ol la contrainte (2) est satisfaite au sens fort ou en un sens faible [33]. En
différences finies, un moyen tres simple d’approcher (2) est d’utiliser un schéma centré aux
points en pression d’une grille décalée (figure 2). Ce qui permet de satisfaire la condition sur
une maille sans interpolation et de relier les inconnues.

U2

(1 p (1

U2

Fic. 2 - Une maille avec ses inconnues décalées

Parmi les autres possibilités, la plus célebre est sans aucun doute la méthode de dualité
évoquée ci-dessous.

3.2 La convergence

Le dernier point est le processus de résolution global qui conditionne la vitesse de conver-
gence a chaque pas de temps et donc la faculté de suivre les solutions au cours de simulations
en temps longs. Un des choix possibles est de considérer les équations de Navier-Stokes comme
un probléme de minimisation avec contrainte ou la pression joue le role de multiplicateur
de Lagrange. La convergence est obtenue par l'algorithme d’Uzawa auquel est associé une
méthode de gradient préconditionné performante pour 'inversion du systeme linéaire.

Une autre voie est de décomposer la solution selon ses différentes échelles. Dans la méthode
de Galerkin non linéaire ces échelles sont séparées en deux parties, grandes et petites, qui sont
capturées simultanément. Dans 1’état actuel cela permet d’obtenir un gain de performances
significatif par rapport a la méthode classique quelle que soit I’approximation utilisée. Dans
le méme ordre d’idées, la méthode multigrille est un outil trés puissant [2, 16]. En effet,
avec une simple méthode itérative de relaxation, il est tres facile de capturer les échelles
liées a une grille. Donc en utilisant une suite de grilles contenant en particulier des grilles
trés grossiéres, on peut capturer rapidement ’ensemble des échelles couvertes par toutes les
grilles, y compris les basses fréquences ; la grille la plus fine donnant la limitation des hautes
fréquences accessibles [5, 37].

Dans tous les cas, il faut viser la performance maximale car pour faire des simulations
directes de la transition vers la turbulence, il faut & la fois utiliser des grilles tres fines et
calculer la solution sur de longs intervalles de temps. Aujourd’hui une simulation 4 nombre
de Reynolds moyen peut consommer plusieurs jours voire plusieurs semaines de temps de
calcul sur une station de travail de haut de gamme.
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4 Applications numériques

Tous les tests présentés sont calculés & partir des équations pénalisées (13) (14) et utilisent
les conditions aux limites (10) sur les limites artificielles autres que la section d’entrée sur
laquelle est imposé 1’écoulement amont. Les simulations en dimension deux correspondent &
un domaine de calcul identique ou similaire & celui représenté figure 1. Les équations sont
discrétisées comme indiqué ci-dessus en différences finies sur maillages décalés pour un schéma
de Gear du troisiéme ordre en temps. La méthode de résolution & chaque pas de temps est une
méthode multigrille avec relaxation maille & maille comme lisseur [5]. Pour valider I’ensemble
de 'approximation, on commence par calculer ’écoulement non confiné derriére un cylindre
pour lequel on dispose d’expériences physiques et d’une nombreuse littérature. Le domaine
de calcul est le rectangle (0,4) x (0,1) incluant un cylindre de diamétre d = 0.2 centré au
point (1,0.5). L’écoulement amont est constant Uy, = (1,0) et imposé sur T'p ; assurant un
débit de 1. Le nombre de Reynolds réel est donc égal & R, = Re x d. Le tableau 1 donne
une comparaison du nombre de Strouhal S; = fd/Ugyy, on f est la fréquence pour différentes
valeurs du nombre de Reynolds Ry. Les résultats obtenus sur une grille fine de 256 x 64
points sont en parfaite harmonie avec ceux estimés par les physiciens [35]. ils montrent ainsi
la précision du processus global conduisant au calcul des solutions approchées au moins pour
des nombres de Reynolds modestes.

Re | Ry | St calculé | Sy estimé dans [35]
300 | 60 0.130 0.136
500 | 100 0.164 0.164
800 | 160 0.188 0.186

Tab. 1 - Comparaison du nombre de Strouhal

Les tests qui suivent correspondent & I’écoulement confiné derriere un cylindre dans un
canal. Le domaine de calcul est celui de la figure 1 ot D = (0,L) x (0,1) avec L = 3 ou
L = 4 et le cylindre de diameétre d = 0.4 est centré au point (1,0.5).

_/k

Fic. 3 - Solution a Re = 100

Cette fois-ci I’écoulement amont est un écoulement de Poiseuille de débit 1 donné par
Uagm = (6x2(1 — 22),0). Les tests sont effectués sur un maillage de 256 x 64 cellules et
présentés en fonction du nombre de Reynolds adimensionné Re. Le nombre de Reynolds réel
est donc déduit directement par Ry, = Re x d et donc Re = 100 correspond & Ry = 40.
Pour cette valeur, la solution est stationnaire et symétrique par rapport a 'axe x5 = 0.5.
On observe une zone de recirculation derriére le cylindre qui augmente en fonction de Re,
bien visible sur les isolignes de la fonction de courant (figure 3). Ensuite, quand Re croit,
la solution stationnaire devient instable au profit d’une solution périodique qui reste stable
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pour une large plage de nombres de Reynolds. Au début, la zone de recirculation oscille entre
le haut et le bas du cylindre. Ce qui permet de calculer précisément le nombre de Reynolds
critique car il correspond a la perte de symétrie de la solution. Ceci est bien entendu lié a la
géométrie tres particuliere.

Fic. 4 - Comparaison des solutions obtenues sur le domaine @ avec L =4 et L =3

Pour calculer des écoulements plus complexes, on utilise une grille fine de 512 x 128 mailles
(la grille grossiére comporte 16 x 4 mailles) et un pas de temps égal & 5.10~%. Pour Re = 1000
par exemple ’écoulement reste périodique et on peut observer une allée de tourbillons qui
sont convectés vers ’aval. C’est sur cette solution que nous mettons en évidence la pertinence
des conditions aux limites (10). En effet la solution calculée sur un domaine plus court est
quasi identique a la restriction de la solution calculée sur le grand domaine comme on peut
le voir sur les lignes isotourbillons (figure 4). Il est & noter que les deux solutions sont
calculées avec exactement les mémes parametres et que la simulation est faite exactement
sur le méme intervalle de temps. La seule différence est la longueur du domaine L = 4 ou
L = 3. On voit en particulier qu’aucune réflexion ni aucun retard n’est induit par la coupure
artificielle du domaine. Cela montre que les tourbillons, aussi gros soient-ils, sont convectés
par 1’écoulement & la bonne vitesse.

Quand on fait croitre le nombre de Reynolds, on observe une solution périodique jusqu’a
Re = 3700 mais dont la nature évolue. En effet, une analyse de Fourier montre qu’approxi-
mativement de Re = 200 & Re = 3700, I’écoulement est périodique avec la méme fréquence
fondamentale f,, ~ 1 qui dépend des différents paramétres (figure 5). Mais de Re = 2200 &
Re = 3600, on voit apparaitre deux sous harmoniques correspondant & f ~ %’”‘ et ZfT’" Enfin
pour Re = 3700 il apparait sept sous harmoniques correspondant & f ~ f?’" et ses multiples
(figure 5).

L’apparition de ces sous harmoniques pourrait correspondre a la fusion de plusieurs tour-
billons pour constituer une allée tourbillonnaire de von Karman. Il est clair que ce comporte-
ment qualitatif dépend fortement de la géométrie du probleme. En effet, le fait de remplacer
le cylindre a section circulaire par un cylindre a section carrée de coté d = 0.4 change le
nombre de sous harmoniques. Pour tous les tests qui précédent, une analyse de Fourier s’est
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Fic. 5 - Spectre et portrait de phase pour Re = 1000, 2500 et 3700

ESAIM: Proc., VoL. 3, 1998, 37-50



46

révélée tres efficace pour analyser les signaux temporels enregistrés en un point quelconque
du domaine choisi en aval de "obstacle. De plus les résultats obtenus en analysant la vitesse
en divers points sont identiques. Une vue du portrait de phase donne une information vi-
suelle immédiate qui corrobore les résultats de ’analyse. En effet la courbe fermée triple &
Re = 2500 montre clairement la présence des deux sous harmoniques (figure 5). Par contre
une analyse en ondelettes ne s’avére pas plus riche en informations et est moins précise sur
la détermination des fréquences. On peut voir sur la figure 6 qu’elle détecte bien la méme
fréquence fondamentale et les mémes sous harmoniques de la solution a Re = 3700.

Fraquaney

i

. =, o, (ER 2o, FEN Lo Ls 1. is sa. Lims

Fic. 6 - Analyse en ondelettes du signal ¢ Re = 3700

A Re = 3800, une simulation sur un temps long (7' = 200) montre que la solution alterne
entre deux etats. Il est bien connu que les ondelettes sont a priori idéales dans ce cas de figure
[8, 24, 29] mais ici la transition entre les deux états est lente et correspond pratiquement & un
morceau de spectre continu. Aussi ’analyse est trés délicate et les résultats obtenus avec une
transformation de Fourier a fenétre ou une transformation en ondelettes sont comparables
et un peu décevants dans la mesure ou ils n’apportent pas d’information supplémentaire &
ce que Dceil pergoit sur le signal temporel (figure 7).

Pour de plus grands nombres de Reynolds la solution devient chaotique. On voit claire-
ment la présence de structures désordonnéees sur la figure 8 avec des zones de forte activité
et des zones de repos révélées par les lignes isotourbillons. L’analyse du signal temporel
n’apporte pas beaucoup d’éléments nouveaux. La fréquence fondamentale semble toujours
présente avec quelques variations au cours du temps. Le spectre s’est épaissi, en particulier
vers les basses fréquences et le plan de phase ressemble & un plat de nouilles. Une analyse
plus fine en ondelettes ne donne aucune indication supplémentaire. Un algorithme de type
matching pursuil [22] pourrait peut-étre apporter quelques informations & condition de trou-
ver le bon dictionnaire. Un autre aspect de I’analyse est de suivre les structures au cours du
temps pour mettre en évidence la fusion ou I’éclatement de tourbillons. Il y a eu quelques tra-
vaux en ondelettes pour comprimer des écoulements turbulents en dimension deux [11]. Les
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résultats montrent qu’il est possible de capturer les structures essentielles, reste a voir si on
peut raisonnablement les suivre au cours du temps et en tirer des informations pertinentes.

Fic. 8 - Solution a Re = 10000

Le calcul d’écoulements transitoires ou turbulents en dimension deux est souvent remis en
question car la turbulence est réputée par essence tridimensionnelle. Une rencontre récente
avec Hamid Kellay nous a montré que de nombreux physiciens travaillent sur la turbulence
2D. Lui fait en particulier une expérience qui consiste a construire un écoulement bidimen-
sionnel. Il s’agit d’un film de savon de cinq centimeétres de largeur s’écoulant entre deux fils
de péche verticaux tendus. La régulation du débit permet de couvrir une plage importante de
nombres de Reynolds. Il est alors possible de visualiser des écoulements turbulents derriére
I’obstacle de son choix. L’épaisseur du film varie en fonction des structures turbulentes et
est considérée comme un traceur passif au méme titre qu’un panache de fumée. En faisant
I’hypothese que le role de la tension superficielle est négligeable, nous avons simulé cette
expérience pour une rangée de cinq cylindres de diameétre d = 0.1 a une distance d; = 0.1 les
uns des autres dans le domaine D = (0,3) x (0,1). On a alors R, = Re x d pour comparer
avec I’expérience. Les premiers résultats numériques montrent que 1’écoulement présente les
memes caractéristiques qualitatives: une premieére zone ol I’on voit clairement les lachers de
tourbillons alternés de taille d, une deuxiéme zone de tourbillons de taille 2d et une zone plus
éloignée d’allure chaotique (figure 9). Par ailleurs une premiére analyse statistique montre
que la zone inertielle est bien capturée pour des modes supérieurs a la fréquence fondamen-
tale et obéit pratiquement & la bonne loi de puissance [20, 36]. Il est & noter que la zone
inertielle ne peut étre correctement capturée que si le maillage (ou la troncature pour une
méthode spectrale) le permet. Au dela, on n’obtient qu’une zone dissipative.

5 Conclusion

Il est aujourd’hui possible, surtout en dimension deux, de calculer des solutions transi-
toires & partir d’une simulation directe des équations de Navier-Stokes. Ces solutions donnent
une bonne représentation qualitative de la transition vers le chaos mais leur sens quantitatif
est beaucoup plus discutable. En utilisant au mieux les progres de 'approximation et les
capacités des ordinateurs, on peut augmenter le nombre de points nécessaires a la capture
des principaux phénomenes et espérer calculer de bonnes solutions. Cependant, 1l est difficile
avec les moyens d’analyse dont on dispose de bien les étudier.
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