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R�esum�e

Les textes physiques fondateurs de Bloch� Landau et Lifshitz et N�eel sur le ferromagn�etisme
remontent aux ann�ees �� et la recherche physique dans ce domaine est active� Les travaux
math�ematiques et num�eriques sur le sujet sont en revanche encore peu nombreux et r�ecents�
Ils laissent cependant deviner la richesse du domaine tant du point de vue th�eorique et
num�erique que de celui des applications� Un point m�eme imparfait a sembl�e utile�
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� Pr�esentation du mod�ele

La litt�erature physique sur le sujet est abondante� Les articles de Bloch ��	� Landau et
Lifshitz �
�	 et N�eel �
�	 sont les contributions fondatrices qui datent des ann�ees �� et ���
Le domaine conna�
t un nouveau d�eveloppement dans les ann�ees �� avec la naissance de l�in�
formatique moderne et le besoin de stockage de l�information sur des supports magn�etiques�
plus r�ecemment �a cause de l�int�er�et pour des mat�eriaux magn�etiques susceptibles d�absorber
en partie les ondes �electromagn�etiques� Un des buts du sujet est l��etude de la structuration
du mat�eriau ferromagn�etique en domaines s�epar�es par des parois ou murs �murs de Bloch� de
N�eel� qui sont des zones o�u la magn�etisation du mat�eriau change rapidement de direction�
Ce ph�enom�ene devient apparent lorsque certains param�etres sont tr�es petits� �A la limite�
ces parois pourraient appara�
tre comme le support singulier de la magn�etisation� Pour une
premi�ere approche on peut consulter l�expos�e de Miltat �
�	 avec sa bibliographie ainsi que
le livre de Hubert ���	�

Les r�esultats math�ematiques sur le sujet sont encore peu nombreux et r�ecents� L�int�er�et
du sujet r�eside dans ses connections avec des domaines vari�es et di��erents des �equations aux
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d�eriv�ees partielles � applications harmoniques� �equations hyperboliques notamment � et dans
le fait qu�il pose de nombreuses questions� num�eriques et th�eoriques� certaines sans doute
di�ciles� Sans pr�etention �a l�exhaustivit�e� cet expos�e tente de faire un point plus incitatif
que pr�ecis sur les aspects math�ematiques de la question avec un peu plus de d�etails sur un
de ses aspects �etudi�e par les auteurs de ce texte�

D�abord quelques mots sur le mod�ele� On se limite �a une version tr�es simpli��ee o�u le corps
ferromagn�etique est suppos�e isotrope et o�u il n�y a pas de charges �electriques� o�u �nalement
ne sont prises en compte que l��energie d��echange et l��energie d�emagn�etisante� L�induction et
le champ �electriques D et E d�e�nis dans R� satisfont

D � ��E�

o�u �� est un scalaire positif� L�induction magn�etique v�eri�e

B�t� x� � ��H�t� x� � ��M �t� x��� x � �� B�t� x� � ��H�t� x�� x � R� n � ���

o�u H est le champ magn�etique� �� un coe�cient positif et M la magn�etisation du milieu
ferromagn�etique qui occupe la partie de l�espace d�e�nie par �� un ensemble ouvert et r�egulier
de R�� On peut choisir un syst�eme d�unit�es tel que �� � �� � �� donc tel que la vitesse de la
lumi�ere c � � et les facteurs �� disparaissent� On suppose que M � comme E et H� est une
distribution sur R� �a valeurs dans R�� M �etant nulle sur R� n� en vertu de ����

S�agissant des �equations on a d�abord le syst�eme de Maxwell�
�tD � rot H � �� t � �� x � R�

�tB � rot E � � t � �� x � R��
�
�

tandis que la magn�etisation ob�eit �a l��equation dite de Landau�Lifschitz qui s��ecrit

�tM � F �M�H � He�� t � �� x � R�� ���

Dans ��� on doit pr�eciser ce que repr�esentent F et He� D�abord F � le terme d�interaction non
lin�eaire� Il a la forme suivante

F �m�h� ��
�

� � ��

�
m � h� �

jmj �m � �m � h��
�
� h�m � R�� ���

o�u �� la constante gyromagnetique� et �� qui repr�esente un coe�cient d�amortissement� sont
tous deux positifs�

Ensuite He� le champ e�ectif� d�epend de M et m�eme des d�eriv�ees de M et s��ecrit

He � �Ij��M� ���

avec � � �� Ce terme He� dit terme d��echange� d�erive d�une �energie �d��echange��

Ee�M � � �

Z
�

jrM j�� ���

o�u jrM j� �
P

��i�j�� j�iMjj�� Des mod�eles plus complets prennent en compte des relations
entre les propri�et�es physiques et magn�etiques du mat�eriau ��energie d�anisotropie� etc��� On
trouvera dans ��	 et �
�	� �

	 des r�esultats math�ematiques o�u ces termes sont consid�er�es�

Dans le cas pr�esent o�u il n� y a pas de charges �electriques on a

divE � �� ���

Le principe de Faraday� qui �enonce qu�il n�y a pas de charges magn�etiques� donne

divB � �� ���
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Les deux conditions sur la divergence sont propag�ees dans le temps par les �equations de
Maxwell� si on s�int�eresse au probl�eme de Cauchy elles sont v�eri��ees partout d�es qu�elles le
sont �a l�instant initial t � ��

La nouveaut�e par rapport au syst�eme de Maxwell dans le vide est le couplage avec
l��equation de Landau�Lifshitz qui est une �equation di��erentielle non lin�eaire si � � � et une
�equation aux d�eriv�ees partielle non lin�eaire dans le cas contraire� Dans ce dernier cas il faut
rajouter �a ��� une condition de transmission sur le bord de � qui s��ecrit

�nMj�� �Mj�� � �� ���

La propri�et�e fondamentale que pr�esente l��equation de Landau�Lifshitz est la conservation de
la longueur du vecteur M �t� x� au cours du temps qui r�esulte de l�observation que

F �m�h� �m � � ����

et qui entra�
ne �au moins formellement si � �� ��� apr�es multiplication de ��� par M �t� x��
que

�



�tjM �t� x�j� � �� ����

Arr�etons nous un instant sur la dynamique d�e�nie par ��� en supposant que H est un vecteur
�xe� Examinons d�abord la situation o�u � � �� Alors� si � � �� le mouvement de M est un
mouvement de rotation positive et uniforme autour de l�axe �H de fr�equence �jHj� Si � 	 ��
M tourne toujours dans le sens positif autour de �H sur une sph�ere centr�ee �a l�origine et
avec une fr�equence �

���� ind�ependant de jM j mais tend �a s�aligner avec H quand t � 	�
Consid�erons maintenant le cas � � � et H � �� Alouges et Soyeur ��	 ont montr�e l�existence
de solutions faibles et prouv�e que pour certaines conditions initiales il y en avait m�eme une
in�nit�e� Lorsque �� � les solutions convergent vers des solutions de l��equation de Heisenberg

�tM � M ��M�

On constate donc que le laplacien n�est pas aussi r�egularisant qu�on pourrait le penser d�abord
et que la dynamique pr�esente une forme d�instabilit�e� En tout cas math�ematiquement les deux
cas � � � et � �� � sont bien di��erents�

La section 
 donne un aper�cu tr�es succint des probl�emes et r�esultats lorsque � �� �� Le
paragraphe � pr�esente quelques �enonc�es sur le probl�eme de Cauchy dans le cas � � �� La suite
de l�expos�e donne quelques d�etails techniques sur la d�emonstration de ces derniers �enonc�es�

Comme on le verra les r�esultats partiels d�ej�a obtenus indiquent que les probl�emes pos�
s�edent en g�en�eral des solutions �a basse r�egularit�e �celles qui sont naturellement associ�ees
aux �energies�� qui peuvent m�eme �etre stables dans les topologies consid�er�ees� Cependant
tous les probl�emes semblent manifester une certaine instabilit�e sur les questions d�unicit�e
et de r�egularit�e� Concernant l�unicit�e il n�y a que les r�esultats de non unicit�e de ��	 et ���	 
pour tous les autres probl�emes d��evolution l�unicit�e est une question ouverte� Concernant la
r�egularit�e� lorsque � �� � rien ne semble connu pour les probl�emes d��evolution et les r�esul�
tats stationnaires sont des r�esultats sur la taille des singularit�es� Lorsque � � � il y a des
estimations donnant de la r�egularit�e mais avec des constantes en double exponentielle de t 
l�unicit�e autour d�une solution r�eguli�ere repose sur une d�ependance h!old�erienne des �ecarts
en fonction des �ecarts entre les donn�ees avec un exposant qui se d�egrade avec le temps� Si
ces estimations sont pr�ecises� on n�est pas loin d�une r�egularit�e explosive�

On remarquera aussi que beaucoup de questions restent pos�ees� Parmi celles�ci il y a
l��etude du comportement des solutions lorsque �� �� soit dans le probl�eme d��evolution soit
dans le probl�eme stationnaire� De m�eme l��etude du comportement asymptotique t�	 n�a
que des r�eponses partielles�

Un des enjeux est la compr�ehension math�ematique des structures de parois bri�evement
mentionn�ees au d�ebut du paragraphe�
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� Quelques probl�emes faisant intervenir l��energie

d��echange

Un des premiers r�esultats math�ematiques sur le ferromagn�etisme concerne le probl�eme
de Cauchy� Il est d�u �a Visentin ���	� Voir aussi ���	� On consid�ere le syst�eme d��equations���

��
�tE � curlH � �

�t�H �M � � curlE � �

�tM � F �M�H � �I��M �

��
�

avec la condition de transmission ��� et des donn�ees de Cauchy en t � �� E��� � E��H��� �
H��M ��� � M�� satisfaisant divE� � div �H� �M�� � �� M� v�eri�ant de plus

jM��x�j � �� p�p� dans �� jM��x�j � �� p�p� dans R� n �� ����

Th�eor�eme ���� On suppose E� � L��R��� H� � L��R�� et M� j� � H����� Alors
il existe au moins une solution au probl
eme de Cauchy pour �
��� ��� qui v�eri�e E�H �
L������	� L��R���� Mj �������� � L������	� H����� avec en outre �tMj �������� �
L����� T 	
�� et

��nM �M �j ��������� � � � L����� T 	 H��
� ����� pour tout T 	 �� De plus toute solution

v�eri�e

�tjM �t� x�j� �� p�p� dans R� ����

ainsi que

�nMj ��������� � � � L����� T 	 H��
� ������ ����

La propri�et�e ���� r�esulte de ��� et de ���� qui entraine que ��nM �M �j ��������� � �� Les
propri�et�es de r�egularit�e et d�unicit�e des solutions ne sont pas connues�

Concernant le comportement asymptotique t � 	� Carbou et Fabrie� avec les m�emes
hypoth�eses que dans le th�eor�eme 
��� montrent dans ���	 le r�esultat suivant�

T�eor�eme �� �� Les �el�ements de l�ensemble 
�limite d�une solution du probl
eme de
Cauchy pr�ec�edent sont des solutions de l��equation stationnaire���

��
curlH � ��

div �H �M � � ��

���M � �M jrM j��H � �M �H�M � ��

����

les deux premi
eres �equations �etant pos�ees au sens de D��R��� la troisi
eme dans D���� avec la
condition au bord �
��� avec la condition suppl�ementaire �
�� dans � pour M � Proc�edons

formellement en annulant les termes en �t dans ���� et dans �� Notant Htotal � H � ��M

on obtient F �M�Htotal� � �� Tenant compte de l�expression de F � il vient

Htotal �M � �M � �Htotal �M �� ����

M �etant non nul� les deux membres de l��egalit�e ���� sont orthogonaux sauf si Htotal�M � ��
On a donc

H � ��M � �H �M �M � ���M �M �M�

Prenant en compte la contrainte ���� dans �� on v�eri�e que ��M �M �M � jrM j�M ce qui
donne l�expression de la derni�ere �equation dans �����
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Les �equations ���� apparaissent comme les �equations d�Euler de l��energie totale d�e�nie
comme la somme de l��energie d��echange et de l��energie d�emagn�etisante

E�M � �
�




Z
�

�jrM j� �

Z
R�

jHj� �
�




Z
�

�
�jrM j� �M �H

	
� ����

sous la contrainte jM �x�j � �� x � �� H �etant d�e�ni �a partir de M par les deux premi�eres
�equations de ���� que l�on rappelle

rot H � �� div �H �M � � �� ����

L��egalit�e entre les deux expressions �a droite de ���� r�esulte d�un calcul direct que l�on peut
faire en introduisant le potentiel " dont d�erive H � �r" et qui satisfait au sens des
distributions dans R�

�" � divM�

Il est naturel de rapprocher ���� de la fonctionnelle

E�M � �
�




Z
�

jrM j� �
��

dont l��equation d�Euler

��M �M jrM j� � � �
��

d�e�nit� sous la contrainte jM �x�j � �� x � �� les applications harmoniques de � dans S�� la
sph�ere unit�e de R�� D�ailleurs on peut montrer que si � � �	 les points critiques de ����
convergent vers des points critiques de �
��� On a donc une liaison avec un domaine tr�es riche
des math�ematiques qui a fait l�objet de nombreux travaux ces derni�eres ann�ees� Le lecteur
int�eress�e trouvera dans le livre de F� H�elein ���	 un expos�e contenant les derniers r�esultats
dans le domaine des applications harmoniques� Cependant cette liaison que nous venons de
mentionner a des limites� En particulier� l�application M �� H d�e�nie par ���� donne �a la
fonctionnelle ���� un caract�ere non local�

Carbou ��	 a aussi d�emontr�e un th�eor�eme de stabilit�e lorsque la permittivit�e �electrique
tend vers � et montr�e la convergence vers des solutions des �equations de Landau�Lifshitz
dites quasi�stationnaires� L�approximation num�erique de ces �equations en ��D par un sch�ema
d��evolution en temps et des volumes �nis en espace est entreprise par L� Halpern et S� Labb�e
���	 qui obtiennent aussi un r�esultat de non unicit�e pour l��equation quasi�stationnaire�

Reprenons le probl�eme stationnaire ����� Comme pour les applications harmoniques un
sujet central est l��etude de la r�egularit�e des points critiques de ����� On trouve dans ��	 �Voir
aussi ���	� ��	� les r�esultats suivants

Th�eor�eme ���� En dimension �� toute solution de �
�� est r�eguli
ere dans ��

Th�eor�eme ���� En dimension �� le support singulier de la solution de �
�� qui r�ealise le
minimum de �
�� est form�e de points isol�es� Le support singulier d�une solution de �
�� qui
est un point critique stationnaire de �
�� a une mesure de Hausdor� de dimension 
 nulle�

La situation est di��erente en dimension 
 et � comme dans le cas des applications har�
moniques� La premi�ere partie du th�eor�eme 
�� est �a rapprocher d�un r�esultat de Schoen et
Uhlenbeck ���	 sur les singularit�es des applications harmoniques� Hardt et Kinderlehrer pr�e�
cisent dans ���	� comme Br�ezis� Coron et Lieb ��	 dans le cas harmonique� la forme de la
singularit�e en x

jxj �
L�approximation num�erique des solutions de ���� est d�elicate� On consultera �
	 pour des

�enonc�es pr�ecis� la description d� algorithmes performants �m�ethodes int�egrales et g�eom�etries
��D� ainsi que ��
	� ��	� ���	�
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Les r�esultats num�eriques montrent le comportement des solutions quand � � �� La
question sous�jacente est celle de la g�eom�etrie des parois dans un mat�eriau ferromagn�etique
et du support singulier des solutions de

divM � �� jM �x�j � �� x � �� M �x� � �� x � R� n �� M � nj�� � �� �

�

Les questions math�ematiques naturelles sont les suivantes �
�� Les solutions de ���� convergent�elles vers des solutions de �

�#
Le support singulier des solutions de �

� n�est pas arbitraire comme l�on remarqu�e depuis

longtemps les physiciens� Voir dans �
�	 la section sur la m�ethode de Van den Berg pour les
g�eom�etries 
�D� Cependant on peut montrer la chose suivante� Soit � � R� et soit S une
structure arbitraire de parois qui compartimente �� Alors il existe une solution de �

� dont
le support singulier contient S� Ces solutions ne sont pas dans H��� S��� Supposons que la
r�eponse �a �� soit a�rmative� La question suivante est alors


� Les limites de ���� e�ectuent�elles un tri des structures S# La r�eponse est plus que
probablement oui� Par cons�equent la vraie question est la description du tri au moyen d�un
principe variationnel prenant en compte la balance entre le co�ut d�une paroi en �energie
d��echange et son co�ut en �energie d�emagn�etisante�

� Stabilit�e du probl�eme de Cauchy en l�absence d��ener�

gie d��echange

Le probl�eme auquel on s�int�eresse maintenant avec plus de d�etails est celui o�u � � � dans
��
�� c�est �a dire lorsqu�il n�y a plus d��energie d��echange� Le syst�eme d��equations devient���

��
�tE � curlH � ��

�tH � curlE � ��tM�

�tM � F �M�H��

�
��

Il est pos�e dans l�espace tout entier� Le mat�eriau magn�etique appara�
t comme le support de
M � Le mod�ele est discut�e dans �
�	� Le probl�eme de Cauchy en dimension d�espace d � �
ainsi que d�autres propri�et�es �comportement asymptotique� approximation num�erique � � � �
du mod�ele sont �etudi�es dans �
�	� �

	�

Nous nous int�eressons maintenant au probl�eme de Cauchy dans R� qui poss�ede des pro�
pri�et�es de stablit�e� La �n du paragraphe pr�esente des r�esultats qui ont �et�e annonc�es dans
���	 et dont les d�emonstrations d�etaill�ees sont en cours de r�edaction �
�	�

Pr�ecisons d�abord la notion de solution d��energie �nie�

Definition On dit que U � �E�H�M � est une solution d��energie �nie dans ST � ��� T 	

R

� si les � composantes E�H�M sont dans C�
�
��� T 	 L��R��

�
�M appartient 
a L����� T 	
R��

et si U est une solution distribution de ���� telle que

divE � div�H � M � � ��

�Ecrivant la seconde �equation dans �
�� comme �t �H �M � � curlE � � on voit que

�t�divE�t�� � �t�div�H�t� �M �t��� � �

de sorte que la condition sur la divergence se propage en temps� On obtient imm�ediatement
les estimations de base sur U � D�abord comme

F �m�h� �m � � � m� h � R�
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il en r�esulte� ainsi qu�on l�a d�ej�a remarqu�e� que

jM �t� x�j � � 
 t 
 T

reste constant au cours du temps� Ensuite Rempla�cant �tM par F �M�H� dans la seconde
�equation de �
�� on voit que �E�H� satisfait le syst�eme de Maxwell avec un second membre
dans L�

�
��� T 	 L��R��

�
car� par hypoth�ese� M � L�� Le champ �electromagn�etique �E�H�

v�eri�e donc l�estimation d��energie habituelle� Comme

F �m�h� � h � �
�

� � ��

�

jmj jh �mj
� � m� h � R��

il en r�esulte que Z
R�

�jE�t� x�j� � jH�t� x�j�� dx � � 
 t 
 T

est une fonction d�ecroissante du temps si � 	 � ou constante si � � � ce qui indique le
caract�ere dissipatif ou conservatif du mod�ele� En r�esum�e

n��t� �
q
kE�t�k�� � kH�t�k�� � kM �t�kL��L� �

v�eri�e
n��t� 
 n���� � � 
 t 
 T

avec l��egalit�e si � � ��
Dans le but de clari�er l�expos�e des r�esultats math�ematiques� on va tricher avec la phy�

sique et proposer deux jeux d�hypoth�eses sur le terme non lin�eaire qui di��erent en r�egularit�e
au passage par M � ��

Hypoth�ese ���� On suppose

F � C��R�
R� R�� �
��

h �� F �m�h� is linear� m � R� �
��

F �m�h� �m � � � F �m�h� � h 
 � m� h � R�� �
��

Lorsque F v�eri�e l�hypoth�ese � il existe une fonction C�R� telle que pour tout R 	 ��

� jF �m�� h�� F �m�h�j 
 C�R� jm� �mj jhj � jmj � jm�j 
 R

jF �m�h�j 
 RC�R� jhj � jmj � jm�j 
 R
�
��

Hypoth�ese ����� C�est l�hypoth
ese ��
 sauf que ��	� est rempla�c�e par

F � C��R� n f�g 
R� R�� �
��

et les in�egalit�es ���� sont suppos�ees v�eri��ees pour tout m�m� �� ��

La fonction

F �m�h� ��
�

� � ��

�
h �m �

�p
�� � jmj� �m � �h �m��

�
� h�m � R�� � 	 �

satisfait l�hypoth�ese ��� tandis que la fonction d�e�nie en ��� qui est homog�ene de degr�e � en
m�h est seulement localement lipschitzienne et ne v�eri�e que l�hypoth�ese �����
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Notons U� un sous�ensemble de fU� � �E��H��M�� � L��R��� divE� � div �H� �
M�� � �g tel que M� � fM� �E��H��M�� �U�g soit domin�e dans L��R�� � L��R���

Th�eor�eme ���� On suppose que F v�eri�e l�hypoth
ese ��
�� Alors l�ensembleU des solu�
tions d��energie �nie U sur S� qui v�eri�ent Ujt�� � U� est non vide� De plus siU� est compact
dans �L��R����� alors pour tout T 	 �� UT � UjST est compact dans �C����� T 	 L��R������

Th�eor�eme ���� On suppose que F v�eri�e l�hypoth
ese ��
��Soit U� �U� tel que rot E�

et rot H� appartiennent 
a L
��R��� Alors il existe une unique solution d��energie �nie sur S�

v�eri�ant Ujt�� � U�� En outre rot E et rot H appartiennent 
a C������	� L��R����

Th�eor�eme ���� On suppose que F v�eri�e l�hypoth
ese ��
� Si U� � H��R�� alors l�unique
solution d��energie �nie de donn�ees Ujt�� � U� appartient 
a C������	� H��R����

Pour tout 
 	 � d�e�nissons S� � ��
��Dx� o�u � � C�� est une fonction de troncature�
� 
 � 
 �� port�ee par j�j 
 
 et �egale �a � sur j�j � �� On s�int�eresse �a l�approximation du
probl�eme de Cauchy pour �
�� d�e�nie par le syst�eme d��equations���

��
�tE

� � curlH� � �

�tH
� � curlE� � �S� F �M��H��

�tM
� � F �M��H��

�
��

et les conditions initiales

E�
� � S�E�� H

�
� � S�H�� M

�
� � M�� ����

Th�eor�eme ���� On suppose que F v�eri�e l�hypoth
ese ��
�� Soit U� �U�� Alors pour tout

 � �� le probl
eme de Cauchy ��������� poss
ede une unique solution globaleU� appartenant 
a
C������	� L�
L�
L��� De plus lorsque 
� �	� U� poss
ede une sous�suite convergeant
vers une solution d��energie �nie globale U satisfaisant Ujt�� � U� � �E��H��M��� Le premier

r�esultat �etablit l�existence de solutions d��energie �nie globales en temps� l�unicit�e restant une
question ouverte� Il donne aussi une propri�et�e de stabilit�e� Pour tout T 	 �� l�application qui�
�a une donn�ee initiale� associe une des solutions du probl�eme de Cauchy est� d�une certaine
fa�con� continue de U� muni de la topologie de L� dans C����� T 	 L��R����

Le second th�eor�eme d�emontre l�unicit�e du probl�eme de Cauchy sous l�hypoth�ese que les
donn�ees sont plus r�eguli�eres� les champs E et H ont un rotationel dans L�� Il dit aussi que
cette r�egularit�e suppl�ementaire se propage�

Le dernier r�esultat montre que les solutions locales habituelles du probl�eme de Cauchy �a
valeurs dans l�alg�ebre H��R�� sont en fait globales en temps� de m�eme que les solutions plus
r�eguli�eres�

Les preuves des th�eor�emes ��
 et ��� utilisent une in�egalit�e de Strichartz limite pour
laquelle la dimension d�espace d � � apparait comme critique� Ainsi les th�eor�emes ��
 et
��� sont vrais pour d 
 � mais l�estimation principale sur laquelle ils reposent� qui concerne
une �equation des ondes semi�lin�eaire� n�est sans doute plus valable si d � �� En revanche
le th�eor�eme ��� ne n�ecessite aucune restriction sur la dimension d�espace sa d�emonstration
utilisant des arguments tr�es di��erents o�u la dimension n�intervient pas�

L�aspect critique de la dimension � se remarque sur la stabilit�e des estimations L� sur les
rotationnels du champ �electromagn�etique� En dimension 
 les constantes d�ependent de fa�con
exponentielle du temps� alors qu�en dimension � la d�ependance est en double exponentielle�
Ces estimations sont�elles pr�ecises#

Les conclusions des th�eor�emes ���� ��
 et ��� ne n�ecessitent que l�hypoth�ese ���� contraire�
ment au Th�eor�eme ���� Mais il est utile dans ce cas de remplacer le th�eor�eme ��� par un autre
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r�esultat d�approximation fournie par une m�ethode de Galerkine ou une m�ethode de �ltrage
comme celle qui est d�ecrite dans le Th�eor�eme ��� par exemple� et qui sont essentiellement
�equivalentes�

Les th�eor�emes ���� ��
 ont un sens physique plus imm�ediat que le th�eor�eme ���� �a cause
de l�hypoth�ese faite par les physiciens que jM j est une constante non nulle dans � et nulle
hors de ��

� Une estimation a priori sur les rotationnels de E et H

On introduit la d�ecomposition orthogonale habituelle de L�

L� � L�
k � L�

��

l�op�erateur de projection Pk � L� � L�
k donnant la composante de rotationnel nul et P� �

L� � L�
� celle dont la divergence est nulle� On utilisera la m�eme notation pour les homologues

de ces op�erateurs agissant dans les espace Lp� � � p � �	� Si U est une solution d��energie
�nie� sa composante H n�est pas en g�en�eral �a divergence nulle� On a H � H� � Hk avec la
relation Hk � Mk � � � dans la partie de l�espace o�u M��x� �� �� qui �gure l�emplacement
du mat�eriaux ferromagn�etique� l�onde H est� compte tenu de ���� la superposition de deux
ondes non nulles se propageant respectivement aux vitesses � et �� Cette remarque sur les
di��erents modes de propagation sera exploit�ee dans la preuve du Th�eor�eme ����

Proposition ��� Soit U une solution d��energie �nie su�samment r�eguli
ere sur ST � Il
existe alors une constante C d�ependant de T � de la norme kU ���kU et des normes de rot E���
et rot H��� dans L��R��� telle que

sup
��t�T

�krot E�t�k� � krot H�t�k�
� 
 C�

On commence par remarquer que les normes L� des rotationnels de E�t� et H�t� sont
contr�ol�ees par celle du gradient complet de H��t� avec des constantes ne d�ependant que
de la norme kU ���kU � On constate ensuite que H�� dont la norme dans C�

�
��� T 	 L��

�
est

contr�ol�ee par kU ���kU � satisfait une �equation des ondes semi�lin�eaire dont le terme de source
g v�eri�e essentiellement

kg�t�k� � O�k jH��t�j�k���
avec des constantes ne d�ependant que de la norme kU ���kU �

Soit u une fonction scalaire r�eguli�ere qui satisfait sur ST

u � g � kg�t�k� � O�ku�t��k��� ����

L�objectif est d�obtenir une estimation a priori sur l��energie �a l�instant t � � 
 t 
 T �

n�t� �

r
�



k�xu�t�k�� �

�



k�tu�t�k���

en fonction de l��energie n��� �a t � �� avec des constantes ne d�ependant que de la norme de
u dans C�

�
��� T 	 L��

�
� Lorsque d � 
� l�in�egalit�e de Sobolev kvk� 
 Ck�xvk� appliqu�ee �a

v � u��t� permet de lin�eariser le carr�e dans ��� et d�obtenir imm�ediatement le r�esultat�
Pour d � �� la m�eme strat�egie� �a base d�in�egalit�es de Sobolev� ne permet qu�un contr�ole

local qui explose en temps �ni� Il est aussi habituel dans ce type de probl�eme d� utiliser des
estimations Lq�Lp� dans l�espace�temps � Si p et q sont des r�eels tels que

�

q
�

�

p
�

�



� q 	 
�
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alors toute fonction r�eguli�ere v�eri�e l�in�egalit�e de Strichartz g�en�eralis�ee �cf� ��
	 par exemple�

kukLq	���T 
�Lp	R��� 
 Cq�p�T

�
n��� � k ukL�	���T 
� 	L�	R���

�
�

Cependant l�estimation qui nous int�eresse pour contr�oler le terme u�� qui correspond �a q �

� p � 	� est exclue� La constante Cq�p�T explose comme un facteur de p lorsque p� �	 
des contrexemples de Lindblad �
�	 et Klainerman et Machedon �
�	 indiquent qu�il est
impossible d�esp�erer l�estimation pour q � 
 et p � �	� La strat�egie que nous pr�esentons
consiste cependant �a suivre cette id�ee� Elle s�appuie sur une in�egalit�e de Strichartz pr�ecis�ee
en fr�equence dans le cas limite q � 
 et p � �	� dont un preuve est donn�ee dans �
�	�

D�e�nissons pour 
 	 � la famille de troncatures en fr�equences S� � ��
��Dx� o�u � � C��
est port�ee par j�j 
 
 et vaut � sur j�j � ��

Lemme Il existe une constante c telle que pour tout 
 	 �� tout T 	 � et toute fonction
u � C�

�
���	� H��R��

�
�

kS��u�kL�	���T 
�L�	R��� 
 c
p

log�� � 
T �
�
n��� � k ukL�	���T 
� 	L�	R���

�
�

Soit u r�eguli�ere sur ST satisfaisant ����� Posons ���s� � kS��u��s�k�� � 
 s 
 T �
D�apr�es ���� il existe une constante C qui ne d�epend que de kuk

C�

�
���T 
�L�	R��

� telle que

k u�s�k� 
 Cku�s��k�� On �ecrit u��s� � u�s�S��u�s�� � u�s��I � S���u�s�� et on v�eri�e que

ku�s��k� 
 C
�
���s� �

n�s��p



	
��
�

o�u C ne d�epend que de kuk
C�

�
���T 
�L�	R��

��
Soit �tp�p une suite �nie strictement croissante de r�eels� commen�cant avec t� � � et born�ee

sup�erieurement par T � Introduisons les quantit�es

m�tp� tp��� � sup
tp�s�tp��

n�s� � sup
���

tp�t�tp��

qR t
tp
���s��ds

c
p

log�� � 
�t� tp��
� p � �� ����

Le contr�ole de n�T � sera obtenu par le contr�ole de la fonction m� lui�m�eme obtenu en ajustant
la croissance de la suite �tp� �a la croissance de m par une m�ethode de petits pas�

Additionnons l�estimation d��energie pour �

n�tp��� 
 n�tp� �

Z tp��

tp

k u�s�k�ds�

�a celle que donne le lemme � appliqu�e entre tp et tp��� Il en r�esulte� compte tenu de ����� que

m�tp� tp��� 
 
 �n�tp� �

Z tp��

tp

k u�s�k�ds�� ����

Reportant ��
� dans ����� on obtient� en utilisant l�in�egalit�e de Cauchy�Schwarz et la d�e�ni�
tion ���� de m�s� t�� que pour tout 
 	 ��

m�tp� tp��� 
 
n�tp��

C
p

�tp�� � tp� log�� � 
�tp�� � tp��m�tp� tp��� � C
R tp��
tp

m	tp�s�
�

p
�

ds�
����
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o�u C ne d�epend que de kuk
C�

�
���T 
�L�	R��

�� Maintenant� gr�ace �a ���� appliqu�e entre tp��

et tp� on majore n�tp� par m�tp��� tp� ensuite on choisit 
 � m�tp� tp���
� en�n on majore

l�int�egrale dans ���� en utilisant la croissance de m� Pour simpli�er� posons

m� � n���� mp � m�tp��� tp�� �p � tp � tp��� p � ��

Avec ces nouvelles notations et les majorations indiqu�ees� l�in�egalit�e ���� implique

mp�� �mp

mp

 � � C

q
�p�� log�� � �p��m

�
p���

mp��

mp
� C �p��

mp��

mp
� p � �� ����

Le choix

�p � inf�
�

�C
�

�

��C� log�� �

m�

p��

C
�
�� p � � ����

assure que les deux derniers termes �a droite de ���� sont inf�erieurs �a � si l�on y remplace

mp�� par �mp� Ceci entraine que� pour tout s v�eri�ant tp 
 s 
 tp��� on a m	tp�s��mp

mp
� �

donc
mp���mp

mp

 �� Par r�ecurrence� il en r�esulte que

mp 
 �pn���� p � �� ����

Comme �p donn�e par ���� v�eri�e� �a cause de �����

�p � �

�
C� log�� � 

p��n	��p
C

�
�

le r�eel tp �
P

��j�p �j est minor�e par C� logp� donc sup�erieur �a T pour p sup�erieur �a eT�C��
ce qui ach�eve la preuve de la Proposition ����

On remarque que p � eT�C� et ���� donnent

sup
��s�T

n�s� 
 �e
T�C�

n����

	 Estimation H
�R��

Proposition 	�� Soit T 	 � et U une solution d��energie �nie sur ST su�samment
r�eguli
ere� Il existe une constante C ne d�ependant que de kU ���kH� telle que

sup
��t�T

kU �t�kH� 
 C�

On �ecrit les �equations pour les d�eriv�ees de U � Notant L l�op�erateur di��erentiel intervenant
dans �
��� on obtient

LU � O�jHj�� L��xU � � O�jHjj�xM j��
L���xU � � O�j��xM j� j�xHjj�xM j� jHjj��xM j� jHjj�xM j���

o�u les constantes dans les O ne d�ependent que de la norme kM�k��
Examinons l��equation pour ��xU � l��equation pour �xU se traitant de fa�con analogue� On

a
kjH�t�jj�xM �t�j�k� � O�kjH�t�jj��xM �t�jk��
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la constante ne d�ependant que de kM�k�� Posons

n��t� � sup
��t�T

k��xU �t�k��

On montre� en utilisant le m�eme type d�argument qu�au paragraphe �� que

k j�xH�t�j j�xM �t�j k� 
 C
�
n��t� � ���t�n��t� �

n��t�
�

p



	
����

et� en utilisant l�in�egalit�e suivante du type Judovic�

kMk�t�k� 
 C�kM�kL��L� � log
�k��xM �t�k�

kM�k�
	

que

k jH�t�j j��xM �t�j k� 
 C
�
n��t� logn��t� � ���t�n��t� �

n��t�
�

p



	
� ����

o�u� dans ���� et ����� la constante C ne d�ependent que de kM�kL��L� � L�estimation d��energie
pour le syst�eme sym�etrique L donne

n��t� 
 n���� � C

Z t

�

��
� � ���s�

�
n��s� � n��s� logn��s� �

n��s��p



	
ds� � 
 t 
 T�

Choisissons
p

 � n��T �� L�in�egalit�e pr�ec�edente donne

n��t� 
 n���� �C

Z t

�

�
�
 � ���s��n��s� � n��s� log n��s�

�
ds� � 
 t 
 T�

Soit n���t� la solution de

d

dt
n
�
��t� � C

��

 � ���s�

�
n
�
��s� � n

�
��s� logn���s�

	
� � 
 t 
 T� n

�
���� � n����

La fonction n
�
��t� majore n��t� pour � 
 t 
 T et satisfait

logn���t� 
 eCt
�
logn���� �C

p
t

sZ t

�

���s��ds� 
Ct
	
� � 
 t 
 T� ����

En utilisant ���� et la �n de la d�emonstration de la Proposition ���� on majoresZ t

�

���s��ds �

vuut X
tp���T

Z tp��

tp

���s��ds

par C�T� n����
p

log�� � n��T �T ��
On d�eduit alors de ����� avec t � T � une majoration de n��T � en fonction de T � n��� et

n�����

La preuve du Th�eor�eme ��� est claire� Soit U ��� � H��R��� Supposons que le temps de
vie T de la solution U du probl�eme de Cauchy semi�lin�eaire �
�� de donn�ees U ��� soit �ni�
On sait qu�alors limt�T kU �t�k� � �	 ce qui contredit la Proposition � qui a�rme que
limt�T kU �t�kH� � �	� La solution locale U est donc globale�
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 Le Th�eor�eme ��� et la stabilit�e L


Soient �Un�n une suite de solutions d��energie �nie dans la bande ST telle que la suite
�Un����n converge dans L� vers un �el�ement qu�on note U����� A cause de l�estimation dans
l�espace U on peut supposer que la suite �Un�n converge faiblement dans L�

�
��� T 	 L��R��

�
vers un �el�ement not�e U�� L�objectif est de montrer que la convergence de Un vers U� a
lieu dans C�

�
��� T 	 L��R��

�
� La cl�e est une estimation L� sur la di��erence Mp�t� �M q�t�

en fonction de Mp����M q���� En �ecrivant

F �Mp�Hp� � F �M q�Hq� � F �Mp�H�� � F �M q�H��

�F �Mp�Hp �H��� F �M q�Hq �H���

on constate que� si jMn
� �x�j 
 R� on a� pour presque tout �t� x��

�



�tjMp �M qj� 
 C�R�jH�jjMp �M qj�

�
�
F �Mp�Hp �H��� F �M q�Hq �H��

� � �Mp �M q��

Un poids ponctuel e��a	t�x� absorbe le premier terme du membre de droite si a est une
primitive en t de C�R�jH��t� x�j� Le choix pr�ecis

a�t� x� � jxj� �

Z t

�
C�R�jH��s� x�jds ��
�

fournit une fonction a positive� d�e�nie et �nie pour presque tout x et pour tout t et telle que
e��a	t�x� appartient �a tous les Lp� � 
 p 
 	� On a alors

�
��t�e

��ajMp �M qj�� 

e��a

�
F �Mp�Hp �H�� � F �M q�Hq �H��

� � �Mp �M q��
����

Proposition 
�� Il existe une constante C�R� T � telle que pour tout � 	 � il existe
N ��� tel que pour tout p � N ��� et q � N ��� et tout t� � 
 t 
 T �

ke�a	t��Mp�t� �M q�t��k� 
 C
�
� �

Z t

�
ke�a	s��Mp�s� �M��s��k� ds

	
����

Passant �a la limite q �	 dans le membre de gauche de ����� on en d�eduit que la suite
Mp�t��M��t� tend vers � dans l�espace L��e��a	t�x�dx�� On en d�eduit le r�esultat �nal avec
des arguments classiques�

La preuve de la Proposition ��� passe par l�examen du terme F �Mp�Hp�H�� dans �����
qu�on d�ecompose en la somme

F �Mp�Hp �H�� � F �Mp� P��Hp �H��� � F �Mp� Pk�Hp �H���� ����

L�int�egrale en t� x du premier terme �a droite de ���� donne une contribution �� gr�ace �a un
argument de front d�onde une fois qu�on a remarqu�e qu�il s�agit du produit d�un terme en
M qui poss�ede une d�eriv�ee par rapport �a t born�ee dans L� et d�un terme P��Hp �H�� qui
est born�e dans L� avec �P��Hp �H��� born�e dans H���

L�autre terme e��a	t�F �Mp�t�� Pk�Hp�t��H��t��� � e��a	t�F �Mp�t�� Pk�M��t��Mp�t���
s��ecrit� apr�es multiplication par �Mp�t��M q�t��� comme la somme dans L�

F �Mp�t�� Pke�a	t��M��t� �Mp�t��� � e�a	t��Mp�t��M q�t��
�F �Mp�t�� �e�a	t�� Pk	�M��t� �Mp�t�� � e�a	t��Mp�t��M q�t���

����
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o�u le crochet �A�B	 d�esigne le commutateur des deux op�erateurs A et B� La norme dans L�

du premier terme se majore par une somme de carr�es de normes L�

kF �Mp�t�� Pke�a	t��M��t� �Mp�t��� � e�a	t��Mp�t��M q�t��k�

 �



R�C�R��ke�a	t��M��t� �Mp�t��k�� �

�



ke�a	t��Mp�t� �M q�t��k���

Le deuxi�eme terme de ���� donne une contribution � car le commutateur �e�a	t�� Pk	 est un
op�erateur compact sur les parties de L� domin�ees dans L� � L� �on utilise ��
���

Sous l�hypoth�ese ���� la partie concernant l�existence de solutions globales L� du Th�eo�
r�eme ��� peut maintenant se d�emontrer de la fa�con suivante� On approche les donn�ees initiales
par r�egularisation par des unit�es approch�ees� Ces approximations forment un sous�ensemble
U� satisfaisant les propri�et�es donn�ees �a la section �� Le th�eor�eme ��� associe aux donn�ees
r�eguli�eres des solutions globales du probl�eme de Cauchy� La condition de stabilit�e L� du
Th�eor�eme ��� ach�eve la preuve�
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