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R�esum�e

Dans cet article� nous pr�esentons une synth�ese d�un certain nombre de r�esultats sur l�analyse
math�ematique et num�erique de ph�enom�enes d�interaction entre un �uide et un solide mobile �
rigide ou d�eformable� Les applications o�u de telles interactions se produisent sont nombreuses�
en a�erodynamique� en hydrodynamique� en biom�ecanique��� Nous pourrions citer beaucoup
d�exemples � �ecoulement autour d�un bateau� �ecoulement sanguins dans les art�eres �� pour
l�hydrodynamique ��uide en phase liquide	� �ecoulement autour d�ailes d�avion� �etude de l�in

�uence des vents sur le tablier d�un pont� pour l�a�ero�elasticit�e � ��uide en phase gazeuse	���
Tous ces ph�enom�enes sont dits coupl�es car le comportement du �uide d�epend de celui de la
structure et r�eciproquement�

� Introduction

Nous nous pla�cons ici dans le cadre le plus g�en�eral o�u la d�eformation de la structure
est telle qu�il en r�esulte une d�eformation non n�egligeable du domaine occup�e par le �uide�
L�interaction se produit �a plusieurs niveaux� Tout d�abord le d�eplacement de la structure
modi�e la forme du domaine �uide� ce d�eplacement de la structure r�esulte lui m
eme d�une
action des forces ext�erieures mais aussi des e�orts du �uide sur la fronti�ere du solide� Il est
clair �a partir de ces quelques explications que le ph�enom�ene en pr�esence est tr�es non lin�eaire
et requiert une analyse minutieuse� De nombreuses �etudes ont �et�e faites sur ce th�eme� mais
essentiellement dans le cadre de petites d�eformations de la structure �vibrations	� Le domaine
�uide est alors consid�er�e comme �xe� On pourra consulter le livre ����� dans cette voie�

� Formulation math�ematique du probl�eme

L��ecoulement est suppos�e visqueux et incompressible� Nous placerons donc cette �etude
dans le cadre o�u le �uide est mod�elis�e par les �equations de Navier
Stokes incompressibles�
Ce �uide interagit avec un solide que nous supposons� dans un premier temps� r�egi par des
�equations lin�eaires� A�n de r�ecup�erer le savoir faire accumul�e sur la r�esolution de ce type
d��equations� on pr�evoit d�utiliser le formalisme classique des mod�eles r�egissant le �uide et la
structure � formulation lagrangienne pour la structure et eul�erienne pour le �uide� Ce cadre
permet� en e�et� de traiter de nombreuses applications� en particulier� en modi�ant les lois
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de comportement des milieux en pr�esence� La formulation lagrangienne des �equations fait
intervenir la con�guration de r�ef�erence de la structure� appel�ee 
�S � Ce peut 
etre l��etat initial
de la structure� mais ce n�est pas obligatoire� Le comportement de la structure est donc
d�ecrit par le d�eplacement au cours du temps de chaque point par rapport �a la con�guration
de r�ef�erence� Ainsi� tout point x de la con�guration de r�ef�erence 
�S occupe� �a l�instant t
la position x�t	 � x � d�x� t	 o�u d �d�eplacement de la structure	 satisfait aux �equations
constitutives de la structure� Pour ce qui est du �uide� la plupart des repr�esentations sont
�ecrites en formulation eul�erienne� Ainsi� les inconnues �vitesse� pression����	 sont �evalu�ees �a
chaque instant et en chaque point du domaine physique� En particulier� dans la situation qui
nous int�eresse ici� le domaine �uide est d�elimit�e� pour une partie au moins de sa fronti�ere�
par une structure mobile et donc� varie au cours du temps� On note �F �t	 ce domaine au
temps t� La r�esolution de la partie �uide consiste donc �a � trouver �u� p	 d�e�ni sur �F �t	 tels
que

�u

�t
� ��u� u�ru�rp � f dans �F �t	 ��	

div u � � dans �F �t	� ��	

o�u u d�esigne la vitesse du �uide� p sa pression� � sa viscosit�e et f une force ext�erieure donn�ee�
Ces �equations sont compl�et�ees par une donn�ee initiale

u�t � �� �	 � u���	 dans �F ��	 ��	

et des conditions aux limites� Ces conditions aux limites sont de deux types� correspondant
�a deux types de fronti�ere ��F �t	 du domaine �F �t	� Il y a tout d�abord la partie ��t	 o�u le
�uide et la structure se touchent� il y a ensuite la partie �F � ��F �t	n��t	 qui est suppos�ee
ind�ependante du temps et sur laquelle on impose des conditions classiques �c�est
�a
dire des
conditions de Dirichlet� de Neumann ou autres	� On va supposer ici pour simpli�er qu�il
s�agit de conditions de Dirichlet homog�enes et donc

u�t� �	 � � sur �F � ��	

Nous d�etaillerons ult�erieurement les conditions de couplage �a l�interface entre le �uide et la
structure� Avant cela� nous allons d�ecrire deux exemples d��equations de structure� Pour ce qui
est de la structure� plusieurs situations sont envisageables � la structure et le �uide peuvent
avoir la m
eme �dimension� ou 
etre mod�elis�es par des �equations pos�ees dans des domaines de
dimensions di��erentes� En e�et� lorsque le corps tridimensionnel poss�ede une petite �epaisseur
ou que sa section est faible� des mod�eles �D �plaques� coques	 ou �D �poutres� cables	 sont
classiquement utilis�es pour d�ecrire son comportement� En g�en�eral� il s�agit d��equations pos�ees
sur la surface moyenne de l�objet et dont la solution est le d�eplacement �ou la rotation
de la normale	 des points de la surface moyenne� Les d�eplacements des points situ�es dans
l��epaisseur peuvent s�en d�eduire�

� Nous commen�cons par donner les �equations de l��elasticit�e lin�earis�ee tridimensionnelle�
Nous supposerons que la loi de comportement du mat�eriau est la loi de Hooke �mat�eriau iso

trope	 et nous appellerons � et � les coe�cients de Lam�e du mat�eriau et d son d�eplacement�
On note g la force volumique appliqu�ee �a la structure� Les �equations s��ecrivent alors � pour
l�inconnue d d�e�nie sur 
�S

��d

�t�
� div��d	 � g dans 
�S � ��	

o�u le tenseur des contraintes � est donn�e par

��d	 � �tr	�d	Id � ��	�d	� ��	
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et o�u le tenseur 	�d	 repr�esentant le tenseur lin�earis�e des d�eformations� s��ecrit

	�d	 �
�

�
�rd�rdT 	�

Il faut� bien s
ur� rajouter des conditions initiales sur le d�eplacement et la vitesse� soit par
exemple

d�t � �	 � ��
�d

�t
�t � �	 � v�� � 	

Il faut aussi imposer des conditions aux limites sur le bord �S de 
�S qui n�est pas baign�e par
le �uide� Nous imposerons ici encore des d�eplacements nuls pour simpli�er la pr�esentation�

Finalement� il nous reste �a exprimer le principal� c�est �a dire les conditions de raccord�
qui traduisent l�interaction entre le �uide et la structure� En d�e�nissant � comme la portion
de fronti�ere de 
�S en contact avec le �uide� on �ecrit tout d�abord que � et ��t	 sont la m
eme
entit�e �l�une exprim�ee en lagrangien et l�autre en eul�erien	�

�t� �x � �� x � d�t�x	 � ��t	� �!	

et

�t� �y � ��t	� �x � �� x� d�t�x	 � y� �"	

On impose donc ensuite que

# sur ��t	 le �uide �colle� �a la paroi et donc la vitesse du �uide est �egale �a la vitesse de
la structure en des points co$%ncidants�

�t� �x � �� u�t�x� d�t�x		 �
�d

�t
�t�x	� ���	

Nous avons suppos�e que le �uide �etait visqueux� dans le cas d�un �uide non visqueux� nous
n�aurions que la continuit�e de la composante normale de la vitesse �a l�interface�

# par ailleurs� suivant la loi de l�action et de la r�eaction� les contraintes normales du �uide
sur la structure co$%ncident avec celles de la structure sur le �uide�

�t� �x � �� TF �u� p	�t�x	 � ��d	�n�t�x	� ���	

o�u TF �u� p	 repr�esente les contraintes �uides r�e�ecrites sur la con�guration de r�ef�erence�
� Si maintenant� en dimension � d�espace� le solide consid�er�e poss�ede une dimension

�petite� ��epaisseur ou section	 par rapport aux autres� on r�ef�ere alors� le plus souvent� �a des
�equations de plaques ou de coques� Les conditions de couplage traduisent encore l��egalit�e des
vitesses ainsi que le fait que les forces exerc�ees sur la structure viennent de la pression et
de la viscosit�e du �uide� Consid�erons� par exemple� une plaque d��epaisseur �e et de surface
moyenne 
� On suppose que le mat�eriau est lin�eaire �elastique homog�ene et isotrope� On
appelle E son module d�Young� � son coe�cient de Poisson �ces deux coe�cients peuvent
s�exprimer en fonction des coe�cients de Lam�e du solide �elastique	� et � sa masse volumique�
Avec les notations pr�ec�edentes on a �


�s � 
��� e� e��

Nous n�allons pr�esenter� ici� que les �equations r�egissant le comportement du d�eplacement
transverse d� � d��x�� x�	 �les e�ets membranaires et en �exion sont� en e�et� d�ecoupl�es	�
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En formulation forte les �equations s��ecrivent� en utilisant la convention de sommation sur
l�indice r�ep�et�e� et en consid�erant que les indices grecs varient dans f�� �g �

��e
��d�
�t�

�
�Ee�

���� ��	
��d� � g�� � g�� �

Z e

�e

f�

�e
��g�� � g�� 	

�x�
�

Z e

�e

x�
�f�
�x�

� dans 
�

���	

o�u f d�esigne une force volumique donn�ee et g�� g� des forces surfaciques appliqu�ees respec

tivement sur 
� feg et 
 � f�eg� On suppose� d�autre part� que la plaque est encastr�ee sur
son bord lat�eral � �
 � ��e��e�� Le d�eplacement longitudinal est donn�e par �

d��x�� x�� x�	 � �x�
�d�
�x�

�x�� x�	�

Nous souhaitons maintenant exprimer les conditions de couplage entre cette plaque en
�exion et le �uide visqueux� Si l�on consid�ere que � � 
 � f�eg� on a pour tout x � �� c�est
�a dire pour tout x � �x�� x���e	

u��x � d�t�x		 �
�d�
�t

�t� x�� x�	�

u��x � d�t�x		 � e
��d�
�t�x�

�t� x�� x�	�

D�autre part� le �uide exerce sur la plaque des e�orts surfaciques� Nous allons donc voir
appara
%tre� dans le second membre des �equations ���	� les contraintes TF �u� p	j� � g��

Pour plus de d�etails sur les �equations de plaques et de coques on pourra consulter � �����
����� ����

��� Estimations d��energie a priori

Supposons que la solution du probl�eme coupl�e existe et soit su�samment r�eguli�ere� Dans
ce cas� comme pour beaucoup de syst�emes dynamiques m�ecaniques� il est int�eressant d�avoir
des notions de conservation d��energie� On multiplie pour ce faire les �equations ��	 par u et
on int�egre sur le domaine �F �t	� il vientZ

�F �t�

�u

�t
u� �

Z
�F �t�

u�u�

Z
�F �t�

�u�r	u�u�

Z
�F �t�

rpu �

Z
�F �t�

fu� ���	

Apr�es int�egration par parties et en tenant compte de ��	� on obtientZ
�F �t�

�

�

�u�

�t
� �

Z
�F �t�

�ru	� �

Z
�F �t�

u�ru�u�

Z
��t�

�pn� �
�u

�n
	u �

Z
�F �t�

fu� ���	

On rappelle la formule de Reynolds

d

dt

Z
�F �t�

��x� t	dx �

Z
�F �t�

���x� t	

�t
dx�

Z
��t�

�w�n�

o�u n est la normale ext�erieure �a �F �t	 et w est la vitesse de chaque point de la fronti�ere

��t	� Nous allons l�utiliser avec � �
u�

�
� Par ailleurs� en utilisant la conservation de la masse

�l��equation ��		 le terme de convection devient� apr�es int�egration par partiesZ
�F �t�

�u�r	u�u�
�

�

Z
��t�

u�u�n�
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En reportant ces deux �equations dans ���	 et en tenant compte du fait que la vitesse de la
fronti�ere co$%ncide avec la vitesse du �uide �a cet endroit� on obtient

�

�

d

dt

Z
�F �t�

u� � �

Z
�F �t�

�ru	� �

Z
��t�

�
p n� �

�u

�n

�
u �

Z
�F �t�

fu� ���	

et l�on voit appara
%tre naturellement des �energies de la partie �uide ��energie cin�etique��energie
de dissipation	� Pour la partie solide� on agit de m
eme� par exemple pour les �equations de

l��elasticit�e lin�earis�ee tridimensionnelle� on multiplie formellement par
�d

�t
� il vient apr�es in


t�egration par parties�

�

�

d

dt

Z
	�S

d� �
�

�

d

dt
a�d�d	 �

Z
�

��d	�n
�d

�t
�

Z
	�S

g
�d

�t
� ���	

avec� en utilisant la convention de sommation sur l�indice r�ep�et�e

a�d�b	 �

Z
	�S

�	kk�d		ll�b	 � ��	ij�d		ij�b	�

On en d�eduit un bilan d��energie� En e�et� en ajoutant ���	 et ���	� on obtient� par simpli�ca

tion des termes de contraintes� en utilisant le fait que� sur l�interface � on a u�x�d�t�x		 �
�d

�t
�t�x	�

�

�

d

dt

Z
�F �t�

u� � �

Z
�F �t�

�ru	� �
�

�

d

dt

Z
	�S

�
�d

�t

��

�
�

�

d

dt
a�d�d	

�

Z
�F �t�

fu�

Z
	�S

g
�d

�t
�

�� 	

D�o�u le r�esultat� en utilisant l�ellipticit�e de la forme bilin�eaire a sur H�
��
S

��S	 �c�f ����	� o�u

H�
��
S

��S	 d�esigne le sous espace de H�
� ��S	 des fonctions qui s�annulent sur �S �

Theor�eme � Si la solution du probl�eme coupl�e existe� son �energie reste born�ee au sens
suivant �

kuk�L����T �L���F �t��
� �kukL����T �H���F �t��

�kdkW������T �L���S�� � kdkL����T �H�

���S
��S�� � C�f �g	� ��!	

On aurait pu faire le m
eme raisonnement avec les �equations de plaques� et aurait obtenu �ega

lement des estimations d��energie car les termes de couplage� en tenant compte des conditions
�a l�interface� s��eliminent de la m
eme fa�con�

Remarque � Comme il a d�ej�a �et�e remarqu�e dans ����� la pr�esence des termes non lin�eaires
	termes de convection
 de Navier�Stokes est fondamentale pour satisfaire �a la condition de
stabilit�e dans les normes pr�ec�edentes� dans le cas d�un domaine qui d�epend du temps
 En
e�et� sans leur pr�esence� la simpli�cation du terme provenant de la d�eriv�ee par rapport au
domaine dans la formule de Reynolds ne se fait plus et ce terme cubique� qui n�a pas de
signe donn�e� ne peut �etre major�e par les autres contributions
 Il s�ensuit que le probl�eme
risque d��etre alors mal pos�e
 Num�eriquement� on a remarqu�e des cas d�instabilit�es lorsque
l�on simule le couplage des �equations de Stokes 	seules
 avec les �equations de l��elasticit�e


�A ce jour� l�analyse de tels probl�emes de couplage n�est pas d�e�nitive� Lorsque le domaine
�uide peut 
etre consid�er�e comme �xe au cours du temps �dans le cas o�u les d�eformations
de la structure sont petites	 nous pouvons citer des th�eor�emes d�existence� En particulier�
dans ����� il est d�emontr�e l�existence et l�unicit�e �en dimension �	 de solutions faibles pour
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les �equations de Navier
Stokes coupl�ees �a celles de l��elasticit�e lin�earis�ee� avec des conditions
de transmissions di��erentes de celles �enonc�ees pr�ec�edemment� Des �etudes ont �egalement �et�e
faites pour les �equations de Navier
Stokes dans des domaines variables en temps� soit dans
le cas o�u cette �evolution est connue a priori ������ ����	� soit pour des probl�emes �a fronti�ere
libre ����� ���� ����� ����	�

Nous avons d�emontr�e ��!�� �� �� que le probl�eme de couplage d�un �uide en dimension �
d�espace� qui interagit avec un disque rigide� poss�edant donc � degr�es de libert�e �� transla

tions� wG� et une rotation 
	 admet au moins une solution� Cette analyse est faite dans des
espaces plus r�eguliers que les espaces d��energie pr�ec�edents� Un travail reste donc �a faire pour
passer de l�existence en temps petit d�une solution r�eguli�ere �a l�existence de solution dans les
espaces naturels pour un temps plus long �mais tel que� en particulier� le solide ne touche pas
le bord �xe du domaine �uide	� L�extension �a des situations o�u le solide d�epend de plus de �
degr�es de libert�e �mais toutefois en nombre �ni	 est aussi en cours� Ceci correspond au cas
o�u la d�eformation du solide est d�ecrit par une combinaison lin�eaire de ses premiers modes
propres�
On a ainsi

Theor�eme � Soit r un r�eel� � � r � ���
 On suppose que u� � Hr����	� que f est
su�samment r�eguli�ere et que la masse et le moment d�inertie du disque rigide sont assez
grands alors il existe T� � � d�ependant des donn�ees tel que le probl�eme admet une solution
avec u � Kr��

T�
��	� rq � Kr

T�
��	� wG � Hr������� T�	 et 
 � Hr������� T�	


L�espace Kr
T�
��	 est d�e�ni ici comme

Kr
T�
��	 � L���� T &Hr��		 �Hr����� T &L���		�

Pour l��etude de probl�emes de couplage �uide structure stationnaires� pour lesquels le
domaine �uide est une inconnue� on pourra consulter �� � o�u il est montr�e que pour des
donn�ees �forces ext�erieures	 assez petites� le probl�eme est bien pos�e�

� Formulation ALE pour la simulation num�erique

L�une des di�cult�es pour la simulation d�interaction �uide structure vient du fait que
le domaine �uide bouge� Si l�on pr�evoit d�utiliser une discr�etisation en di��erences� �el�ements�
volumes �nis ou une discr�etisation spectrale� il r�esulte du mouvement du domaine de calcul
que les mailles �adapt�ees �a ce domaine	 doivent 
etre modi��ees au cours du temps ou qu�alors
une proc�edure sp�eciale doit 
etre d�evelopp�ee pour tenir compte d�un maillage ��xe	 qui n�est
plus adapt�e au domaine de calcul �uide puisqu�il ne suit pas la d�eformation de l�interface�

Pour compenser cette d�efaillance du maillage� une premi�ere m�ethode consiste �a utiliser
des conditions aux limites dites de transpiration sur cette fronti�ere �xe �qui ne co$%ncide donc
pas avec la fronti�ere r�eelle du �uide	� L�id�ee est de lin�eariser les conditions aux limites sur
l�interface mobile �suppos�ee proche de la surface �xe	 et de prendre ces nouvelles relations
comme conditions aux limites sur la surface �xe �voir par exemple ���	� �A notre connaissance�
cette technique ne se justi�e que pour de petites d�eformations de l�interface� Par ailleurs�
toujours pour traiter ce type de probl�emes sur des maillages �xes� on a vu r�ecemment appa

ra
%tre des techniques de domaines �ctifs �����	� �����	 qui permettent de traiter les conditions
aux limites par l�interm�ediaire d�un multiplicateur de Lagrange� On peut �nalement penser
�a une d�e�nition particuli�ere des stencils pour les points proches de l�interface� pour l��ecriture
des sch�emas aux di��erences �nies comme c�est le cas� par exemple� dans les articles utilisant
le concept de lignes de niveau ���� Ces techniques sont r�eput�ees d�ordre relativement bas ou
assez co
uteuses et di�ciles �a mettre en 'uvre� En particulier� une approximation d�ordre
su�samment �elev�e dans une partie critique du domaine de calcul �couches limites	 est assez
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di�cile �a obtenir� On pourrait aussi penser �a utiliser la technique propos�ee par C� H� Bruneau
��!�	� qui consisterait ici �a �remplir� la structure d�un �uide �ctif r�egit par des �equations de
Navier Stokes mais avec une viscosit�e telle que ce �uide �ctif aurait le m
eme mouvement
d�ensemble que la structure�

Une seconde approche peut �egalement 
etre envisag�ee� Il s�agit de se ramener �a une �ecri

ture des �equations sur �F ��	� On suppose pour cela qu�une application ��t�x	 inversible et
su�samment r�eguli�ere en espace existe entre le domaine �uide initial �F ��	 �ou tout autre
domaine de r�ef�erence 
�F 	 et �F �t	� Cette application permet en fait de rapporter tout le
probl�eme sur le domaine de r�ef�erence �F ��	 par changement de variables et l�on peut ainsi
r�esoudre un probl�eme aux d�eriv�ees partielles avec des coe�cients qui d�ependent du temps
sur domaine �xe� Il est �a noter que si ��t�x	 d�esigne la position r�eelle des particules �uides

�c�est
�a
dire si
��

�t
�t�x	 � u�t� ��t�x			 on obtient alors les �equations de Navier
Stokes �ecrites

en variables Lagrangiennes� En fait� il est tr�es rare que l�on fasse ce choix� car on arriverait
souvent �a des �equations avec des coe�cients tr�es peu r�eguliers et des syst�emes discrets assez
complexes �a r�esoudre� Il su�t d�imaginer� en e�et� la forme de cette application � lorsque l�on
est en pr�esence d�un tourbillon au centre du domaine �uide� La seule chose que l�on demande
�a � est de bien repr�esenter la g�eom�etrie instationnaire de �F �t	� Il su�t� pour cela� que la
vitesse du bord soit bien repr�esent�ee �on pourrait m
eme se contenter d�avoir le d�eplacement
normal bien repr�esent�e (	 c�est
�a
dire que l�on demande �a � de v�eri�er

��

�t
�t�x	 � u�t� ��t�x		 en tout point x de ��F ��	�

L�application � est donc d�e�nie comme un rel�evement de la d�eformation du bord� Ce rel�eve

ment peut se faire en r�esolvant une �equation aux d�eriv�ees partielles de type Poisson� Cette
solution pouvant conduire �a des applications � non inversibles� on pr�ef�ere souvent r�esoudre
un probl�eme de Stokes ou de l��elasticit�e qui� gr
ace �a la condition d�incompressibilit�e sont plus
robustes �c�f� ����� par exemple	� On pourra consulter les travaux de Lessoine et Farhat �����	�
par exemple pour d�autres techniques� et en particulier pour une �etude sur l�in�uence de la
dynamique de � sur la dynamique du syst�eme coupl�e� Le syst�eme coupl�e initial ��uide �
structure	 en tant que syst�eme instationnaire peut� en e�et� entrer en r�esonance et l��echange
d��energie ��uide 	 structure� structure 	 �uide	 peut s�ampli�er petit �a petit et conduire
�a des probl�emes m�ecaniques s�ev�eres �empennages d�avion cass�es par exemple	� Si� aux �equa

tions qui traduisent cette dynamique� on ajoute une autre dynamique �celle du maillage	 cet
�echange d��energie �a deux devient un �echange d��energie �a trois et des instabilit�es �ctives ont
parfois �et�e not�ees�

En fait� rares sont les approches suivant la description pr�ec�edente� En e�et� cette premi�ere
description conduit �a la r�esolution d��equations avec des coe�cients non constants� donc �a une
di�cult�e �a �evaluer les di��erentes matrices de masse et de rigidit�e� Elle conduit aussi �a des
sch�emas avec des stencils assez larges� Surtout pour les applications en dimension �� cela peut
vite devenir un probl�eme� Une autre raison pour ne pas travailler sur le domaine de r�ef�erence
vient du fait qu�en m�ecanique� en particulier pour les �uides� certaines quantit�es doivent

etre conserv�ees et cette conservation est plus simple �a imposer et �a v�eri�er sur les �equations
eul�eriennes� Il faut alors revenir �a une discr�etisation des �equations sur le domaine �F �t	�
et donc obtenir un maillage de �F �t	� pour tout temps� La tendance actuelle est d�utiliser
des approches arbitraires lagrangiennes eul�eriennes �A�L�E�	 qui permettent en quelque sorte
de travailler automatiquement sur un maillage qui se d�eforme avec le domaine �uide� Ces
techniques reposent sur la notion de vitesse de maillage et de caract�eristiques� Il su�t bien
entendu d�utiliser le maillage de �F ��	 et l�application ��t�x	� pr�ec�edemment introduite� On
comprend pourquoi il est pr�ef�erable de ne pas suivre les particules �uides pour d�e�nir �
mais seulement le bord du domaine si l�on souhaite avoir �a ce stade un maillage correct du
domaine �F �t	 (
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Pour d�e�nir les d�erivations par rapport �a la variable d�espace� il su�t alors de reconstruire
les matrices �el�ementaires sur un maillage �structur�e ou non	 d�eform�e� et ce� �a chaque pas
de temps� Pour contrer tout argument de surco
ut qui pourrait 
etre oppos�e �a cette derni�ere
approche� il su�t de noter que� en dimension �� avec des g�eom�etries stationnaires mais
complexes� il arrive tr�es souvent que les matrices de masse et de rigidit�e soient reconstruites
�a chaque pas de temps a�n de diminuer le stockage en m�emoire vive �la g�eom�etrie tient
en m�emoire vive mais pas les matrices	� Le surco
ut de construction des matrices est donc
relativement faible�

Si la di�cult�e de la d�e�nition des d�erivations spatiales est ainsi aplanie� la d�erivation
temporelle reste une di�cult�e puisque� bas�ee sur une approche di��erence �nie� elle consiste
�a faire la di��erence des vitesses en deux temps proches et en un m
eme point� Le probl�eme
vient des points proches de l�interface puisque rien n�assure que du �uide se trouve bien en
pr�esence �a ces deux instants en ce point l�a( De plus on pr�ef�ere souvent utiliser des points
de maillages pour �eviter les interpolations d�un maillage �celui au temps tn��	 sur un autre
�celui au temps tn	� La technique ALE consiste alors �a travailler sur le seul maillage �F �tn��	
�ou �F �tn		 en utilisant par exemple l�application ��tn��� �	 � ���tn� �		���

En d�e�nissant les variables caract�eristiques X�x� s& t	 par

X�x� s& t	 � ��s� �	 � ���t� x		��� ��"	

et� pour t �x�e� la vitesse v en ces points

v�s� x	 � u�s�X�x� s& t		� ���	

on remarque que� en tout point x de �F �t	 et tout temps s

�v

�s
�s� x	 �

�u

�s
�s�X�x� s& t		 � cru�s�X�x� s& t		� ���	

o�u c d�esigne la vitesse de grille

c�s�X�x� s& t		 �
�X

�s
�x� s& t	�

FF
(t)Ω Ω

X (X,s,t)χ∗ ∗

(s)

En reportant cette �egalit�e dans les �equations de Navier
Stokes ��	 �ecrites au temps s et
au point X�x� s& t	� il vient pour x � �F �t	

�v

�s
�s� x	� ��u�s�X�x� s& t		

��u� c	ru�s�X�x� s& t		 �rp�s�X�x� s& t		 � f �s�X�x� s& t		�

C�est cette derni�ere formulation qui est appel�ee formulation ALE des �equations �uides� On a
ainsi r�esolu le probl�eme de d�erivation en temps� puisque l�on consid�ere maintenant la fonction
v qui est d�e�nie sur le domaine �xe �F �t	 �on rappelle que t est momentan�ement �x�e et s
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est variable	� Par exemple� pour un sch�ema en temps d�ordre � on propose� pour approcher
la solution de d�e�nir une suite de vitesses un 
 u�tn� �	 et de pression pn 
 p�tn� �	 d�e�nies
dans �F �t

n��	 selon un sch�ema qui sera du type

un���x	� un�X�x� tn& tn��		

tn�� � tn
� ��un���X�x� tn��& tn��		

��un � cn	run�X�x� tn& tn��		 �rpn���X�x� tn��& tn��		 � fn���X�x� tn��& tn��		�

On rappelle alors que X�x� tn��& tn��	 � x et on remarque que X�x� tn& tn��	 � x�O�tn���
tn	 qui nous conduit donc au sch�ema

un���x	� un�X�x� tn& tn��		

tn�� � tn
� ��un���x	

��un � cn	run�x	 �rpn���x	 � fn���x	 dans �F �tn��	�

auquel on doit ajouter la condition d�incompressibilit�e sur un���
On remarque donc que pour la d�e�nition d�un sch�ema �a l�ordre � la proc�edure pr�ec�edente

est l�une des solutions possibles� On doit� en e�et� 
etre capable de calculer �run	�X�x� tn&
tn��		 et l�int�egrer avec des fonctions tests d�e�nies sur �F �tn	� Il y a donc des Jacobiens de
transformation x �	 X �a faire intervenir� Si �a l�ordre � ces Jacobiens sont �egaux �a �� il n�en
est plus de m
eme �a l�ordre ��

� Analyse de proc�edures de d�ecouplage

Comme nous l�avons d�ej�a annonc�e� le cadre dans lequel nous envisageons la simulation
des ph�enom�enes d�interaction �uide structure est le suivant � on suppose que l�on dispose
de deux codes� un permettant de simuler le comportement du �uide sur des domaines qui
se d�eforment au cours du temps �qui utilisent� par exemple� la formulation ALE d�ecrite
pr�ec�edemment	� un autre permettant de simuler le comportement de la structure� Pour ce
dernier il s�agit� en g�en�eral� d�un code lagrangien� Ce qui nous int�eresse ici est l�obtention
d�algorithmes de couplage e�caces de ces deux codes� On peut envisager plusieurs strat�egies
a�n de discr�etiser en temps les conditions de couplages� strat�egies qui vont du totalement
implicite au totalement explicite� Dans le cas o�u la structure et le �uide sont mod�elis�es par
des �equations pos�ees sur des domaines ayant la m
eme dimension ��D
�D� par exemple	� on
peut d�enombrer� au moins� �� strat�egies di��erentes�
Supposons que l�on connaisse les approximations de la vitesse� de la pression� du d�eplace

ment et de la g�eom�etrie �a l�instant n�t� o�u �t d�esigne le pas de discr�etisation en temps�
La premi�ere strat�egie que l�on peut envisager est celle o�u la g�eom�etrie et les conditions de
couplage sont trait�ees implicitement �a chaque it�eration en temps� En particulier� l��egalit�e des
vitesses et l��egalit�e des contraintes ont lieu �a l�instant �n � �	�t sur un domaine �n�� d�e

termin�e par le d�eplacement �a l�instant �n��	�t� Cela conduit �a un algorithme qui conserve
toutes les non lin�earit�es du probl�eme initial et qui peut 
etre r�esolu it�erativement� Dans ��!��
les auteurs ont propos�e une m�ethode it�erative qui consiste �a r�esoudre les �equations �uides
avec des conditions de Dirichlet� les �equations de structure avec des conditions de Neumann
calcul�ees �a partir de la r�esolution pr�ec�edente et mettre �a jour la position de l�interface en
utilisant un param�etre de relaxation convenablement choisi� Une autre strat�egie consiste �a
traiter le comportement de la fronti�ere explicitement et les conditions de couplage implicite

ment� On commence donc� connaissant les approximations de la vitesse� de la pression� du
d�eplacement et de la g�eom�etrie aux instants pr�ec�edents� par extrapoler la g�eom�etrie� Puis�
on r�esout les �equations du �uide et de la structure de fa�con non d�ecal�ee� de sorte que les
vitesses et les contraintes �a l�interface sont �egales �a l�instant �n��	�t� L�a encore l��egalit�e des
vitesses discr�etes et des contraintes discr�etes �a l�instant �n � �	�t peut 
etre obtenu en it�e

rant� Plusieurs choix sont possibles pour r�esoudre les �equations �uides � on peut� par exemple�
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choisir de les r�esoudre sur la con�guration �a l�instant n�t� ou bien sur la nouvelle g�eom�etrie
pr�edite lors de l��etape d�extrapolation� Une troisi�eme classe de sch�emas est obtenue en ex

plicitant toutes les conditions de couplage� Ceci conduit �a des sch�emas d�ecal�es� c�est
�a
dire
des sch�emas o�u les r�esolutions des �equations du �uide et de la structure se font l�une apr�es
l�autre et une seule fois par pas de temps� Le traitement des conditions de couplages est
alors explicite� On peut envisager de r�esoudre� d�abord la partie �uide avec des conditions de
Dirichlet �vitesse donn�ee	 extrapol�ee �a partir des �etapes pr�ec�edentes� ce qui nous permet de
calculer les contraintes �n��F appliqu�ees par le �uide sur la structure �a l�instant �n � �	�t�
Les �equations de structure sont alors trait�ees avec des conditions de Neumann �contraintes
donn�ees �a l�interface	� Une autre option est de calculer la vitesse et la pression du �uide
avec des conditions de Neumann �CN	 �a l�interface� provenant du tenseur des contraintes du
mat�eriau �S calcul�e aux �etapes pr�ec�edentes� puis d�en d�eduire le d�eplacement de la structure
�a l�instant �n � �	�t en mettant comme conditions aux limites des conditions de Dirichlet
�CD	� venant de la partie �uide que l�on vient juste de r�esoudre� Nous pouvons �egalement
commencer par r�esoudre d�abord les �equations de structure puis les �equations �uides �il ne
s�agit pas seulement d�un d�ecalage d�indices	 avec les m
emes possibilit�es pour les conditions
aux limites� Dans tous les cas pr�esent�es pr�ec�edemment� nous avons la possibilit�e de r�esoudre
les �equations qui r�egissent l��ecoulement �uide soit sur le domaine �a l�instant n�t� soit sur le
domaine �a l�instant �n��	�t� En r�esum�e� si l�on note Un� Pn� Dn��n les approximations de
la vitesse� de la pression� du d�eplacement et de la g�eom�etrie �a l�instant n�t� si F d�esigne la
partie �uide et S la partie structure� nous avons

�� Traitement implicite de la g�eom�etrie�
Traitement implicite des conditions de couplage�
�� Un��� Pn��� Dn����n��

�� Extrapolation de la g�eom�etrie �� �n���
Traitement implicite des conditions de couplage �� Un��� Pn��� Dn���

�� Extrapolation de la g�eom�etrie �� �n���
Traitement explicite des conditions de couplage �

�a	

Fn�� �CDn �	 �Un��� Pn��	 �	 �n��F �	 Sn�� � CNn�� �	 Dn���

�b	

Fn�� �CNn �	 �Un��� Pn��	 �	 Sn�� � CDn�� �	 Dn�� �	 �n��S �

On peut encore envisager de commencer par la structure soit

�c	

Sn�� �CDn �	 Dn�� �	 �n��S �	 Fn�� � CNn�� �	 �Un��� Pn��	�

�d	

Sn�� �CNn �	 Dn�� �	 Fn�� �CDn�� �	 �Un��� Pn��	 �	 �n��F �

Pour les strat�egies � et �� on peut� �a chaque fois� r�esoudre les �equations �uides sur �n ou
sur �n���

Certaines proc�edures de d�ecouplage ont d�ej�a �et�e �etudi�ees� On peut citer les travaux de
Piperno� Farhat ) Larrouturou ���"�	 dans lesquels il est pr�esent�e une analyse lin�eaire du
couplage d�un piston mobile et d�un �uide compressible� La strat�egie ���d	 est analys�ee et
une m�ethode de pr�ediction
correction doit 
etre associ�ee pour assurer la stabilit�e du sch�ema�
�A ces �� proc�edures s�ajoutent donc encore des proc�edures �a plusieurs sous pas de temps du
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type pr�ediction correction� Dans ����� nous avons �etudi�e� sur un mod�ele monodimensionnel�
trois de ces strat�egies� qui correspondent aux cas �� ���a	 et ���b	� Dans chacun des cas�
les �equations de la partie �uide sont �ecrites en formulation ALE� et la vitesse �a l�instant
�n � �	�t est calcul�ee sur la con�guration �a l�instant n�t� La g�eom�etrie est extrapol�ee �a
l�ordre � et nous avons consid�er�e des sch�emas d�ordre � en temps pour les �equations �uides
et pour les �equations de structure� Nous montrons que le sch�ema correspondant au cas � est
stable� consistant� et convergent avec un taux de convergence �t���� Pour les deux autres�
seule une analyse de stabilit�e est e�ectu�ee qui fait intervenir� en outre� dans le cas ���b	 une
discr�etisation �el�ements �nis en espace �on a� en e�et� besoin d�une condition de type CFL
liant le pas de discr�etisation en temps et les pas de maillage en espace	� Num�eriquement� il
semble n�eanmoins que ces deux derniers sch�emas se comportent de la m
eme fa�con�

� Analyse de la discr�etisation en espace

Outre la di�cult�e li�ee �a la discr�etisation en temps� se pose� quand on a deux codes bas�es
sur des discr�etisations spatiales di��erentes� le probl�eme d�assurer entre les fonctions discr�etes
de la partie �uide et les fonctions discr�etes de la partie structure les continuit�es n�ecessaires�

Si l�on traite� et c�est le cadre dans lequel nous nous placerons� les discr�etisations sous
forme variationnelle� les conditions de raccord sur les contraintes s�e�ectuent� en fait� par
l�interm�ediaire du transpos�e de l�op�erateur de raccord des fonctions tests� Il semble naturel�
pour avoir les estimations d��energie a priori valables dans le cas continu� d�imposer la m
eme
condition de raccord sur les fonctions tests que sur les fonctions d�essai� Supposons que l�on
ait des discr�etisations en espace de type �el�ements �nis� Soit h le pas de maillage associ�e
�a la structure� et H celui associ�e au �uide� On note Yh l�espace discret associ�e �a la partie
structure� Pour simpli�er� nous allons supposer que les d�eplacements sont petits et donc que
�F �t	 � �F � et se restreindre aux �equations de Stokes �ce qui assure l�existence de solutions
faibles	� On note� d�autre part� XH �MH les espaces discrets associ�es �a la vitesse et �a la
pression du �uide�

 Formulation variationnelle du probl�eme continu�Z

�F

�u

�t
v � �

Z
�F

rurv�

Z
�F

pr�v�

Z
	�S

��d

�t�
b� a�d�b	

�

Z
�F

fv� ��v�b	 � V�Z
�F

r�u � � �� �� � M�

o�u V est d�e�ni par

V � f�v�b	 � X � Y � v�x	 � b�x	� �x � �g �

et � est l�interface �suppos�ee �xe	 de couplage�

 Formulation variationnelle du probl�eme discret�

Trouver �uH �dh	 tel que uH�x	 � *H�
�dh
�t

	�x	� �x � �

Z
�F

�uH
�t

vH � �

Z
�F

ruHrvH �

Z
�F

pHr�vH

�

Z
�S

��dh
��t

bh � a�dh�bh	 �

Z
�F

fvH �

��vH �bh	 � VH�h �Z
�F

r�uH �H � �� ��H �MH �
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o�u VH�h est d�e�ni par

VH�h � f�vH �bh	 � XH � Yh � vH �x	 � *H �bh�x		� �x � �g �

L�op�erateur *H d�esigne un op�erateur de raccord� Il est alors clair que �uH �*H�
�dh
�t

		 sont

des fonctions tests admissibles� On obtient� ainsi� du moins formellement� des estimations
d��energie discr�etes� comme dans le cas continu� On cherche �a d�ecrire les propri�et�es de l�op�e

rateur *H a�n d�obtenir des estimations d�erreur optimales� Puisque l�op�erateur *H est
ind�ependant du temps nous pouvons� dans un premier temps� focaliser notre attention sur
l��etude de probl�emes stationnaires� Nous cherchons un op�erateur conduisant �a des estimations
d�erreur sur le syst�eme coupl�e de la forme

ku� uHkX � kd� dhkY � C�H� � h�	�

Elles sont dites optimales si l�exposant � �resp� �	 correspond �a des estimations d�erreur
optimales lorsque l�on regarde la partie �uide �resp� structure	 seule� En fait� en consid�erant
un probl�eme stationnaire� nous avons rapproch�e l��etude de ce probl�eme de celui du couplage
de discr�etisations non conformes dans le cas des d�ecompositions de domaines sans recou

vrement� Dans cette voie� la m�ethode des �el�ements avec joints a �et�e propos�ee dans � � pour
conduire justement �a des estimations d�erreur optimales� Dans la m�ethode des �el�ements avec
joints� le raccord faible des fonctions discr�etes se fait par un raccord int�egral� L�op�erateur
*H �a valeur dans l�espace des traces WH de XH sur � est alors d�e�ni par �Z

�

�b� *H�b		� � �� �� � +WH � ���	

o�u +WH est� en dimension � d�espace� un sous espace de codimension � de WH �
Nous avons montr�e dans ��"�� que le raccordement ponctuel par interpolation �i�e�uH�x	 �

�dh
�t

�x	 en tout point x correspondant aux degr�es de libert�e �uide	� dans le cas du couplage

du type �uide �D 
 structure �D� permet d�avoir le plus souvent l�optimalit�e de l�approxi

mation� Cependant� en particulier pour une approximation d�ordre � ��el�ements �nis P�	
en espace pour la vitesse lorsque l�op�erateur r�egissant le comportement de la structure est
d�ordre �� alors la m�ethode de raccordement ponctuel pr�ec�edente n�est plus optimale� contrai

rement �a la m�ethode des joints� qui elle donne toujours des approximations optimales� Nous
pouvons� pour ces deux types de raccords� r�esumer les r�esultats obtenus dans le tableau
suivant �

�Structure �D� �Structure �D� �Structure �D�
op�erateur ordre � op�erateur ordre � ��elasticit�e	

�Fluide� �D Pk
� k � � optimal k � � optimal non optimal

interpolation k � � non optimal k � � non optimal
�Fluide� �D Pk

� optimal �k optimal �k optimal �k
m�ethode des joints

Les m
emes conclusions sont valables en �D� A�n de comprendre les raisons essentielles de ce
comportement� nous proposons dans la section qui suit une �etude simpli��ee sur un probl�eme
stationnaire�

� �Etude simpli	�ee du couplage non conforme

On consid�ere � un ouvert born�e� et � une partie non vide connexe du bord� On pose
�� � ��n�� Nous consid�erons le probl�eme suivant �
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trouver u et d tels que �
�u � f dans ��
u � � sur ���

���	

��
� �d � g �

�u

�n
sur ��

dj�
 � ��
���	

Les deux �equations ���	 et ���	 sont maintenant d�ecoupl�ees et lin�eaires� Connaissant u nous
pouvons calculer sa d�eriv�ee normale et en d�eduire d� Nous allons r�e�ecrire ces �equations sous
forme variationnelle� On pose

V �
	
�w� b	 � H�

��
���	 �H�
� ��	 � wj
 � b



�

o�u H�
��
�

��	 est le sous espace de �el�ements de H���	 qui s�annulent sur ��� Le probl�eme
s��ecrit alors
trouver �u� d	 � H�

� ��	�H�
���	 tels queZ

�

rurw�

Z



rdrb �

Z
�

fw �

Z



gb� ��w� b	 � V� ���	

Ce probl�eme est un probl�eme bien pos�e comme on peut facilement le montrer en v�eri�ant des
conditions inf
sup donn�ees dans les hypoth�eses du th�eor�eme ����� p � ��� de ���� On d�esigne
par � un param�etre de discr�etisation� On consid�ere X� un sous espace de dimension �nie de
H�

��
�
��	 � C���	 et Y� un sous espace de dimension �nie de H�

���	 � C��,�	� L�espace X�
�

d�esigne l�intersection de X� et de H�
���	� D�autre part� on note W���	 l�espace des traces

des �el�ements de X� sur �� On suppose que W���	 ne contient pas Y�� ce qui interdit donc
l��egalit�e exacte entre les fonctions test �wj
 � b	� L�espace discret associ�e �a V est not�e V� � il
n�est pas inclus dans V puisque l�on consid�ere ici une discr�etisation non conforme� L�espace
V� est d�e�ni par �

V� � f�w�� b�	 � X� � Y� � w�j
 � *��b�	g �

o�u l�op�erateur *� d�esigne un op�erateur de raccord faible des fonctions tests discr�etes �inter

polation ou projection de la m�ethode des joints	� Le probl�eme discret s��ecrit alors �
Trouver �u�� d�	 � X� � Y� tel queZ

�
ru�rw� �

Z


rd�rb� �

Z
�
fw� �

Z


gb�� ��w�� b�	 � V� � ���	

Si l�op�erateur *� est stable en norme H� nous pouvons d�emontrer qu�il existe une solution
de ���	 en reprenant la m
eme d�emarche que pour le probl�eme continu�
Nous allons �etudier l�erreur entre la solution de ���	 et la solution discr�ete de ���	� et obtenir
un r�esultat semblable au lemme de Strang ��"�	� Nous allons montrer que l�erreur commise
peut 
etre major�ee par la somme de l�erreur de la meilleure approximation et de l�erreur de
consistance� On pose

a�u�w	 �

Z
�

rurw�

��d� b	 �

Z



rdrb�

Alors�

a�u�w	 �

Z
�

fw� �w � H�
� ��	�

et

a�u�� w�	 �

Z
�

fw� � �w� � X�
� �
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Donc nous obtenons� d�apr�es le Lemme de C�ea classique

ku� u�kH�

�
��� � C inf

v��X�

�

ku� v�kH�

�
��� �

Pour la partie monodimensionnelle� nous avons

��d� b	 �

Z


�g �

�u

�n
	b� �b � H�

� ��	� �� 	

et

��d� � b�	 �

Z



gb� �

Z
�

fw� � a�u�� w�	� ��w� � b�	 � V� �

Or Z
�

fw� � a�u�w�	�

Z



�u

�n
w�� �w� � X� �

donc

��d�� b�	 �

Z


gb� � a�u� u�� w�	�

Z



�u

�n
w�� ��!	

En retranchant �� 	 �a ��!	� il vient

��d� � d� b�	 � a�u� � u�w�	 �

Z



�u

�n
�b� � w�	�

Ainsi pour tout �v�� k�	 � X�
� � Y� nous avons

��d��k�� b�	�a�u��v�� w�	 � ��d�k� � b�	�a�u�v� � w�	�

Z



�u

�n
�b��w�	� ��w�� b�	 � V��

Par cons�equent� les conditions inf
sup sur a et � permettent d�obtenir

kd� � dkH�

�
�
� � ku� � ukH�

�
��� � C

�
inf

b��Y�
kd� b�kH�

�
�
� � inf

w��X�

�

ku�w�kH�

�
���

� sup
�w��b���V�

Z



�u

�n
�b� � w�	

k�w�� b�	kH�����H��
�

�


�

Les deux premiers termes mesurent l�erreur de la meilleure approximation et troisi�eme mesure
l�erreur due au raccordement de maillages incompatibles� appel�ee erreur de consistance�

sup
�w��b���V�

Z



�u

�n
�b� �w�	

k�w�� b�	kH�����H��
�

� sup
�w��b���V�

Z



�u

�n
�b� � *��b�		

k�w�� b�	kH�����H��
�

� ��"	

Choisissons une discr�etisation �el�ements �nis pour la partie bidimensionnelle� en particulier
consid�erons des �el�ements �nis Pk Lagrange� Alors un raccord ponctuel �interpolation	 donne�
pour l�erreur de consistance la majoration suivante

sup
�w��b���V�

Z



�u

�n
�b� � w�	

k�w�� b�	kH�����H��
�

� Ch sup
�w��b���V�

kb�kH�

�
�
�

k�w�� b�	kH�����H��
�

� Ch�

Ainsi� pour k � � la m�ethode est optimale� Par contre si k � �� le raccord ponctuel ne donne
plus d�estimation optimale� La m�ethode des joints permet alors de retrouver le m
eme taux
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de convergence que dans le cas conforme� En e�et� revenant �a ��"	 et utilisant la d�e�nition
de l�op�erateur de projection *� de ���	� il vient

sup
�w��b���V�

Z



�u

�n
�b� �*��b�		

k�w�� b�	kH�����H��
�

� sup
�w��b���V�

Z



�
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� �

�
�b� �*��b�		
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�

pour toute fonction � de +WH � Il su�t alors de choisir � comme la meilleure approximation
de �u

�n en norme L� pour obtenir l�optimalit�e de l�approximation�
On rappelle que si l�on consid�ere un probl�eme elliptique mod�ele du second ordre que

l�on cherche �a discr�etiser en utilisant une m�ethode de d�ecomposition de domaine sans re

couvrement� le raccord ponctuel donne une estimation d�erreur non optimale� Pour un tel
probl�eme� les fonctions tests sont en e�et seulement H��� du bord comme trace de fonctions
H�� contrairement aux cas �etudi�es pr�ec�edemment o�u elles sont plus r�eguli�eres puisque solu

tion d�un probl�eme d�ordre � �sur le bord�� C�est cette r�egularit�e de l�op�erateur d�ordre �
pour la partie �D� qui permet d�avoir une majoration de l�erreur de consistance optimale�
pour un raccord ponctuel� dans le cas o�u le degr�e k des polyn
omes associ�es au �uide �egal ��
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