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Analyse et méthodes numériques pour la simulation
de phénomenes d’interaction fluide-structure

(éline Grandmont* & Yvon Maday '

Résumé

Dans cet article, nous présentons une syntheése d’un certain nombre de résultats sur ’analyse
mathématique et numérique de phénomenes d’interaction entre un fluide et un solide mobile:
rigide ou déformable. Les applications ot de telles interactions se produisent sont nombreuses,
en aérodynamique, en hydrodynamique, en biomécanique... Nous pourrions citer beaucoup
d’exemples : écoulement autour d’un bateau, écoulement sanguins dans les artéres', pour
I’hydrodynamique (fluide en phase liquide), écoulement autour d’ailes d’avion, étude de I'in-
fluence des vents sur le tablier d’un pont, pour ’aéroélasticité? (fluide en phase gazeuse)...
Tous ces phénomenes sont dits couplés car le comportement du fluide dépend de celui de la
structure et réciproquement.

1 Introduction

Nous nous placons ici dans le cadre le plus général ou la déformation de la structure
est telle qu’il en résulte une déformation non négligeable du domaine occupé par le fluide.
L’interaction se produit a plusieurs niveaux. Tout d’abord le déplacement de la structure
modifie la forme du domaine fluide, ce déplacement de la structure résulte lui méme d’une
action des forces extérieures mais aussi des efforts du fluide sur la frontiére du solide. 1l est
clair a partir de ces quelques explications que le phénomene en présence est trés non linéaire
et requiert une analyse minutieuse. De nombreuses études ont été faites sur ce théme, mais
essentiellement dans le cadre de petites déformations de la structure (vibrations). Le domaine
fluide est alors considéré comme fixe. On pourra consulter le livre [26], dans cette voie.

2 Formulation mathématique du probleme

L’écoulement est supposé visqueux et incompressible. Nous placerons donc cette étude
dans le cadre ot le fluide est modélisé par les équations de Navier-Stokes incompressibles.
Ce fluide interagit avec un solide que nous supposons, dans un premier temps, régi par des
équations linéaires. Afin de récupérer le savoir faire accumulé sur la résolution de ce type
d’équations, on prévoit d’utiliser le formalisme classique des modéles régissant le fluide et la
structure : formulation lagrangienne pour la structure et eulérienne pour le fluide. Ce cadre
permet, en effet, de traiter de nombreuses applications, en particulier, en modifiant les lois
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de comportement des milieux en présence. La formulation lagrangienne des équations fait
intervenir la configuration de référence de la structure, appelée Qs. Ce peut étre ’état initial
de la structure, mais ce n’est pas obligatoire. Le comportement de la structure est donc
décrit par le déplacement au cours du temps de chaque point par rapport a la configuration
de référence. Ainsi, tout point x de la configuration de référence Qg occupe, & linstant ¢
la position x(t) = x + d(x,?) o d (déplacement de la structure) satisfait aux équations
constitutives de la structure. Pour ce qui est du fluide, la plupart des représentations sont
écrites en formulation eulérienne. Ainsi, les inconnues (vitesse, pression,...) sont évaluées &
chaque instant et en chaque point du domaine physique. En particulier, dans la situation qui
nous intéresse ici, le domaine fluide est délimité, pour une partie au moins de sa frontiere,
par une structure mobile et donc, varie au cours du temps. On note Qp(¢) ce domaine au
temps t. La résolution de la partie fluide consiste donc a: trouver (u,p) défini sur Qp(t) tels
que

a—u—leu—i—u.Vu—l—W) = f dans Qp(?) (1)

ot
diva = 0 dans Qp(), (2)

ol u désigne la vitesse du fluide, p sa pression, v sa viscosité et f une force extérieure donnée.
Ces équations sont complétées par une donnée initiale

u(t =0,.) =ug(.) dans Qp(0) (3)

et des conditions aux limites. Ces conditions aux limites sont de deux types, correspondant
a4 deux types de frontiere 9Qp(t) du domaine Qp(¢). Il y a tout d’abord la partie () ol le
fluide et la structure se touchent, il y a ensuite la partie T'p = 9Qp () \ 7(t) qui est supposée
indépendante du temps et sur laquelle on impose des conditions classiques (c’est-a-dire des
conditions de Dirichlet, de Neumann ou autres). On va supposer ici pour simplifier qu’il
s’agit de conditions de Dirichlet homogenes et donc

u(t,.)=0 surIp. (4)

Nous détaillerons ultérieurement les conditions de couplage & 'interface entre le fluide et la
structure. Avant cela, nous allons décrire deux exemples d’équations de structure. Pour ce qui
est de la structure, plusieurs situations sont envisageables : la structure et le fluide peuvent
avolir la méme “dimension” ou étre modélisés par des équations posées dans des domaines de
dimensions différentes. En effet, lorsque le corps tridimensionnel posséde une petite épaisseur
ou que sa section est faible, des modéles 2D (plaques, coques) ou 1D (poutres, cables) sont
classiquement utilisés pour décrire son comportement. En général, il s’agit d’équations posées
sur la surface moyenne de lobjet et dont la solution est le déplacement (ou la rotation
de la normale) des points de la surface moyenne. Les déplacements des points situés dans
I’épaisseur peuvent s’en déduire.

o Nous commencons par donner les équations de 1’élasticité linéarisée tridimensionnelle.
Nous supposerons que la loi de comportement du matériau est la loi de Hooke (matériau iso-
trope) et nous appellerons A et i les coefficients de Lamé du matériau et d son déplacement.
On note g la force volumique appliquée a la structure. Les équations s’écrivent alors: pour
I'inconnue d définie sur QS

0*d

T divo(d) =g dans Qg, (5)

ol le tenseur des contraintes ¢ est donné par
o(d) = Atre(d)Id + 2pe(d), (6)
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et ol le tenseur £(d) représentant le tenseur linéarisé des déformations, s’écrit
1 T
g(d) = i(Vd—l—Vd ).

Il faut, bien sur, rajouter des conditions initiales sur le déplacement et la vitesse, soit par
exemple

ad

dt=0)=0,

tIO):VO. (7)

Il faut aussi imposer des conditions aux limites sur le bord I's de €25 qui n’est pas baigné par
le fluide. Nous imposerons ici encore des déplacements nuls pour simplifier la présentation.

Finalement, il nous reste a exprimer le principal, c’est & dire les conditions de raccord,
qui traduisent 'interaction entre le fluide et la structure. En définissant v comme la portion
de frontitre de Qg en contact avec le fluide, on écrit tout d’abord que v et y(t) sont la méme
entité (I'une exprimée en lagrangien et ’autre en eulérien).

Vi, Vx €y, x+d(t,x) €v(t), (8)
et
Vi, Vy €y(t),3x €, x+d(t,x)=1y. (9)

On impose donc ensuite que

— sur y(¢) le fluide “colle” & la paroi et donc la vitesse du fluide est égale & la vitesse de
la structure en des points coincidants.

od
Vi, Vx €y, u(t,x+d(t,x)) = E(t,x). (10)
Nous avons supposé que le fluide était visqueux, dans le cas d’un fluide non visqueux, nous
n’aurions que la continuité de la composante normale de la vitesse a I'interface.

— par ailleurs, suivant la loi de ’action et de la réaction, les contraintes normales du fluide
sur la structure coincident avec celles de la structure sur le fluide.

Vi, Vx €5, Tp(u,p)(t,x) =c(d).n(t, x), (11)

ot Tp(u,p) représente les contraintes fluides réécrites sur la configuration de référence.

o Si maintenant, en dimension 3 d’espace, le solide considéré possede une dimension
“petite” (épaisseur ou section) par rapport aux autres, on référe alors, le plus souvent, & des
équations de plaques ou de coques. Les conditions de couplage traduisent encore 1’égalité des
vitesses ainsi que le fait que les forces exercées sur la structure viennent de la pression et
de la viscosité du fluide. Considérons, par exemple, une plaque d’épaisseur 2e et de surface
moyenne w. On suppose que le matériau est linéaire élastique homogéne et isotrope. On
appelle E son module d’Young, v son coefficient de Poisson (ces deux coefficients peuvent
g’exprimer en fonction des coefficients de Lamé du solide élastique), et p sa masse volumique.
Avec les notations précédentes on a:

Qs =wx] —e,ef.

Nous n’allons présenter, ici, que les équations régissant le comportement du déplacement
transverse dz = dz(x1,22) (les effets membranaires et en flexion sont, en effet, découplés).
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En formulation forte les équations s’écrivent, en utilisant la convention de sommation sur
I'indice répété, et en considérant que les indices grecs varient dans {1,2}:

62d3 + 2E63
P T 31— 1)

2 ANds= gf+g5+ | £

_I_ _ - €
—1—676(%‘ ) + / zs3 0fs , dans w,
8xa —e 3xa

(12)

ou f désigne une force volumique donnée et g, g~ des forces surfaciques appliquées respec-
tivement sur w X {e} et w x {—e}. On suppose, d’autre part, que la plaque est encastrée sur
son bord latéral : dw x [—e, +e]. Le déplacement longitudinal est donné par :

Ods
do (1,20, 23) = —237— (21, T2).
Oc( 1,42, 3) 38$a( 1, 2)
Nous souhaitons maintenant exprimer les conditions de couplage entre cette plaque en
flexion et le fluide visqueux. Si I’on considére que v = w x {—e}, on a pour tout x € v, c’est
& dire pour tout x = (1, z2, —€)

ad
uz(x +d(t,x)) = a—:(t, Ty, T3),
0%d
talx +d(t,%) = e 52 (1w, )

D’autre part, le fluide exerce sur la plaque des efforts surfaciques. Nous allons donc voir
apparaitre, dans le second membre des équations (12), les contraintes Tr(u, p)|ly = g~.
Pour plus de détails sur les équations de plaques et de coques on pourra consulter : [11],

[12], [6].

2.1 Estimations d’énergie a priori

Supposons que la solution du probléme couplé existe et soit suffisamment réguliere. Dans
ce cas, comme pour beaucoup de systémes dynamiques mécaniques, il est intéressant d’avoir
des notions de conservation d’énergie. On multiplie pour ce faire les équations (1) par u et
on intégre sur le domaine Qp(t), il vient

/ —u—V/ uAu—l—/ (u.V)u.u—l—/ Vpu:/ fu. (13)
ar(t) O 2r(t) 2r(t) 2r(t) 2r(t)

Aprés intégration par parties et en tenant compte de (2), on obtient

2
/ lal + ,// (Vu)2 + / u.Vu.u—i—/ (pn - V@_u)u = / fu. (14)
Qr(t) 2 Ot Qr(t) Qr(t) v(t) on Qr (1)

On rappelle la formule de Reynolds

d 9é(x,1)
— ¢(x,t)de :/ 7d1‘—|—/ ow.n,
dt Jap ) 1) ar(t) Ot ~(t)

oll n est la normale extérieure & Qp(t) et w est la vitesse de chaque point de la frontiere
9

e u . e .
¥(t). Nous allons 'utiliser avec ¢ = —. Par ailleurs, en utilisant la conservation de la masse

(I’équation (2)) le terme de convection devient, aprés intégration par parties

/ (w.Vijuu= 1/ vwu.n.
Qr (1) 2 Lo
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En reportant ces deux équations dans (14) et en tenant compte du fait que la vitesse de la
frontiére coincide avec la vitesse du fluide a cet endroit, on obtient

1d , / , / ou /
- — u+v Vu)“ + pn—v—ju= fu, 15
2dt Jo, ) npm( ) v(t)< o) 2r(t) 1)

et I’on voit apparaitre naturellement des énergies de la partie fluide (énergie cinétique—+énergie
de dissipation). Pour la partie solide, on agit de méme, par exemple pour les équations de

I’élasticité linéarisée tridimensionnelle, on multiplie formellement par T il vient aprés in-

tégration par parties,

1d [, 1d - od ad

avec, en utilisant la convention de sommation sur 'indice répété
a(d, b) = / /\5kk(d)5ll (b) + QﬂEij(d)Eij (b)
Qs

On en déduit un bilan d’énergie. En effet, en ajoutant (15) et (16), on obtient, par simplifica-
tion des termes de contraintes, en utilisant le fait que, sur I'interface v on a u(x+d(¢,x)) =

od
E(t’x)’

N | —

d 5 , 1d od\? 1d
— v - = -~ ad,d
dt/npmu +V/np<t>( W o m(ﬁt) g
/ ¢ +/ od
f— u g_.
Qr(t) as Ot

D’ou le résultat, en utilisant Iellipticité de la forme bilinéaire a sur H} r.(Q2s) (cf[10]), on

(17)

H(%,FS(QS) désigne le sous espace de H3(Qg) des fonctions qui s’annulent sur g,

Theoréme 1 Si la solution du probléme couplé existe, son énergie reste bornée au sens
sutvant : )
||u||Lw(o,T;L2(nF(t )t vlallLz(o,rm 2k (1) (18)
Hldllwreor22@0) FlldllLeray 0 <O 8):
On aurait pu faire le méme raisonnement avec les équations de plaques, et aurait obtenu éga-
lement des estimations d’énergie car les termes de couplage, en tenant compte des conditions
a 'interface, s’éliminent de la méme fagon.

Remarque 1 Comme il a déja été remarqué dans [14], la présence des termes non linéaires
(termes de convection) de Navier-Stokes est fondamentale pour satisfaire a la condition de
stabilité dans les normes précédentes, dans le cas d’un domaine qui dépend du temps. En
effet, sans leur présence, la stmplification du terme provenant de la dérivée par rapport au
domaine dans la formule de Reynolds ne se fait plus et ce terme cubique, qui n’a pas de
signe donné, ne peut étre majoré par les autres contributions. Il s’ensuit que le probléme
risque d’étre alors mal posé. Numériquement, on a remarqué des cas d’instabilités lorsque
Uon simule le couplage des équations de Stokes (seules) avec les équations de U’élasticité.

A ce jour, 'analyse de tels problémes de couplage n’est pas définitive. Lorsque le domaine
fluide peut étre considéré comme fixe au cours du temps (dans le cas o les déformations
de la structure sont petites) nous pouvons citer des théorémes d’existence. En particulier,
dans [25], il est démontré I’existence et |'unicité (en dimension 2) de solutions faibles pour
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les équations de Navier-Stokes couplées a celles de 1’élasticité linéarisée, avec des conditions
de transmissions différentes de celles énoncées précédemment. Des études ont également été
faites pour les équations de Navier-Stokes dans des domaines variables en temps, soit dans
le cas ol cette évolution est connue a priori ([23], [30]), soit pour des problémes & frontiere
libre ([1], [5], [31], [32]).

Nous avons démontré [18], [17], que le probleme de couplage d’un fluide en dimension 2
d’espace, qui interagit avec un disque rigide, possédant donc 3 degrés de liberté (2 transla-
tions, wg, et une rotation ) admet au moins une solution. Cette analyse est faite dans des
espaces plus réguliers que les espaces d’énergie précédents. Un travail reste donc a faire pour
passer de Dexistence en temps petit d’une solution réguliere & ’existence de solution dans les
espaces naturels pour un temps plus long (mais tel que, en particulier, le solide ne touche pas
le bord fixe du domaine fluide). L’extension & des situations ol le solide dépend de plus de 3
degrés de liberté (mais toutefois en nombre fini) est aussi en cours. Ceci correspond au cas
ou la déformation du solide est décrit par une combinaison linéaire de ses premiers modes
propres.

On a ainsi

Theoréme 2 Soit r un réel, 1 < r < 3/2. On suppose que ug € H"T1(Q), que f est
suffisamment réquliére et que la masse et le moment d’inertie du disque rigide sont assez

grands alors il existe Ty > 0 dépendant des données tel que le probléme admet une solution
avec u € KjH?(Q), Vg € K} (Q), wa € H/?+1(0,Ty) et 6 € H™/?+2(0,T3).

L’espace K7, (€2) est défini ici comme
K7, (Q) = L*(0, T3 H'()) 0 H'T*(0,T; L*(Q)).

Pour I’étude de problémes de couplage fluide structure stationnaires, pour lesquels le
domaine fluide est une inconnue, on pourra consulter [17] ol il est montré que pour des
données (forces extérieures) assez petites, le probleme est bien posé.

3 Formulation ALE pour la simulation numérique

L’une des difficultés pour la simulation d’interaction fluide structure vient du fait que
le domaine fluide bouge. Si I’on prévoit d’utiliser une discrétisation en différences, éléments,
volumes finis ou une discrétisation spectrale, il résulte du mouvement du domaine de calcul
que les mailles (adaptées & ce domaine) doivent étre modifiées au cours du temps ou qu’alors
une procédure spéciale doit étre développée pour tenir compte d’un maillage (fixe) qui n’est
plus adapté au domaine de calcul fluide puisqu’il ne suit pas la déformation de 'interface.

Pour compenser cette défaillance du maillage, une premiere méthode consiste & utiliser
des conditions aux limites dites de transpiration sur cette frontiére fixe (qui ne coincide donc
pas avec la frontiére réelle du fluide). L’idée est de linéariser les conditions aux limites sur
I'interface mobile (supposée proche de la surface fixe) et de prendre ces nouvelles relations
comme conditions aux limites sur la surface fixe (voir par exemple [4]). A notre connaissance,
cette technique ne se justifie que pour de petites déformations de I'interface. Par ailleurs,
toujours pour traiter ce type de problémes sur des maillages fixes, on a vu récemment appa-
raitre des techniques de domaines fictifs ([15]), ([16]) qui permettent de traiter les conditions
aux limites par 'intermédiaire d’un multiplicateur de Lagrange. On peut finalement penser
a une définition particuliére des stencils pour les points proches de I'interface, pour I’écriture
des schémas aux différences finies comme c’est le cas, par exemple, dans les articles utilisant
le concept de lignes de niveau [2]. Ces techniques sont réputées d’ordre relativement bas ou
assez couteuses et difficiles & mettre en ceuvre. En particulier, une approximation d’ordre
suffisamment élevé dans une partie critique du domaine de calcul (couches limites) est assez
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difficile & obtenir. On pourrait aussi penser a utiliser la technique proposée par C. H. Bruneau
([8]), qui consisterait ici & “remplir” la structure d’un fluide fictif régit par des équations de
Navier Stokes mais avec une viscosité telle que ce fluide fictif aurait le méme mouvement
d’ensemble que la structure.

Une seconde approche peut également étre envisagée. Il s’agit de se ramener a une écri-
ture des équations sur Qp(0). On suppose pour cela qu’une application ¢(¢,x) inversible et
suffisamment réguliere en espace existe entre le domaine fluide initial Qz(0) (ou tout autre
domaine de référence QF) et Qp(t). Cette application permet en fait de rapporter tout le
probléme sur le domaine de référence Qp(0) par changement de variables et I’on peut ainsi
résoudre un probléme aux dérivées partielles avec des coefficients qui dépendent du temps
sur domaine fixe. Tl est & noter que si ¢(¢,x) désigne la position réelle des particules fluides

0
(C’est-a-dire si —¢(t, x) = u(t, ¢(¢,x))) on obtient alors les équations de Navier-Stokes écrites

en variables Lagrangiennes. En fait, il est trés rare que ’on fasse ce choix, car on arriverait
souvent a des équations avec des coefficients trés peu réguliers et des systemes discrets assez
complexes a résoudre. Il suffit d’imaginer, en effet, la forme de cette application ¢ lorsque 1’on
est en présence d’un tourbillon au centre du domaine fluide. La seule chose que ’on demande
4 ¢ est de bien représenter la géométrie instationnaire de Qp(¢). 1l suffit, pour cela, que la
vitesse du bord soit bien représentée (on pourrait méme se contenter d’avoir le déplacement
normal bien représenté !) c’est-a-dire que ’on demande & ¢ de vérifier

aa—(f(t,x) =u(t, ¢(t,x)) en tout point x de 9Qp(0).

L’application ¢ est donc définie comme un relevement de la déformation du bord. Ce reléve-
ment peut se faire en résolvant une équation aux dérivées partielles de type Poisson. Cette
solution pouvant conduire a des applications ¢ non inversibles, on préfére souvent résoudre
un probleme de Stokes ou de 1’élasticité qui, grace a la condition d’incompressibilité sont plus
robustes (c.f. [21], par exemple). On pourra consulter les travaux de Lessoine et Farhat ([24]),
par exemple pour d’autres techniques, et en particulier pour une étude sur I'influence de la
dynamique de ¢ sur la dynamique du systéme couplé. Le systéme couplé initial (fluide +
structure) en tant que systéme instationnaire peut, en effet, entrer en résonance et I’échange
d’énergie (fluide — structure, structure — fluide) peut s’amplifier petit & petit et conduire
& des problémes mécaniques sévéres (empennages d’avion cassés par exemple). Si; aux équa-
tions qui traduisent cette dynamique, on ajoute une autre dynamique (celle du maillage) cet
échange d’énergie a4 deux devient un échange d’énergie a trois et des instabilités fictives ont
parfois été notées.

En fait, rares sont les approches suivant la description précédente. En effet, cette premiere
description conduit a la résolution d’équations avec des coefficients non constants, donc a une
difficulté a évaluer les différentes matrices de masse et de rigidité. Elle conduit aussi a des
schémas avec des stencils assez larges. Surtout pour les applications en dimension 3, cela peut
vite devenir un probléme. Une autre raison pour ne pas travailler sur le domaine de référence
vient du fait qu’en mécanique, en particulier pour les fluides, certaines quantités doivent
étre conservées et cette conservation est plus simple & imposer et a vérifier sur les équations
eulériennes. Il faut alors revenir & une discrétisation des équations sur le domaine Qp (1),
et donc obtenir un maillage de Qp(¢), pour tout temps. La tendance actuelle est d’utiliser
des approches arbitraires lagrangiennes eulériennes (A.L.E.) qui permettent en quelque sorte
de travailler automatiquement sur un maillage qui se déforme avec le domaine fluide. Ces
techniques reposent sur la notion de vitesse de maillage et de caractéristiques. 11 suffit bien
entendu d’utiliser le maillage de Q2p(0) et application ¢(¢,x), précédemment introduite. On
comprend pourquoi il est préférable de ne pas suivre les particules fluides pour définir ¢
mais seulement le bord du domaine si ’on souhaite avoir a ce stade un maillage correct du
domaine Qp(¢)!
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Pour définir les dérivations par rapport a la variable d’espace, il suffit alors de reconstruire
les matrices élémentaires sur un maillage (structuré ou non) déformé, et ce, & chaque pas
de temps. Pour contrer tout argument de surcout qui pourrait étre opposé a cette derniére
approche, il suffit de noter que, en dimension 3, avec des géométries stationnaires mais
complexes, il arrive trés souvent que les matrices de masse et de rigidité soient reconstruites
4 chaque pas de temps afin de diminuer le stockage en mémoire vive (la géométrie tient
en mémoire vive mais pas les matrices). Le surcolt de construction des matrices est donc
relativement faible.

Si la difficulté de la définition des dérivations spatiales est ainsi aplanie, la dérivation
temporelle reste une difficulté puisque, basée sur une approche différence finie, elle consiste
a faire la différence des vitesses en deux temps proches et en un méme point. Le probleme
vient des points proches de I'interface puisque rien n’assure que du fluide se trouve bien en
présence a ces deux instants en ce point 14! De plus on préfére souvent utiliser des points
de maillages pour éviter les interpolations d’un maillage (celui au temps ¢"*!) sur un autre
(celui au temps ™). La technique ALE consiste alors & travailler sur le seul maillage Qp (1" 1)
(ou Qp(t")) en utilisant par exemple Papplication ¢(t" 1, .) o (¢(¢",.)) L.

En définissant les variables caractéristiques X (z, s;t) par

X(x,s5t) = 6(s,.) o (6(t,2)) 7", (19)
et, pour t fixé, la vitesse v en ces points
v(s,z) = u(s, X(z,s;t)), (20)
on remarque que, en tout point # de Qp(?) et tout temps s

ov ou

g(s,l‘)z g(S,X(l‘,S;t))—I—CVU(S,X(l‘,S;t)), (21)
ol c¢ désigne la vitesse de grille
X
c(s, X(z,s;t)) = aa—s(x, s;1)
X 0 XXsb)
QM Q.G

En reportant cette égalité dans les équations de Navier-Stokes (1) écrites au temps s et
au point X (z, s;t), il vient pour # € Qp(?)
0
a—v(s, z) — vAu(s, X(z,s;t))
s
+(u—c)Vu(s, X(x,s;)) + Vp(s, X(x,s;t)) = (s, X(z,s;1)).

(est cette derniere formulation qui est appelée formulation ALE des équations fluides. On a
ainsi résolu le probléeme de dérivation en temps, puisque ’on considére maintenant la fonction
v qui est définie sur le domaine fixe Qp(t) (on rappelle que ¢ est momentanément fixé et s
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est variable). Par exemple, pour un schéma en temps d’ordre 1 on propose, pour approcher
la solution de définir une suite de vitesses u” = u(¢”,.) et de pression p” = p(t”,.) définies
dans Qp (t"*1) selon un schéma qui sera du type

un+1(l,) — un(X(x’tn;tn-l—l)) n n n
P E— —vAu +1(X(x,t g +1))

+(u" — ") Vu (X (2, 174" Th) + Vp TH (X (2, tnHL4nH)) = o+l (X (x40 HL 0t

On rappelle alors que X (z,t"+1;¢"+1) = r et on remarque que X (z,t"; ") = 2+ O(t" ! -
") qui nous conduit donc au schéma

n+1 n n.n+1
u + (x)—u (X(l‘,t at + )) —I/Au”+1(x)
t”'l'l _{n

+(u" — ¢")Vu(z) + Vpti(z) = f*tl(z) dans Qp(t"t!),

auquel on doit ajouter la condition d’incompressibilité sur u**.

On remarque donc que pour la définition d’un schéma & ’ordre 1 la procédure précédente
est I'une des solutions possibles. On doit, en effet, étre capable de calculer (Vu™)(X (z,t";
1"T1)) et I'intégrer avec des fonctions tests définies sur Qp(¢"). 11y a donc des Jacobiens de
transformation z +— X a faire intervenir. Si & ’ordre 1 ces Jacobiens sont égaux & 1, il n’en
est plus de méme & ’ordre 2.

4 Analyse de procédures de découplage

Comme nous ’avons déja annoncé, le cadre dans lequel nous envisageons la simulation
des phénomeénes d’interaction fluide structure est le suivant: on suppose que 'on dispose
de deux codes, un permettant de simuler le comportement du fluide sur des domaines qui
se déforment au cours du temps (qui utilisent, par exemple, la formulation ALE décrite
précédemment), un autre permettant de simuler le comportement de la structure. Pour ce
dernier il s’agit, en général, d’un code lagrangien. Ce qui nous intéresse ici est ’obtention
d’algorithmes de couplage efficaces de ces deux codes. On peut envisager plusieurs stratégies
afin de discrétiser en temps les conditions de couplages, stratégies qui vont du totalement
implicite au totalement explicite. Dans le cas ol la structure et le fluide sont modélisés par
des équations posées sur des domaines ayant la méme dimension (3D-3D, par exemple), on
peut dénombrer, au moins, 11 stratégies différentes.

Supposons que 'on connaisse les approximations de la vitesse, de la pression, du déplace-
ment et de la géométrie a 'instant nAt¢, ou At désigne le pas de discrétisation en temps.
La premiere stratégie que 'on peut envisager est celle ou la géométrie et les conditions de
couplage sont traitées implicitement a chaque itération en temps. En particulier, I’égalité des
vitesses et 1’égalité des contraintes ont lieu & I'instant (n + 1)At¢ sur un domaine Q+1 dé-
terminé par le déplacement & I'instant (n + 1)At. Cela conduit & un algorithme qui conserve
toutes les non linéarités du probléme initial et qui peut étre résolu itérativement. Dans [28],
les auteurs ont proposé une méthode itérative qui consiste a résoudre les équations fluides
avec des conditions de Dirichlet, les équations de structure avec des conditions de Neumann
calculées a partir de la résolution précédente et mettre a jour la position de I'interface en
utilisant un parameétre de relaxation convenablement choisi. Une autre stratégie consiste a
traiter le comportement de la frontiere explicitement et les conditions de couplage implicite-
ment. On commence donc, connaissant les approximations de la vitesse, de la pression, du
déplacement et de la géométrie aux instants précédents, par extrapoler la géométrie. Puis,
on résout les équations du fluide et de la structure de fagon non décalée, de sorte que les
vitesses et les contraintes & I'interface sont égales & I'instant (n+1)At. La encore 1’égalité des
vitesses discrétes et des contraintes discrétes a I'instant (n 4+ 1)At peut étre obtenu en ité-
rant. Plusieurs choix sont possibles pour résoudre les équations fluides : on peut, par exemple,
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choisir de les résoudre sur la configuration & I'instant nAt¢, ou bien sur la nouvelle géométrie
prédite lors de I’étape d’extrapolation. Une troisieme classe de schémas est obtenue en ex-
plicitant toutes les conditions de couplage. Ceci conduit a des schémas décalés, c’est-a-dire
des schémas ol les résolutions des équations du fluide et de la structure se font I’'une apres
l’autre et une seule fois par pas de temps. Le traitement des conditions de couplages est
alors explicite. On peut envisager de résoudre, d’abord la partie fluide avec des conditions de
Dirichlet (vitesse donnée) extrapolée & partir des étapes précédentes, ce qui nous permet de
calculer les contraintes 0'?{"1 appliquées par le fluide sur la structure & U'instant (n + 1)At.
Les équations de structure sont alors traitées avec des conditions de Neumann (contraintes
données & l'interface). Une autre option est de calculer la vitesse et la pression du fluide
avec des conditions de Neumann (CN) & 'interface, provenant du tenseur des contraintes du
matériau og calculé aux étapes précédentes, puis d’en déduire le déplacement de la structure
a l'instant (n + 1)At en mettant comme conditions aux limites des conditions de Dirichlet
(CD), venant de la partie fluide que ’on vient juste de résoudre. Nous pouvons également
commencer par résoudre d’abord les équations de structure puis les équations fluides (il ne
s’agit pas seulement d’un décalage d’indices) avec les mémes possibilités pour les conditions
aux limites. Dans tous les cas présentés précédemment, nous avons la possibilité de résoudre
les équations qui régissent I’écoulement fluide soit sur le domaine a I'instant nAt, soit sur le
domaine & I'instant (n+ 1)A?¢. En résumé, si ’'on note U™, P, D™ Q" les approximations de
la vitesse, de la pression, du déplacement et de la géométrie & I'instant nAt, si F' désigne la
partie fluide et S la partie structure, nous avons

1. Traitement implicite de la géométrie.
Traitement implicite des conditions de couplage.
— Un+1’Pn+1’Dn+1’Qn+1

2. Extrapolation de la géométrie = Q7+,
Traitement implicite des conditions de couplage = U"+! pnt+l pntl,

3. Extrapolation de la géométrie = Q7+,
Traitement explicite des conditions de couplage :

(a)

Frt 4 OD" —s (U7, PPy gl oy gl ONTHL oy DL

(b)
Frtl 4 ON® — (UnHh prtly — gl Opntl — Dttt — ot
On peut encore envisager de commencer par la structure soit
()

S+ COD" — D' — oyt — P L ONTE— (Ut P,

(d)
SPH L ON™ — Dttt oprtt s (Ut Pty ot

Pour les stratégies 2 et 3, on peut, & chaque fois, résoudre les équations fluides sur 27 ou
sur Q7L

Certaines procédures de découplage ont déja été étudiées. On peut citer les travaux de
Piperno, Farhat & Larrouturou ([29]) dans lesquels il est présenté une analyse linéaire du
couplage d’un piston mobile et d’un fluide compressible. La stratégie 3.(d) est analysée et
une méthode de prédiction-correction doit étre associée pour assurer la stabilité du schéma.
A ces 11 procédures s’ajoutent donc encore des procédures a plusieurs sous pas de temps du
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type prédiction correction. Dans [20], nous avons étudié, sur un modéle monodimensionnel,
trois de ces stratégies, qui correspondent aux cas 2, 3.(a) et 3.(b). Dans chacun des cas,
les équations de la partie fluide sont écrites en formulation ALE, et la vitesse a I'instant
(n 4+ 1)At est calculée sur la configuration & l'instant nAt. La géométrie est extrapolée a
l’ordre 1 et nous avons considéré des schémas d’ordre 1 en temps pour les équations fluides
et pour les équations de structure. Nous montrons que le schéma correspondant au cas 2 est
stable, consistant, et convergent avec un taux de convergence At3/4. Pour les deux autres,
seule une analyse de stabilité est effectuée qui fait intervenir, en outre, dans le cas 3.(b) une
discrétisation éléments finis en espace (on a, en effet, besoin d’une condition de type CFL
liant le pas de discrétisation en temps et les pas de maillage en espace). Numériquement, il
semble néanmoins que ces deux derniers schémas se comportent de la méme fagon.

5 Analyse de la discrétisation en espace

Outre la difficulté liée & la discrétisation en temps, se pose, quand on a deux codes basés
sur des discrétisations spatiales différentes, le probléme d’assurer entre les fonctions discrétes
de la partie fluide et les fonctions discrétes de la partie structure les continuités nécessaires.

Si lon traite, et c’est le cadre dans lequel nous nous placerons, les discrétisations sous
forme variationnelle, les conditions de raccord sur les contraintes s’effectuent, en fait, par
I'intermédiaire du transposé de I'opérateur de raccord des fonctions tests. Il semble naturel,
pour avoir les estimations d’énergie a priori valables dans le cas continu, d’imposer la méme
condition de raccord sur les fonctions tests que sur les fonctions d’essai. Supposons que ’on
ait des discrétisations en espace de type éléments finis. Soit h le pas de maillage associé
a la structure, et H celui associé au fluide. On note Y}, ’espace discret associé a la partie
structure. Pour simplifier, nous allons supposer que les déplacements sont petits et donc que
Qr(t) = Qp, et se restreindre aux équations de Stokes (ce qui assure I’existence de solutions
faibles). On note, d’autre part, Xg x My les espaces discrets associés & la vitesse et 4 la
pression du fluide.

e Formulation variationnelle du probleme continu.

0 9%d
_uv—|—1/ Vqu—i—/ pV.v + —5b+a(d,b)
= tv, ¥(v,b) €V,
QF
Vapu=0,Vue M,
QF

ou V est défimi par
V= {(v,b) € X x ¥ / v(x) = b{x), Vx € 7}

et v est I'interface (supposée fixe) de couplage.
e Formulation variationnelle du probleme discret.

Trouver (ug,ds) tel que ug(x) = HH(%)(X), Vx € v

811H
- v + v VugVvyg + praV.vy
Qp Qp QF
0 dyy, dy,bp)= | F
+ o p+a(ds, by) = VH,
QS QF
V(ve,bp) € Vi,

V.uH HH = 0, V/iH S MHa
Qp
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ou Vg, est défini par

Vi, ={(ve,bp) € Xug x Y, / ve(x) =g (by(x)), Vx € v}.

. ) . od
L’opérateur Tz désigne un opérateur de raccord. Il est alors clair que (ug, HH(a—th)) sont

des fonctions tests admissibles. On obtient, ainsi, du moins formellement, des estimations
d’énergie discrétes, comme dans le cas continu. On cherche a décrire les propriétés de 1’opé-
rateur Ilz afin d’obtenir des estimations d’erreur optimales. Puisque 'opérateur Ilg est
indépendant du temps nous pouvons, dans un premier temps, focaliser notre attention sur
I’étude de problémes stationnaires. Nous cherchons un opérateur conduisant a des estimations
d’erreur sur le systéme couplé de la forme

= uplly +[ld = dally < CH"+h7).

Elles sont dites optimales si I'exposant « (resp. 3) correspond & des estimations d’erreur
optimales lorsque ’on regarde la partie fluide (resp. structure) seule. En fait, en considérant
un probléme stationnaire, nous avons rapproché I’étude de ce probléme de celui du couplage
de discrétisations non conformes dans le cas des décompositions de domaines sans recou-
vrement. Dans cette voie, la méthode des éléments avec joints a été proposée dans [7] pour
conduire justement a des estimations d’erreur optimales. Dans la méthode des éléments avec
joints, le raccord faible des fonctions discretes se fait par un raccord intégral. L’opérateur
[Ty & valeur dans 'espace des traces Wy de Xpg sur « est alors défini par:

/(b — T (b)) =0, Vi € Wa, (22)

ott Wy est, en dimension 2 d’espace, un sous espace de codimension 2 de Wj.
Nous avons montré dans [19], que le raccordement ponctuel par interpolation (i.e. ug(x) =

aﬂ(x) en tout point x correspondant aux degrés de liberté fluide), dans le cas du couplage
du type fluide 2D - structure 1D, permet d’avoir le plus souvent 'optimalité de I"approxi-
mation. Cependant, en particulier pour une approximation d’ordre 2 (éléments finis Ps)
en espace pour la vitesse lorsque l'opérateur régissant le comportement de la structure est
d’ordre 2, alors la méthode de raccordement ponctuel précédente n’est plus optimale, contrai-
rement a la méthode des joints, qui elle donne toujours des approximations optimales. Nous
pouvons, pour ces deux types de raccords, résumer les résultats obtenus dans le tableau
suivant :

“Structure 1D”
opérateur ordre 2

“Structure 1D”
opérateur ordre 4

“Structure 2D”
(élasticité)

“Fluide” 2D Py

+ k = 1 optimal k < 2 optimal non optimal
interpolation k > 1 non optimal | £ > 2 non optimal
“Fluide” 2D Py
+ optimal Vk optimal Yk optimal Vk

méthode des joints

Les mémes conclusions sont valables en 3D. Afin de comprendre les raisons essentielles de ce
comportement, nous proposons dans la section qui suit une étude simplifiée sur un probleme
stationnaire.

6 Etude simplifiée du couplage non conforme

On consideére € un ouvert borné, et I' une partie non vide connexe du bord. On pose
Iy = 9Q\T'. Nous considérons le probléme suivant :
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trouver u et d tels que

Au = f dans €,
{ u = 0 sur09Q, (23)
Ju
Ad = g-— n sur I, (24)
d|ap = 0.

Les deux équations (23) et (24) sont maintenant découplées et linéaires. Connaissant u nous
pouvons calculer sa dérivée normale et en déduire d. Nous allons réécrire ces équations sous
forme variationnelle. On pose

V= {(w,b) € Hyr,(Q) x Hy(T) / wlr = b} .

ol H} r,(€2) est le sous espace de éléments de H(Q) qui s’annulent sur ['y. Le probléme
s’écrit alors
trouver (u,d) € HY(Q) x HE(T) tels que

/QVqu—I—/FVdVb:/wa—i—/ng, Y(w,b) € V. (25)

Ce probléme est un probléeme bien posé comme on peut facilement le montrer en vérifiant des
conditions inf-sup données dans les hypothéses du théoréme 5.2.1 p: 112 de [3]. On désigne
par § un parameétre de discrétisation. On considére X5 un sous espace de dimension finie de
H&FD(Q) N C% ) et Ys un sous espace de dimension finie de H(I') N C°(T). L’espace X
désigne I'intersection de X; et de H(2). D’autre part, on note Ws(I') I'espace des traces
des éléments de X5 sur T'. On suppose que W;(T') ne contient pas Y3, ce qui interdit donc
I’égalité exacte entre les fonctions test (w|r = b). L’espace discret associé & ) est noté Vs, il
n’est pas inclus dans V puisque ’on considére ici une discrétisation non conforme. L’espace
Vs est défini par:
Vs = {(ws, bs) € X5 x Y5 [ ws|r = 5(bs)},

ot I'opérateur Tl; désigne un opérateur de raccord faible des fonctions tests discrétes (inter-
polation ou projection de la méthode des joints). Le probleme discret s’écrit alors:
Trouver (us,ds) € Xs x Y5 tel que

/VUéVwé—I—/Vdngg:/fwg—l—/gbg, V(wé,bé) €Vs. (26)
193 r 193 r

Si 'opérateur Ils est stable en norme H' nous pouvons démontrer qu’il existe une solution
de (26) en reprenant la méme démarche que pour le probléme continu.

Nous allons étudier 'erreur entre la solution de (25) et la solution discréete de (26), et obtenir
un résultat semblable au lemme de Strang ([9]). Nous allons montrer que I’erreur commise
peut étre majorée par la somme de l'erreur de la meilleure approximation et de 'erreur de
consistance. On pose

alu,w) = VuVw.
o)
Bld,b) = /VdVb.
r
Alors,
(uw) = [ fu, Vue H(g)
Q
et

a(w,wg):/fwg, Yws € X§.
Q

113
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Donc nous obtenons, d’aprés le Lemme de Céa classique

llu = usll g oy < Cwlg)f(g e = sl g ) -

Pour la partie monodimensionnelle, nous avons

0
s = [(s= 500 woe i) (27)
N 371
et
B(ds, bs) = / gbs -l-/ Jws —a(us, ws), V(ws, bs) € Vs.
r 9]
Or 5
/ fws = a(u, ws) —/ —uwg, Yws € X5,
o) N 371
donc
ou
8(da,b5) = [ gba +atu = us,w5) - [ s, (28)
T n
En retranchant (27) & (28), il vient
ou
ﬁ(dé —d, b5)+a(U5—u,w5) = a—(bé—wé).
T n

Ainsi pour tout (vs, ks) € XJ x Y5 nous avons
ou
B(ds — ks, bs)+a(us —vs, ws) = ﬁ(d—ké,ba)—I-a(u—va,wa)-l-/ a—n(ba—wé), V(ws, bs) € Vs.
r

Par conséquent, les conditions inf-sup sur a et § permettent d’obtenir

lds — dll gz ry + s —ullgrqy < €

oinf = bsllyry + it lle = wslliya)
Ju

r on
+ sup
(ws,bs)EVs ||(w5’b5)||H1 Q)x HY(T)

——(bs — ws)

Les deux premiers termes mesurent ’erreur de la meilleure approximation et troisiéme mesure
P’erreur due au raccordement de maillages incompatibles, appelée erreur de consistance.

[ it —w0) [ 505 = 11509)

sup sup
(ws,bs)EVs ||(w5’b5)||H1 (Q)xHY(I) (ws,bs)EVs H(wé’bé)HHl (Q)x HY(T")

(29)

Choisissons une discrétisation éléments finis pour la partie bidimensionnelle, en particulier
considérons des éléments finis P, Lagrange. Alors un raccord ponctuel (interpolation) donne,
pour D’erreur de consistance la majoration suivante

(b5 — wg) b5 )
sup r n <Ch sup | HH < Ch.

(ws,bs)EVs ||(w5’b5)||H1 Q)x HH(T) (ws,bs)€Vs ||(w5’b5)||H1 Q)x HH(I)

Ainsi, pour & = 1 la méthode est optimale. Par contre si k& > 1, le raccord ponctuel ne donne
plus d’estimation optimale. La méthode des joints permet alors de retrouver le méme taux
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de convergence que dans le cas conforme. En effet, revenant & (29) et utilisant la définition
de Popérateur de projection IIs de (22), il vient

d du
O b~ T15005) 155 o] s - 5600
ron T n
sup = sup ,
(ws,bs)€EVs ||(w5’b5)||H1(Q)><H1(F) (ws,bs)EVs ||(w5’b5)||H1(Q)><H1(F)

pour toute fonction ¢ de W . 11 suffit alors de choisir 1 comme la meilleure approximation
de g—z en norme L? pour obtenir 'optimalité de ’approximation.

On rappelle que si 'on considére un probléeme elliptique modele du second ordre que

I’on cherche a discrétiser en utilisant une méthode de décomposition de domaine sans re-
couvrement, le raccord ponctuel donne une estimation d’erreur non optimale. Pour un tel
probléme, les fonctions tests sont en effet seulement H1/2 du bord comme trace de fonctions
H', contrairement aux cas étudiés précédemment ol elles sont plus réguliéres puisque solu-
tion d’un probléme d’ordre 2 “sur le bord”. C’est cette régularité de 'opérateur d’ordre 2
pour la partie 1D, qui permet d’avoir une majoration de ’erreur de consistance optimale,
pour un raccord ponctuel, dans le cas ou le degré &k des polynomes associés au fluide égal 1.
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