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Turbulence et structure

Raoul Robert*

Abstract

Lorsqu’on observe notre environnement & grande échelle, on voit de la structure. Penser
notamment aux grands tourbillons cycloniques ou anticycloniques qui ont un diameétre de
l’ordre du millier de kilometres et qui parcourent ’atmosphere terrestre. Des structures
semblables existent dans les atmosphéres des planétes gazeuses en rotation rapide comme
Jupiter ou Saturne. Une structure spectaculaire comme la grande tache rouge de Jupiter
est un gigantesque tourbillon (environ le diamétre de la terre) qui intéresse une mince pel-
licule & la surface de la planéte, ce phénomene est d’une remarquable stabilité, i1l perdure
depuis au moins trois siecles puisqu’il a été observé pour la premiére fois par Galilée. Plus
loin dans 'univers nous pouvons observer parmi les Galaxies un petit nombre de formes
caractéristiques (Galaxies sphériques, elliptiques, barrées, spirales, spirales barrées). Le car-
actere commun remarquable de ces structures est qu’elles se forment et perdurent au sein
d’un fluide fortement turbulent (un gas d’étoiles dans le cas des galaxies). La compréhension
physique de ces beaux phénomeénes a occupé pas mal de monde depuis le début du siecle et
soulevé nombre de questions fondamentales.

1 Des tourbillons atmosphériques a la formation des
galaxies

Dans le cas des tourbillons atmosphériques (ou structures cohérentes) c’est Onsager [17] qui
le premier (en 1949) comprit que c’était un phénomene typique de la dimension deux et
qu’il devait avoir une explication en terme de mécanique statistique de I’équation d’Euler du
fluide parfait bidimensionnel.

Dans le cas des Galaxies la premiére idée naturelle consiste a faire de fagon classique (ce
qui au demeurant ne va pas sans quelques difficultés dues a la nature singuliére du potentiel
gravitationnel, voir Padmanabhan [18]) la mécanique statistique d’un nuage d’étoiles. On
tombe alors sur quatre problémes sérieux.

1. La théorie prédit qu’on doit avoir une ségrégation des masses des étoiles, les plus
massives devant se regrouper au centre. Ce phénomeéne n’est pas observé.

2. Le systéme n’a pas d’état d’équilibre dans tout 'espace: il peut s’étaler indéfiniment
tout en augmentant son entropie et conservant la valeur des invariants énergie, impul-
sion et moment angulaire.

3. En supposant qu’on confine artificiellement le systéme dans une boule de D'espace
physique il n’y a toujours pas de maximum d’entropie pour une énergie et un moment
angulaire fixés (une partie de la matiére peut se concentrer au centre ol la densité
devient infinie et ’entropie tend vers 'infini: c’est la catastrophe gravotherme mise en
évidence par Antonov en 1962 [2] et qui pourrait étre au point de départ de la formation
des trous noirs).
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4. Pour le systéme confiné, il peut néammoins exister des maxima locaux de ’entropie.
Un calcul fait par Chandrasekhar [4] permet d’estimer le temps de relaxation du sys-
téme stellaire vers un tel équilibre sous 'effet des collisions entre étoiles (on appelle
ici collision le passage de deux étoiles & proximité 'une de ’autre; la perturbation de
vitesse qui en découle génére un processus de diffusion). Chandrasekhar a trouvé pour
ce temps de relaxation collisionnel:

teoll = logNtd'

ou N est le nombre d’étoiles de la galaxie et ¢4 le temps dynamique, c’est a dire le
temps moyen mis par une étoile pour faire un tour de la galaxie (pour la voie lactée
N =~ 10" et ¢4 ~ 10® ans, d’ou teol]l ® 10%%,). Sachant que I’age de 1'univers est
d’environ 100¢4, on voit qu’un tel mécanisme est beaucoup trop lent pour expliquer
quoi que ce soit.

D’ot I'idée émise par Hénon [8], King [10] et Lynden-Bell [12] que ce n’est pas le
processus de collision (elles sont beaucoup trop rares) qui conduit le systéme vers une
sorte d’équilibre mais un processus de mélange beaucoup plus rapide qui apparait dans
I’équation de Vlasov-Poisson (sans collisions) qui régit I’évolution de la densité dans
I’espace des phases. Ils ont appelé ce mécanisme la relaxation rapide.

Il y a une croyance assez populaire selon laquelle les galaxies spirales seraient des especes
de tourbillons (& cause de leur aspect bidimensionnel et de leur rotation clairement visible),
mais cette analogie est trompeuse, la véritable analogie réside dans la structure mathématique
similaire des équations d’Euler bidimensionnelles et des équations de Vlasov-Poisson, qui
peuvent se préter 4 un traitement de mécanique statistique identique.

Nous explicitons au paragraphe suivant la similarité entre les équations d’Euler 2d in-
compressibles et les équations de Vlasov-Poisson.

2 Les équations d’Euler 2D et Vlasov-Poisson

2.1 Equations d’Euler

Les équations d’Euler qui régissent le mouvement d’un fluide parfait incompressible occupant
un domaine borné £ du plan s’écrivent, sous la forme vitesse-tourbillon:

(1)

rotu = w, diva = 0, u-n =0 sur 02

{ wi + div(wu) = 0,

ol u(t,x) est le champ de vitesse du fluide, w = rotu (scalaire) la fonction tourbillon ou
vorticité, n la normale unité sortante sur d€2. La condition d’incompressibilité se traduit par
Iexistence d’une fonction de courant (¢, x):

w=—AvY, =0 sur 9.

Les invariants de ce systéme dynamique sont:

Ew) = %/uzdx = %/1/}de
Q

Q

- L’énergie cinétique

- Toutes les fonctionnelles

Fo(w) = /@(w(x))dx,
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pour n’importe quelle fonction continue ©.

Quantités auxquelles il faut rajouter:

- le moment angulaire par rapport & 0 si £ est un disque centré en 0, Q = B(0, R):

M(w):/x/\u(x)dx:% /(Rz—xz)w(x)dx 3.

Q Q

- [xw(x)dx, si Q= R?.
Q
2.2 Equations de Vlasov-Poisson

Soit f(t,x,v) une fonction scalaire positive décrivant la densité de répartition des étoiles
d’une galaxie (dans I’espace des phases (x = position, v = vitesse)). Si I’on néglige 'effet
des collisions (i.e. deux étoiles passant & proximité 'une de 'autre), cette densité doit vérifier
I’équation de Vlasov-Poisson:

O dive (v 1) 4 dive (B]) = 0, @

ot E(,x) est le champ gravitationnel, E = —V,®, ®(¢,x) = -G [ fixt_’—’:,%dx’ est le potentiel
gravitationnel et p(t,x) = [ f(¢,x,v)dv la densité spatiale d’étoiles.
Les quantités conservées par (2) sont:

- L’énergie totale (cinétique 4 potentielle):

=(f) ://%vzf(x,v)dxdv—l—%/pq)dx

//@(f)dxdv,

pour toute fonction continue O telle que ©(0) = 0.

//vfdxdv
//x/\vf dxdv.

En notant U = (}UE) le champ de vecteur sur /R®, on remarque que dive(U) = 0 et que
(2) peut s’écrire:

- Les intégrales

- L’impulsion

- Le moment angulaire

ft + d1V6(fU) = Oa

de sorte que les équations (1) et (2) se mettent sous une forme commune

q¢ + div(qU) = 0.
S ¥

ol ¢(t,x) est une fonction scalaire et U(¢,x) un champ de vitesse incompressible qui est
déterminé a partir de ¢ au moyen d’un opérateur intégro-différentiel L.
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2.3 Résolution du probleme de Cauchy

Il n’existe malheureusement pas actuellement de théoréme d’existence-unicité général, pour le
probléme de Cauchy, pour des équations du type (3). Aussi nous allons examiner séparément
les cas de (1) et (2).

Pour I’équation d’Euler la situation est satisfaisante depuis le théoréme de Youdovitch
[29] (1963) qui dit que pour toute donnée initiale wq(x) dans L (€2), il existe une solution
faible unique de (1). La solution faible w(t,x) est dans L (£2) pour tout ¢ et appartient &
Pespace C([0, oo[; LF(2)) pour tout p, 1 < p < 0.

On notera w(t, -) = Fuwy, Fr désignant le flot de I’équation d’Euler sur I’espace des phases
L™ (Q).

En ce qui concerne 1’équation de Vlasov-Poisson, la situation ne s’est éclaircie que plus
récemment.

On trouvera par exemple un résultat d’existence d’une solution réguliére (pour une donnée
initiale fo(x,v) réguliére) dans Bardos et Degond [3].

Pour fy dans Ll(R6)ﬁL°°(R6), vérifiant [ [ %szodxdv < 00, on a existence de solutions
faibles (Horst et Hunze 1984 [9]).

L’unicité est plus délicate & obtenir, il faut rajouter des hypothéses sur la condition
initiale, citons deux résultats récents:

- avec une condition de Lipschitz sur fy (Lions et Perthame 1991 [11])
- en supposant fp L & support compact (Robert 1997 [21]).

Finalement, pour ce qui nous intéresse ici, lorsque fy est L & support compact on a
exactement ’analogue du théoréme de Youdovitch, avec une solution faible unique f(¢,x,v)
dans C([0, oo[; LP (IR®)) pour tout p, 1 < p < oo, qui définit un flot F; sur L= (IR®).

Grace aux estimations sur les moments de [11], on peut montrer qu’une telle solution
faible reste & support compact pour tout temps.

3 Meécanique statistique de la relaxation rapide

Pour un systéme dynamique tel que (1) ou (2) on a vu que la fonction scalaire qui définit
I’état du systéme (vorticité ou densité) est convectée par un champ de vitesse incompressible.
En général, cette fonction va développer des oscillations au voisinage de tout point. C’est ce
comportement que nous visualisons comme un désordre turbulent.

Le but de I'entreprise est d’expliciter une fonctionnelle entropie qui mesure précisément
cette notion vague de désordre turbulent au sein du fluide. Cette fonctionnelle est la méme
dans le cas des équations d’Euler ou de Vlasov. La méthode consiste tout d’abord a constru-
ire une famille d’approximations de ces équations, qui possédent des mesures de Liouville
invariantes par le flot approché. On montre ensuite une propriété de grandes déviations
de ces mesures lorsqu’on les plonge dans ’espace des mesures d’Young, qui est ici ’espace
naturel dans lequel prendre la limite thermodynamique. La fonctionnelle qui sert a mesurer
les grandes déviations est ’entropie cherchée.

1. Une famille d’approximations.
Considérons tout d’abord le cas de 1’équation d’Euler. Soit A un parametre > 0, nous
notons Lp(€2) le sous espace des fonctions de L?(Q), & support compact dans 2 et
constantes presque partout sur les cubes h(Q2+j), Q2 =] —1/2,1/2[% j € Z*. Lp(2)
est un espace de Hilbert de dimension finie, il est donc naturellement muni d’une mesure
de volume.

Théoréme d’approximation.

ESAIM: Proc., VoL. 3, 1998, 119-129



Il existe un systéme dynamique, F sur L, (), qui conserve la mesure de volume et
possede la propriété suivante:

Pour tout wy donné dans L*°(§2), pour tout 7' > 0 et pour tout ¢ > 0, il existe hg > 0
tel que pour tout h < hg existe wgp dans Ly () tel que

||}"thw0h — Frwol|L2(qy < e sur [0,77.

On a un résultat tout a fait analogue pour ’'équation de Vlasov-Poisson:

Soit Ly (Qs) le sous espace des fonctions de L?(Qs) qui sont constantes sur les cubes
hQs + hj (ici h = 1/N).

Il existe un systéme dynamique F sur L;(Qs), qui préserve la mesure de volume et
vérifiant:

pour toute solution faible (de donnée initiale fy bornée) restant & support compact dans
Qs sur 'intervalle [0, 7] (on peut toujours s’y ramener par un changement d’échelle
convenable en espace et en temps) et pour tout £ > 0, il existe hy > 0 tel que pour
tout h < hg il existe fop dans Ly(Qs) tel que

|} fon — Fe foll=(qe) < € sur [0, 7.

. Limites & long terme et mesures d’Young.

Considérons, pour fixer les idées, I’équation (1) avec une condition initiale wg. Lorsque
t croit, Fywo va devenir une fonction oscillante. Soir r = [|wol| Lo (); Puisque la vorticité
est convectée par le champ de vitesse, Frwq va rester dans la boule L = {00 : ||w||eo <
r}. On peut toujours supposer (au besoin en extrayant une sous suite) que Fiwg
converge faiblement (pour la topologie faible étoile o(L%, L)) vers une fonction w*.
On voit alors facilement que Fg(Fiwp) ne converge pas vers Fg(w*) si © n’est pas
lindaire. Ainsi beaucoup d’information (donnée par les invariants) est perdue dans cette
limite, et I'espace L faible étoile n’est pas le bon candidat pour décrire les limites a
long terme. Fort heureusement le bon espace pour faire ca est bien connu. L’intéret
de décrire d’une fagon macroscopique les oscillations a petite échelle des fonctions fut
compris il y a longtemps par Young [30]. Pour résoudre des problémes de calcul des
variations, Young introduisit une généralisation naturelle de la notion de fonction: a
tout point x de Q on n’associe plus une valeur réelle bien déterminée mais seulement
une mesure de probabilité sur R (une telle application est appelée une mesure d’Young
sur  x IR). Plus précisément, une mesure d’Young v sur £ x IR est une application
mesurable x — v, de © dans I’ensemble M (IR) des probabilités Boreliennes sur IR,
muni de la topologie étroite (topologie faible associée aux fonctions continues bornées).
Il est clair qu’une telle application v définit une mesure de Borel positive sur 2 x R
(que 'on notera toujours v) par:

(v¢) = / (v, (%, )},

Q

pour toute fonction ¢(x, z), continue & support compact sur £ x IR.

A toute fonction réelle mesurable g sur 2, on associe la mesure d”Young d, : X — dy(x),
masse de Dirac en g(x). On désignera par M le convexe des mesures d’Young sur
Q x IR, rappelons quelques propriétés utiles.

- M est fermé dans I’espace des mesures Boreliennes bornées sur € x R (muni de
la topologie étroite). Pour la suite M sera muni de cette topologie étroite. Si on
remplace IR par I'intervalle compact [—r, r], 'espace M, des mesures d’Young sur
Q x [—r, 7] est compact.

123
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- {8419 : @ — [—r, 7], mesurable } est dense dans M,.

On peut maintenant identifier les limites a long terme avec des mesures d’Young. En
effet, M, est une compactification convenable de L2° car la convergence étroite (lorsque
t tend vers I'infini) de d£,., vers une mesure d’Young v conserve I'information donnée
par les invariants; en effet, pour toute fonction continue ¢(z):

/go(}"two)dx—> /<yx,¢>dx,

Q

et comme 'expression de gauche est constante et égale & (w0, ), oll muo est la mesure
image de dx par wy, il vient:

/dex = Mo (4)
Q

De méme pour ’énergie, Fywq converge faiblement vers 7(z) = [ zdv,(z), d’olt E(Fywo)
— B(7), qui est I’énergie de la mesure d’Young v, et donc:

E() = E(wo)- (5)

On voit donc que les invariants imposent des contraintes sur les limites & long terme
éventuelles.

. Les états d’équilibre statistique.

Considérons & nouveau le cas de 1’équation d’Euler.
L’espace Lj(§2) est formé des fonctions tourbillon de la forme wp (x) = 3 w)x (%—j),
J

pour j dans un certain ensemble fini (y désigne la fonction caractéristique de Q). On va
munir L (€2) de la mesure de probabilité pp = % exp (—h% fwfbdx) & dwj, (manoeuvre
J

autorisée puisque fwzdx est invariant par le flot de I’équation d’Euler).
Remarquer par py s’écrit aussi pp = ®dﬂ'*(w‘2), ol dm,(w) = ﬁexp(—wz)dw.

J
On peut donc considérer wy, comme une fonction tourbillon aléatoire suivant la loi pp,.
Si nous considérons maintenant la famille (dépendant de h) des mesures d’Young
aléatoires d,p sur Q x IR, il découle d’un théoréme général [14] qu’elle posséde la
propriété des grandes déviations avec 1/h? et la fonctionnelle information I« (v). Ce
qui signifie (en gros) que pour tout Borelien B de M, on a:

1
Prob(é,, € B) ~ exp <_ﬁ ing Is (1/)) , quand h — 0;
ve

oll ™ = de @ m. et I+ (v) est la fonctionnelle information de Kullback classique définie
sur M par:

dv
I (v) = /log %dy,
s1 v est absolument continue par rapport a 7%,
I:+(v) = 400 sinon.

La conséquence de cette propriété est que les mesures d’Young aléatoires 4,5 con-
ditionnées par les contraintes (4), (5) se concentrent exponentiellement autour de
I’ensemble £ des solutions du probléme variationnel

I (v7) = inf{I;« (v)|v € £}
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ol & est le sous ensemble fermé des mesures d’Young vérifiant les contraintes (4) et (5)
(voir [14]).

Notons maintenant my = ﬁﬂ'wo, et m = dx ® mg, pour tout v dans &, on vérifie la
formule: I+ (v) = I:(v) + QI (7). Donc si I, (mg) < oo, il revient au méme de
résoudre le probleme variationnel avec la fonctionnelle I (v). C’est ce que nous ferons
dans la suite; pour la justification dans le cas ol mg n’est pas absolument continue par
rapport a m, voir [14, 22].

(’est donc en définitive le probléeme variationnel suivant qui définit I’ensemble £* des
états d’équi

libre correspondant a une certaine donnée initiale wy.

L () inf (I (v)|v € €) (6)

L’équation de Vlasov-Poisson se traite de fagon tout a fait analogue, il suffit de rem-
placer © par (Js et on se rameéne au probléme variationnel (6), olt cette fois 7 = dx @y,
et £ désigne ’ensemble des mesures d”Young sur Qs X IR qui vérifient les contraintes

1 1 —
5//V27(x,v)dxdv—|— §/ﬁ@dx = Z(fy), énergie
Qe Qs

ot p(x) = [ P(x,v)dv et ® est le potentiel gravitationnel associé & p (étendu par 0 en

Qs
//nyvdxdv =Ty,
Qs

dehors de Q3).
//VP(X,V)dde = Py, impulsion

Qs

//x AVT(x,v)dxdv = My, moment angulaire.
Qs

En résumé nous avons ramené le probleme de la détermination des états d’équilibre &
la résolution d’un probléme variationnel (6) que nous allons examiner au paragraphe
suivant.

4 Détermination des états d’équilibre

Equation d’Euler.

Considérons le probleme variationnel (6) écrit au paragraphe précédent. Comme il est
assez facile de voir que la fonctionnelle I;(v) est inf-compacte sur M muni de la topologie
étroite et que & est un ensemble fermé non vide, il existe toujours au moins une solution.

Nous allons maintenant expliciter un peu plus les choses dans un cas simple. Pour cela
supposons que la vorticité initiale wg prenne seulement n valeurs distinctes aq, ..., a,, sur les
ensembles Q! ..., Q% 1l est alors facile de voir que les mesures d’Young v qui vérifient la
contrainte (4) s’écrivent: vx = > p;i(x)da;, ot p;(x) > 0, >~ pi(x) = 1; la fonction mesurable
pi(x) donne la probabilité de trouver la valeur a; au point x.

(6) se rameéne alors & minimiser

/Zm log pidx
Q
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sous les contraintes

> pi(x) = 1, pour tout x, (7)
[ pi(x)dx = ||, pour i =1,...,n, (8)
Q
2 (2 aipi) = E(wo). (9)
Soit (p5, ..., p;) une solution de (6) telle que les fonctions pf soient continues et strictement
positives sur 2. On peut alors montrer qu’il existe des multiplicateurs de Lagrange aq, ..., ap,

3 (associés aux contraintes (8), (9)), tels que

_
Z (¢ (x))

ot Z(¢) = exp(—ay — fa;¢), et ¥* est la fonction de courant associée & w* = > a;pf. Et

pi(x) = exp(—a; — fa; ™ (x)), i=1,..,n,
2
donc ¥* vérifie ’équation des “états de Gibbs”:

> a;exp(—a; — faj*)
Z(4%) ’ (10)

—AY* =
* = 0 sur 9Q.

Cette équation élliptique non linéaire, dont le second membre est une fonction continue
bornée de ¥, a des solutions pour toutes les valeurs des parametres. La solution est unique
pour 3 plus grand qu’une certaine valeur critique strictement négative 3., mais lorsque — 3
devient grand, on peur avoir des bifurcations et apparition de solutions multiples [27].
Remarque.

Les états d’équilibre observés physiquement correspondent en fait aux vorticités moyennes
w* =>"a;p;.

Equation de Vlasov-Poisson.

Le probléme (6) décrit au paragraphe précédent a lui aussi toujours des solutions, pour les
mémes raisons de compacité. Nous renvoyons a [5, 6, 22] pour une discussion détaillée de ces
solutions. Signalons cependant une différence essentielle avec le cas précédent, c’est qu’ici, a
long terme, le systéme n’a aucune raison de rester confiné. Et donc il n’est pas physiquement
pertinent de résoudre le probleme variationnel dans un borné de IR®. Si on essaye alors de
résoudre le probléme variationnel, sans aucun confinement, dans tout R®, on trouve qu’il n’y
a pas de solution, le systeme pouvant s’étaler indéfiniment tout en augmentant son entropie.
Au terme d’une discussion physique assez complexe [5,6], on peut montrer que les états
physiquement pertinents s’obtiennent en résolvant le probleme variationnel sur B x IR”, oil
B est une boule de ’espace physique. On peut montrer qu’alors la catastrophe gravotherme
ne se produit plus et que ce probléme & bien au moins une solution [22].

5 Relaxation vers I’équilibre et modélisation des petites
échelles

Un des principaux intéréts d’une théorie de ’équilibre statistique est de permettre I'utilisation
des recettes classiques de la thermodynamique linéaire au voisinage de 1’équilibre pour con-
struire de nouvelles équations décrivant le comportement macroscopique du systéme (c’est
ainsi que I’on obtient la plupart des équations physiques macroscopiques). Le méme pro-
gramme peut étre mis en oeuvre pour la relaxation rapide, le but étant d’obtenir des équations
d’évolution qui décrivent le comportement des grandes échelles sans avoir a se préoccuper
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du détail des petites. Pour Euler et Vlasov-Poisson, de telles équations de “relaxation” peu-
vent étre obtenues de maniere simple au moyen d’un nouveau principe de thermodynamique
hors équilibre d’une portée générale: le principe de maximum de production d’entropie, qui
est discuté en [26, 23, 19]. On trouvera un exposé détaillé du cas Euler dans [23] et du cas
Vlasov-Poisson dans [6]. Nous donnerons seulement un apergu de ces équations de relaxation
en considérant le cas le plus simple de I’équation d’Euler avec pour wg une tache de vorticité
de niveau a entourée de vorticité nulle. Dans ce cas, en désignant par w la fonction vorticité
localement moyennée a une certaine échelle spatiale, on trouve le systeme d’équations de
relaxation suivant [6, 23]:

T+ divicu+J) =0,
J = —cw(a—w)[Vw + fw(a —©)VY],
J -n =0 sur 99, (11)
B=— V¢ Vo wla—w)dx/ [(VY)*&?(a — w)2dx.
Q Q

oit 1 est la fonction de courant de @, W = rote, ¢ est une constante fixée empiriquement (en
fonction de la taille des plus petites échelles que I’on désire observer), et 3 est un scalaire
ajusté & chaque instant de maniére & conserver 1’énergie.

On voit que (11) est une équation de convection-diffusion qui ressemble assez aux équations
de Navier-Stokes, avec toutefois la différence importante qu’elle conserve 1’énergie et la
vorticité totale et conduit & long terme le systéme vers un état d’équilibre non trivial.
L’expression donnant J s’interprete classiquement comme une relation de fermeture tur-
bulente.

Ceci s’étend & une vorticité initiale wy quelconque [23].

La méme méthode appliquée a I’équation de Vlasov-Poisson conduit a des équations de
relaxation de type Fokker-Planck [6].

6 Commentaires

Les résultats d’approximation présentés dans la section 3 répondent a une question déja
abordée dans [14], on en trouvera une preuve dans [22].

La pertinence de la théorie de I’équilibre statistique pour I’équation d’Euler 2d a été testée
par des expériences de laboratoire ainsi que par des simulations numériques directes utilisant
les équations de Navier-Stokes & grand nombre de Reynolds. Dans ces tests on considere des
situations ou un fluide turbulent converge vers un état d’équilibre et on compare la relation
w = f(¢) obtenue expérimentalement avec la prédiction théorique [7, 27, 28].

Outre leur intéret théorique, les équations de relaxation ouvrent des perspectives en tant
qu’outil de simulation, en effet elles fournissent en quelque sorte une paramétrisation optimale
des petites échelles (voir [23] pour une application & la turbulence 2d). L’exploitation des
équations analogues pour les systemes stellaires est en cours.

L’équation de relaxation écrite au paragraphe précédent fait apparaitre un terme non
local  qui complique un peu 1’étude mathématique du probléeme de Cauchy [15], mais ceci
n’engendre pas de réelle difficulté numérique [23].

Le recours a la mécanique statistique permet donc d’obtenir de nouveaux modeéles d’écou-
lements fluides, décrivant de facon efficace le mouvement & grande échelle sans avoir a se
préoccuper explicitement des petites. Ceci est du au fait que le “chaos” a petite échelle
engendré par la dynamique complexe de ’équation d’Euler (ol de Vlasov) est bien pris en
compte par la mécanique statistique. Pourquoi? Ceci est certainement 1ié a une propriété
d’ergodicité du flot. Cette question & été clairement évoquée par Arnold [1], qui a montré que
le mouvement du fluide parfait “ressemble” & un flot géodésique sur une variété Riemannienne
& courbure sectionnelle négative (pour beaucoup de sections). Cette propriété qui implique
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I'instabilité exponentielle du flot n’est rien d’autre que le célebre “effet papillon”. C’est en
fait ce mouvement chaotique et imprédictible a petite échelle qui rend ’organisation & grande
échelle prédictible grace & l'intervention de la mécanique statistique. Pour une discussion
sur cet aspect des choses voir [24].
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