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Abstract

Lorsqu�on observe notre environnement �a grande �echelle� on voit de la structure� Penser
notamment aux grands tourbillons cycloniques ou anticycloniques qui ont un diam�etre de
l�ordre du millier de kilom�etres et qui parcourent l�atmosph�ere terrestre� Des structures
semblables existent dans les atmosph�eres des plan�etes gazeuses en rotation rapide comme
Jupiter ou Saturne� Une structure spectaculaire comme la grande tache rouge de Jupiter
est un gigantesque tourbillon �environ le diam�etre de la terre� qui int�eresse une mince pel�
licule �a la surface de la plan�ete� ce ph�enom�ene est d�une remarquable stabilit�e� il perdure
depuis au moins trois si�ecles puisqu�il a �et�e observ�e pour la premi�ere fois par Galil�ee� Plus
loin dans l�univers nous pouvons observer parmi les Galaxies un petit nombre de formes
caract�eristiques �Galaxies sph�eriques� elliptiques� barr�ees� spirales� spirales barr�ees�� Le car�
act�ere commun remarquable de ces structures est qu�elles se forment et perdurent au sein
d�un 	uide fortement turbulent �un gas d��etoiles dans le cas des galaxies�� La compr�ehension
physique de ces beaux ph�enom�enes a occup�e pas mal de monde depuis le d�ebut du si�ecle et
soulev�e nombre de questions fondamentales�

� Des tourbillons atmosph�eriques �a la formation des

galaxies

Dans le cas des tourbillons atmosph�eriques �ou structures coh�erentes� c�est Onsager 
��
 qui
le premier �en ����� comprit que c��etait un ph�enom�ene typique de la dimension deux et
qu�il devait avoir une explication en terme de m�ecanique statistique de l��equation d�Euler du
	uide parfait bidimensionnel�
Dans le cas des Galaxies la premi�ere id�ee naturelle consiste �a faire de fa�con classique �ce

qui au demeurant ne va pas sans quelques di�cult�es dues �a la nature singuli�ere du potentiel
gravitationnel� voir Padmanabhan 
��
� la m�ecanique statistique d�un nuage d��etoiles� On
tombe alors sur quatre probl�emes s�erieux�

�� La th�eorie pr�edit qu�on doit avoir une s�egr�egation des masses des �etoiles� les plus
massives devant se regrouper au centre� Ce ph�enom�ene n�est pas observ�e�

�� Le syst�eme n�a pas d��etat d��equilibre dans tout l�espace� il peut s��etaler ind�e�niment
tout en augmentant son entropie et conservant la valeur des invariants �energie� impul�
sion et moment angulaire�

�� En supposant qu�on con�ne arti�ciellement le syst�eme dans une boule de l�espace
physique il n�y a toujours pas de maximum d�entropie pour une �energie et un moment
angulaire �x�es �une partie de la mati�ere peut se concentrer au centre o�u la densit�e
devient in�nie et l�entropie tend vers l�in�ni� c�est la catastrophe gravotherme mise en
�evidence par Antonov en ���� 
�
 et qui pourrait �etre au point de d�epart de la formation
des trous noirs��
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�� Pour le syst�eme con�n�e� il peut n�eammoins exister des maxima locaux de l�entropie�
Un calcul fait par Chandrasekhar 
�
 permet d�estimer le temps de relaxation du sys�
t�eme stellaire vers un tel �equilibre sous l�e�et des collisions entre �etoiles �on appelle
ici collision le passage de deux �etoiles �a proximit�e l�une de l�autre� la perturbation de
vitesse qui en d�ecoule g�en�ere un processus de di�usion�� Chandrasekhar a trouv�e pour
ce temps de relaxation collisionnel�

tcoll �
N

logN
td�

o�u N est le nombre d��etoiles de la galaxie et td le temps dynamique� c�est �a dire le
temps moyen mis par une �etoile pour faire un tour de la galaxie �pour la voie lact�ee
N � ���� et td � ��� ans� d�o�u tcoll � ����td�� Sachant que l��age de l�univers est
d�environ ���td� on voit qu�un tel m�ecanisme est beaucoup trop lent pour expliquer
quoi que ce soit�

D�o�u l�id�ee �emise par H�enon 
�
� King 
��
 et Lynden�Bell 
��
 que ce n�est pas le
processus de collision �elles sont beaucoup trop rares� qui conduit le syst�eme vers une
sorte d��equilibre mais un processus de m�elange beaucoup plus rapide qui appara��t dans
l��equation de Vlasov�Poisson �sans collisions� qui r�egit l��evolution de la densit�e dans
l�espace des phases� Ils ont appel�e ce m�ecanisme la relaxation rapide�

Il y a une croyance assez populaire selon laquelle les galaxies spirales seraient des esp�eces
de tourbillons ��a cause de leur aspect bidimensionnel et de leur rotation clairement visible��
mais cette analogie est trompeuse� la v�eritable analogie r�eside dans la structure math�ematique
similaire des �equations d�Euler bidimensionnelles et des �equations de Vlasov�Poisson� qui
peuvent se pr�eter �a un traitement de m�ecanique statistique identique�
Nous explicitons au paragraphe suivant la similarit�e entre les �equations d�Euler �d in�

compressibles et les �equations de Vlasov�Poisson�

� Les �equations d�Euler �D et Vlasov�Poisson

��� �Equations d�Euler

Les �equations d�Euler qui r�egissent le mouvement d�un 	uide parfait incompressible occupant
un domaine born�e � du plan s��ecrivent� sous la forme vitesse�tourbillon�

�
�t � div��u� � ��
rotu � �� divu � �� u � n � � sur ��

���

o�u u�t�x� est le champ de vitesse du 	uide� � � rotu �scalaire� la fonction tourbillon ou
vorticit�e� n la normale unit�e sortante sur ��� La condition d�incompressibilit�e se traduit par
l�existence d�une fonction de courant ��t�x��

� � � �� � � � sur ���

Les invariants de ce syst�eme dynamique sont�

� L��energie cin�etique

!��� �
�

�

Z
�

u�dx �
�

�

Z
�

��dx

� Toutes les fonctionnelles

F���� �

Z
�

"���x��dx�
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pour n�importe quelle fonction continue "�

Quantit�es auxquelles il faut rajouter�

� le moment angulaire par rapport �a � si � est un disque centr�e en �� � � B��� R��

M��� �

Z
�

x � u�x�dx �
�

�

�
�Z

�

�R� � x����x�dx

�
A e��

�
R
�

x��x�dx� si � � IR��

��� �Equations de Vlasov�Poisson

Soit f�t�x�v� une fonction scalaire positive d�ecrivant la densit�e de r�epartition des �etoiles
d�une galaxie �dans l�espace des phases �x � position� v � vitesse��� Si l�on n�eglige l�e�et
des collisions �i�e� deux �etoiles passant �a proximit�e l�une de l�autre�� cette densit�e doit v�eri�er
l��equation de Vlasov�Poisson�

�f

�t
� divx�vf� � divv�Ef� � �� ���

o�u E�t�x� est le champ gravitationnel� E � �rx#� #�t�x� � �G
R

��t�x�	
jx�x�jdx

� est le potentiel
gravitationnel et ��t�x� �

R
f�t�x�v�dv la densit�e spatiale d��etoiles�

Les quantit�es conserv�ees par ��� sont�

� L��energie totale �cin�etique � potentielle��

!�f� �

Z Z
�

�
v�f�x�v�dxdv �

�

�

Z
�#dx

� Les int�egrales Z Z
"�f�dxdv�

pour toute fonction continue " telle que "��� � ��

� L�impulsion Z Z
vf dxdv

� Le moment angulaire Z Z
x � vf dxdv�

En notant U �
�
v

E

�
le champ de vecteur sur IR
� on remarque que div
�U� � � et que

��� peut s��ecrire�

ft � div
�fU� � ��

de sorte que les �equations ��� et ��� se mettent sous une forme commune

�
qt � div�qU� � ��
U � L�q�

���

o�u q�t�x� est une fonction scalaire et U�t�x� un champ de vitesse incompressible qui est
d�etermin�e �a partir de q au moyen d�un op�erateur int�egro�di��erentiel L�
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��� R�esolution du probl�eme de Cauchy

Il n�existe malheureusement pas actuellement de th�eor�eme d�existence�unicit�e g�en�eral� pour le
probl�eme de Cauchy� pour des �equations du type ���� Aussi nous allons examiner s�epar�ement
les cas de ��� et ����
Pour l��equation d�Euler la situation est satisfaisante depuis le th�eor�eme de Youdovitch


��
 ������ qui dit que pour toute donn�ee initiale ���x� dans L
����� il existe une solution

faible unique de ���� La solution faible ��t�x� est dans L���� pour tout t et appartient �a
l�espace C�
���
�Lp���� pour tout p� � � p ���

On notera ��t� �� � Ft��� Ft d�esignant le 	ot de l��equation d�Euler sur l�espace des phases
L�����
En ce qui concerne l��equation de Vlasov�Poisson� la situation ne s�est �eclaircie que plus

r�ecemment�

On trouvera par exemple un r�esultat d�existence d�une solution r�eguli�ere �pour une donn�ee
initiale f��x�v� r�eguli�ere� dans Bardos et Degond 
�
�

Pour f� dans L��IR
��L��IR
�� v�eri�ant
R R

�
�v

�f�dxdv ��� on a existence de solutions
faibles �Horst et Hunze ���� 
�
��

L�unicit�e est plus d�elicate �a obtenir� il faut rajouter des hypoth�eses sur la condition
initiale� citons deux r�esultats r�ecents�

� avec une condition de Lipschitz sur f� �Lions et Perthame ���� 
��
�

� en supposant f� L� �a support compact �Robert ���� 
��
��

Finalement� pour ce qui nous int�eresse ici� lorsque f� est L� �a support compact on a
exactement l�analogue du th�eor�eme de Youdovitch� avec une solution faible unique f�t�x�v�
dans C�
���
� Lp�IR
�� pour tout p� � � p ��� qui d�e�nit un 	ot Ft sur L��IR
��
Gr�ace aux estimations sur les moments de 
��
� on peut montrer qu�une telle solution

faible reste �a support compact pour tout temps�

� M�ecanique statistique de la relaxation rapide

Pour un syst�eme dynamique tel que ��� ou ��� on a vu que la fonction scalaire qui d�e�nit
l��etat du syst�eme �vorticit�e ou densit�e� est convect�ee par un champ de vitesse incompressible�
En g�en�eral� cette fonction va d�evelopper des oscillations au voisinage de tout point� C�est ce
comportement que nous visualisons comme un d�esordre turbulent�
Le but de l�entreprise est d�expliciter une fonctionnelle entropie qui mesure pr�ecis�ement

cette notion vague de d�esordre turbulent au sein du 	uide� Cette fonctionnelle est la m�eme
dans le cas des �equations d�Euler ou de Vlasov� La m�ethode consiste tout d�abord �a constru�
ire une famille d�approximations de ces �equations� qui poss�edent des mesures de Liouville
invariantes par le 	ot approch�e� On montre ensuite une propri�et�e de grandes d�eviations
de ces mesures lorsqu�on les plonge dans l�espace des mesures d�Young� qui est ici l�espace
naturel dans lequel prendre la limite thermodynamique� La fonctionnelle qui sert �a mesurer
les grandes d�eviations est l�entropie cherch�ee�

�� Une famille d�approximations�

Consid�erons tout d�abord le cas de l��equation d�Euler� Soit h un param�etre � �� nous
notons Lh��� le sous espace des fonctions de L

����� �a support compact dans � et
constantes presque partout sur les cubes h�Q�� j�� Q� �
� �	�� �	�
�� j � ZZ�� Lh���
est un espace de Hilbert de dimension �nie� il est donc naturellement muni d�une mesure
de volume�

Th�eor�eme d�approximation�
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Il existe un syst�eme dynamique� Fh
t sur Lh���� qui conserve la mesure de volume et

poss�ede la propri�et�e suivante�

Pour tout �� donn�e dans L����� pour tout T � � et pour tout 
 � �� il existe h� � �
tel que pour tout h � h� existe ��h dans Lh��� tel que

kFh
t ��h � Ft��kL���	 � 
 sur 
�� T 
�

On a un r�esultat tout �a fait analogue pour l��equation de Vlasov�Poisson�

Soit Lh�Q
� le sous espace des fonctions de L��Q
� qui sont constantes sur les cubes
hQ
 � hj �ici h � �	N ��

Il existe un syst�eme dynamique Fh
t sur Lh�Q
�� qui pr�eserve la mesure de volume et

v�eri�ant�

pour toute solution faible �de donn�ee initiale f� born�ee� restant �a support compact dans
Q
 sur l�intervalle 
�� T 
 �on peut toujours s�y ramener par un changement d��echelle
convenable en espace et en temps� et pour tout 
 � �� il existe h� � � tel que pour
tout h � h� il existe f�h dans Lh�Q
� tel que

kFh
t f�h �Ftf�kL��Q�	 � 
 sur 
�� T 
�

�� Limites �a long terme et mesures d�Young�

Consid�erons� pour �xer les id�ees� l��equation ��� avec une condition initiale ��� Lorsque
t croit� Ft�� va devenir une fonction oscillante� Soir r � k��kL���	� puisque la vorticit�e
est convect�ee par le champ de vitesse� Ft�� va rester dans la boule L�r � f� � k�k� �
rg� On peut toujours supposer �au besoin en extrayant une sous suite� que Ft��
converge faiblement �pour la topologie faible �etoile ��L�� L��� vers une fonction ���
On voit alors facilement que F��Ft��� ne converge pas vers F����� si " n�est pas
lin�eaire� Ainsi beaucoup d�information �donn�ee par les invariants� est perdue dans cette
limite� et l�espace L� faible �etoile n�est pas le bon candidat pour d�ecrire les limites �a
long terme� Fort heureusement le bon espace pour faire �ca est bien connu� L�int�er�et
de d�ecrire d�une fa�con macroscopique les oscillations �a petite �echelle des fonctions fut
compris il y a longtemps par Young 
��
� Pour r�esoudre des probl�emes de calcul des
variations� Young introduisit une g�en�eralisation naturelle de la notion de fonction� �a
tout point x de � on n�associe plus une valeur r�eelle bien d�etermin�ee mais seulement
une mesure de probabilit�e sur IR �une telle application est appel�ee une mesure d�Young
sur � 	 IR�� Plus pr�ecis�ement� une mesure d�Young � sur � 	 IR est une application
mesurable x 
 �x de � dans l�ensemble M��IR� des probabilit�es Boreliennes sur IR�
muni de la topologie �etroite �topologie faible associ�ee aux fonctions continues born�ees��

Il est clair qu�une telle application � d�e�nit une mesure de Borel positive sur � 	 IR
�que l�on notera toujours �� par�

h�� 
i �

Z
�

h�x� 
�x� ��idx�

pour toute fonction 
�x� z�� continue �a support compact sur �	 IR�

A toute fonction r�eelle mesurable g sur �� on associe la mesure d�Young �g � x
 �g�x	�
masse de Dirac en g�x�� On d�esignera par M le convexe des mesures d�Young sur
�	 IR� rappelons quelques propri�et�es utiles�

� M est ferm�e dans l�espace des mesures Boreliennes born�ees sur � 	 IR �muni de
la topologie �etroite�� Pour la suiteM sera muni de cette topologie �etroite� Si on
remplace IR par l�intervalle compact 
�r� r
� l�espaceMr des mesures d�Young sur
�	 
�r� r
 est compact�
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� f�g jg � �
 
�r� r
� mesurable g est dense dansMr �

On peut maintenant identi�er les limites �a long terme avec des mesures d�Young� En
e�et�Mr est une compacti�cation convenable de L�r car la convergence �etroite �lorsque
t tend vers l�in�ni� de �Ft�� vers une mesure d�Young � conserve l�information donn�ee
par les invariants� en e�et� pour toute fonction continue 
�z��Z

�


�Ft���dx


Z
�

h�x� 
idx�

et comme l�expression de gauche est constante et �egale �a h���� 
i� o�u ��� est la mesure
image de dx par ��� il vient� Z

�

�xdx � ���� ���

De m�eme pour l��energie� Ft�� converge faiblement vers ��x� �
R
zd�x�z�� d�o�u !�Ft���


 !���� qui est l��energie de la mesure d�Young �� et donc�

!��� � !����� �$�

On voit donc que les invariants imposent des contraintes sur les limites �a long terme
�eventuelles�

�� Les �etats d��equilibre statistique�

Consid�erons �a nouveau le cas de l��equation d�Euler�

L�espace Lh��� est form�e des fonctions tourbillon de la forme �h�x� �
P
j

�jh�
�
x
h
�j
�
�

pour j dans un certain ensemble �ni �� d�esigne la fonction caract�eristique de Q��� On va
munir Lh��� de la mesure de probabilit�e �h �

�
Z
exp

�
� �

h�

R
��hdx

�N
j

d�jh �manoeuvre

autoris�ee puisque
R
��dx est invariant par le 	ot de l��equation d�Euler��

Remarquer par �h s��ecrit aussi �h �
N
j

d����
j
h�� o�u d����� �

�p
�
exp�����d��

On peut donc consid�erer �h comme une fonction tourbillon al�eatoire suivant la loi �h�

Si nous consid�erons maintenant la famille �d�ependant de h� des mesures d�Young
al�eatoires ��h sur � 	 IR� il d�ecoule d�un th�eor�eme g�en�eral 
��
 qu�elle poss�ede la
propri�et�e des grandes d�eviations avec �	h� et la fonctionnelle information I�� �v�� Ce
qui signi�e �en gros� que pour tout Borelien B deM� on a�

Prob���h � B� � exp

�
�
�

h�
inf
��B

I�� ���

�
� quand h
 ��

o�u �� � dx��� et I�� ��� est la fonctionnelle information de Kullback classique d�e�nie
surM par�

I�� ��� �

Z
log

d�

d��
d��

si � est absolument continue par rapport �a ���

I�� ��� � �� sinon�

La cons�equence de cette propri�et�e est que les mesures d�Young al�eatoires ��h con�
ditionn�ees par les contraintes ���� �$� se concentrent exponentiellement autour de
l�ensemble E� des solutions du probl�eme variationnel

I�� ��
�� � inffI�� ���j� � Eg
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o�u E est le sous ensemble ferm�e des mesures d�Young v�eri�ant les contraintes ��� et �$�
�voir 
��
��

Notons maintenant �� �
�
j�j���� et � � dx � ��� pour tout � dans E � on v�eri�e la

formule� I�� ��� � I���� � j�jI������� Donc si I�� ���� � �� il revient au m�eme de
r�esoudre le probl�eme variationnel avec la fonctionnelle I����� C�est ce que nous ferons
dans la suite� pour la justi�cation dans le cas o�u �� n�est pas absolument continue par
rapport �a �� voir 
��� ��
�
C�est donc en d�e�nitive le probl�eme variationnel suivant qui d�e�nit l�ensemble E� des
�etats d��equi
libre correspondant �a une certaine donn�ee initiale ���

I���
�� inffI����j� � Eg ���

L��equation de Vlasov�Poisson se traite de fa�con tout �a fait analogue� il su�t de rem�
placer � par Q
 et on se ram�ene au probl�eme variationnel ���� o�u cette fois � � dx��f�
et E d�esigne l�ensemble des mesures d�Young sur Q
 	 IR qui v�eri�ent les contraintes

�

�

Z Z
Q�

v���x�v�dxdv �
�

�

Z
Q�

�#dx � !�f��� �energie

o�u ��x� �
R
Q�

��x�v�dv et # est le potentiel gravitationnel associ�e �a � ��etendu par � en

dehors de Q��� Z Z
Q�

�x�vdxdv � �f� �

Z Z
Q�

v��x�v�dxdv � P�� impulsion

Z Z
Q�

x � v��x�v�dxdv �M�� moment angulaire�

En r�esum�e nous avons ramen�e le probl�eme de la d�etermination des �etats d��equilibre �a
la r�esolution d�un probl�eme variationnel ��� que nous allons examiner au paragraphe
suivant�

� D�etermination des �etats d��equilibre

Equation d�Euler�
Consid�erons le probl�eme variationnel ��� �ecrit au paragraphe pr�ec�edent� Comme il est

assez facile de voir que la fonctionnelle I���� est inf�compacte sur M muni de la topologie
�etroite et que � est un ensemble ferm�e non vide� il existe toujours au moins une solution�
Nous allons maintenant expliciter un peu plus les choses dans un cas simple� Pour cela

supposons que la vorticit�e initiale �� prenne seulement n valeurs distinctes a�� ���� an� sur les
ensembles ��� �����n� Il est alors facile de voir que les mesures d�Young � qui v�eri�ent la
contrainte ��� s��ecrivent� �x �

P
pi�x��aj � o�u pi�x� 
 ��

P
pi�x� � �� la fonction mesurable

pi�x� donne la probabilit�e de trouver la valeur ai au point x�
��� se ram�ene alors �a minimiser

Z
�

X
pi logpidx
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sous les contraintes

P
pi�x� � �� pour tout x� ���R

�

pi�x�dx � j�ij� pour i � �� ���� n� ���

! �
P

aipi� � !����� ���

Soit �p��� ���� p�n� une solution de ��� telle que les fonctions p�i soient continues et strictement
positives sur �� On peut alors montrer qu�il existe des multiplicateurs de Lagrange ��� ���� �n�
� �associ�es aux contraintes ���� ����� tels que

p�i �x� �
�

Z����x��
exp���i � �ai�

��x��� i � �� ���� n�

o�u Z��� �
P
i

exp���i � �ai��� et �� est la fonction de courant associ�ee �a �� �
P

aip
�
i � Et

donc �� v�eri�e l��equation des %�etats de Gibbs&�
	

�� �� �

P
ai exp���i � �ai�

��
Z����

�

�� � � sur ���
����

Cette �equation �elliptique non lin�eaire� dont le second membre est une fonction continue
born�ee de ��� a des solutions pour toutes les valeurs des param�etres� La solution est unique
pour � plus grand qu�une certaine valeur critique strictement n�egative �c� mais lorsque ��
devient grand� on peur avoir des bifurcations et apparition de solutions multiples 
��
�
Remarque�
Les �etats d��equilibre observ�es physiquement correspondent en fait aux vorticit�es moyennes
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�
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Equation de Vlasov�Poisson�
Le probl�eme ��� d�ecrit au paragraphe pr�ec�edent a lui aussi toujours des solutions� pour les

m�emes raisons de compacit�e� Nous renvoyons �a 
$� �� ��
 pour une discussion d�etaill�ee de ces
solutions� Signalons cependant une di��erence essentielle avec le cas pr�ec�edent� c�est qu�ici� �a
long terme� le syst�eme n�a aucune raison de rester con�n�e� Et donc il n�est pas physiquement
pertinent de r�esoudre le probl�eme variationnel dans un born�e de IR
� Si on essaye alors de
r�esoudre le probl�eme variationnel� sans aucun con�nement� dans tout IR
� on trouve qu�il n�y
a pas de solution� le syst�eme pouvant s��etaler ind�e�niment tout en augmentant son entropie�
Au terme d�une discussion physique assez complexe 
$��
� on peut montrer que les �etats
physiquement pertinents s�obtiennent en r�esolvant le probl�eme variationnel sur B 	 IR�� o�u
B est une boule de l�espace physique� On peut montrer qu�alors la catastrophe gravotherme
ne se produit plus et que ce probl�eme �a bien au moins une solution 
��
�

	 Relaxation vers l��equilibre et mod�elisation des petites

�echelles

Un des principaux int�er�ets d�une th�eorie de l��equilibre statistique est de permettre l�utilisation
des recettes classiques de la thermodynamique lin�eaire au voisinage de l��equilibre pour con�
struire de nouvelles �equations d�ecrivant le comportement macroscopique du syst�eme �c�est
ainsi que l�on obtient la plupart des �equations physiques macroscopiques�� Le m�eme pro�
grammepeut �etre mis en oeuvre pour la relaxation rapide� le but �etant d�obtenir des �equations
d��evolution qui d�ecrivent le comportement des grandes �echelles sans avoir �a se pr�eoccuper
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du d�etail des petites� Pour Euler et Vlasov�Poisson� de telles �equations de %relaxation& peu�
vent �etre obtenues de mani�ere simple au moyen d�un nouveau principe de thermodynamique
hors �equilibre d�une port�ee g�en�erale� le principe de maximum de production d�entropie� qui
est discut�e en 
��� ��� ��
� On trouvera un expos�e d�etaill�e du cas Euler dans 
��
 et du cas
Vlasov�Poisson dans 
�
� Nous donnerons seulement un aper�cu de ces �equations de relaxation
en consid�erant le cas le plus simple de l��equation d�Euler avec pour �� une tache de vorticit�e
de niveau a entour�ee de vorticit�e nulle� Dans ce cas� en d�esignant par � la fonction vorticit�e
localement moyenn�ee �a une certaine �echelle spatiale� on trouve le syst�eme d��equations de
relaxation suivant 
�� ��
�
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o�u � est la fonction de courant de �� u � rot�� c est une constante �x�ee empiriquement �en
fonction de la taille des plus petites �echelles que l�on d�esire observer�� et � est un scalaire
ajust�e �a chaque instant de mani�ere �a conserver l��energie�
On voit que ���� est une �equation de convection�di�usion qui ressemble assez aux �equations

de Navier�Stokes� avec toutefois la di��erence importante qu�elle conserve l��energie et la
vorticit�e totale et conduit �a long terme le syst�eme vers un �etat d��equilibre non trivial�
L�expression donnant J s�interpr�ete classiquement comme une relation de fermeture tur�
bulente�
Ceci s��etend �a une vorticit�e initiale �� quelconque 
��
�
La m�eme m�ethode appliqu�ee a l��equation de Vlasov�Poisson conduit �a des �equations de

relaxation de type Fokker�Planck 
�
�


 Commentaires

Les r�esultats d�approximation pr�esent�es dans la section � r�epondent �a une question d�ej�a
abord�ee dans 
��
� on en trouvera une preuve dans 
��
�
La pertinence de la th�eorie de l��equilibre statistique pour l��equation d�Euler �d a �et�e test�ee

par des exp�eriences de laboratoire ainsi que par des simulations num�eriques directes utilisant
les �equations de Navier�Stokes �a grand nombre de Reynolds� Dans ces tests on consid�ere des
situations o�u un 	uide turbulent converge vers un �etat d��equilibre et on compare la relation
� � f��� obtenue exp�erimentalement avec la pr�ediction th�eorique 
�� ��� ��
�
Outre leur int�er�et th�eorique� les �equations de relaxation ouvrent des perspectives en tant

qu�outil de simulation� en e�et elles fournissent en quelque sorte une param�etrisation optimale
des petites �echelles �voir 
��
 pour une application �a la turbulence �d�� L�exploitation des
�equations analogues pour les syst�emes stellaires est en cours�
L��equation de relaxation �ecrite au paragraphe pr�ec�edent fait appara��tre un terme non

local � qui complique un peu l��etude math�ematique du probl�eme de Cauchy 
�$
� mais ceci
n�engendre pas de r�eelle di�cult�e num�erique 
��
�
Le recours �a la m�ecanique statistique permet donc d�obtenir de nouveaux mod�eles d��ecou�

lements 	uides� d�ecrivant de fa�con e�cace le mouvement �a grande �echelle sans avoir �a se
pr�eoccuper explicitement des petites� Ceci est du au fait que le %chaos& �a petite �echelle
engendr�e par la dynamique complexe de l��equation d�Euler �o�u de Vlasov� est bien pris en
compte par la m�ecanique statistique� Pourquoi' Ceci est certainement li�e �a une propri�et�e
d�ergodicit�e du 	ot� Cette question �a �et�e clairement �evoqu�ee par Arnold 
�
� qui a montr�e que
le mouvement du 	uide parfait %ressemble& �a un 	ot g�eod�esique sur une vari�et�e Riemannienne
�a courbure sectionnelle n�egative �pour beaucoup de sections�� Cette propri�et�e qui implique
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l�instabilit�e exponentielle du 	ot n�est rien d�autre que le c�el�ebre %e�et papillon&� C�est en
fait ce mouvement chaotique et impr�edictible �a petite �echelle qui rend l�organisation �a grande
�echelle pr�edictible gr�ace �a l�intervention de la m�ecanique statistique� Pour une discussion
sur cet aspect des choses voir 
��
�
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