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R�esum�e

Dans cet article nous faisons une pre�sentation g�enerale des m�ethodes particulaires r�egularis�ees
et plus particuli�erement des m�ethodes SPH� Nous pr�esentons �egalement des travaux r�ecents�
bas�es sur une utilisation syst�ematique des formulations faibles� Ils permettent d�introduire
de nouveaux algorithmes� plus robustes et plus performants�

� Introduction

Les m�ethodes particulaires r�egularis�ees pour les EDP ont fait l�objet de d�eveloppements
importants depuis les dix derni�eres ann�ees tant sur le plan des applications que de leur
analyse num�erique�
Beaucoup d�applications concernent la m�ecanique des �uides et l�on doit en particulier

citer les m�ethodes de Vortex pour la dynamique des �uides incompressibles �visqueux ou
non�� Les m�ethodes de type PIC �Particle in Cell� sont �egalement connues pour leurs appli	
cations �a la dynamique des gaz compressibles� Elles partagent avec les m�ethodes de Vortex la
caract�eristique de faire intervenir une m�ethode num�erique sp�eci
que o�u math�ematique pour
traiter les termes di��erentiels qui ne sont pas des termes de transport �
	 noyaux de Green pour les m�ethodes de Vortex
	 couplage particule grille 
xe pour les m�ethodes PIC
Dans cet expos�e on s�int�eresse �a une autre classe de m�ethodes dont le principe est l�utili	

sation exclusive des approximations particulaires �r�egularis�ees� pour l�estimation des termes
di��erentiels de l�EDP� Les aspects li�es aux m�ethodes particulaires pour les �equations de
Boltzmann� Vlasov et similaires sont �egalement exclus du cadre �etudi�e ici�
La m�ethode SPH �Smooth Particle Hydrodynamics� est �a la base des d�eveloppements

autour du th�eme abord�e dans cet expos�e� Nous commen
cons donc par un bref historique�
La m�ethode a �et�e d�ecouverte en ���� par Lucy ������ un astrophysicien anglais� son in	

terpr�etation �etait cependant de nature probabiliste et les calculs utilisaient moins de ���
particules� C�est �a J� Monaghan� math�ematicien appliqu�e australien� que l�on doit les fonde	
ments e�ectifs de la m�ethode ����� ���� ������ Il est �egalement �a l�origine des extensions de la
m�ethode au cadre multi�uide� �a la MHD ainsi qu� �a un bon nombre des astuces qui en font une
m�ethode op�erationnelle� La m�ethode SPH est rest�ee jusque dans les ann�ees �� l�apanage des
astrophysiciens� On doit �a W� Benz �encore un astronome� les premi�eres applications �a des
calculs complexes faisant intervenir des mod�eles d�endommagement de mat�eriaux ����������
Ce type de mod�ele a �ete ensuite utilis�e par de nombreux centres de recherches pour les appli	
cations en dynamique rapide ������ ������ Les premiers codes industriels utilisant la m�ethode
SPH ne sont apparus que r�ecemment� Une des principales raisons est le manque de concep	
tualisation dans la formulation des conditions aux limites� qui ne permet d�o�rir la souplesse
attendue par un code Volumes Finis ou El�ements Finis�
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C�ot�e math�ematique� et jusqu�a tr�es r�ecemment le seul travail d�analyse est du �a Raviart
Mas Gallic ������������ il concerne la convergence de la m�ethode dans le cas continu en temps
et pour les syst�emes lin�eaires sym�etriques� Dans ce qui suit je vais d�ecrire quelque travaux
e�ectu�es au laboratoire MIP �a Toulouse qui� me semblent il� ont fait progresser l�analyse de
la m�ethode� Il faut �egalement mentionner les travaux r�ecents de Perthame�
Je donne d�abord un aper
cu des principes classiques qui ont permis de d�evelopper les

m�ethodes SPH� Je d�eveloppe ensuite une nouvelle approche bas�ee sur une formulation faible
qui permet de mieux appr�ehender di��erents probl�emes de nature th�eorique ou num�eriques
li�es �a ces m�ethodes� en particulier sur les aspects longueur de lissage variable �tout a fait
essentiels dans les applications� et leurs liens avec la conservativit�e et la consistance de la
m�ethode�

� Principes Classiques

Nous donnons bri�evement dans ce qui suit les principes de bases n�ecessaires �a la com	
pr�ehension des m�ethodes particulaires� Nous renvoyons en particulier �a l�ouvrage de P� A�
Raviart ������ pour une description d�etaill�ee et des r�esultats math�ematiques pr�ecis�

��� Approximation Particulaire des Fonctions

Lesm�ethodesparticulaires reposentsurdes formulesdequadraturesurdesparticulesmobiles
�xi�t�� wi�t��i�P � P est l�esemble des particules� xi�t� est la position de la particule i qui est
d�eplac�ee le long des caract�eristiques du champ v �suppos�e r�egulier�� alors que wi�t� est le
poids �ou volume attach�e �a cette particule� et �evolue selon div v a
n de conserver le volume�

d

dt
xi � v�xi� t�

d

dt
wi � div �v�xi� t��wi

xi��� � �i wi��� � �i

��i� t� sont les coordonn�ees Lagrangiennes de la particule i� On a ainsi les formules de qua	
drature suivantes o�u J��� t� est le jacobien de la transformation ��� t� �� �x� t� �Z

IRd

f�x�dx �

Z
IRd

f�x��� t��J��� t�d� �
X
j�P

wj�t�f�xj�t�����

Approximation particulaire r�egularis�ee�
La formule de quadrature pr�ec�edente� associ�ee aux deux ingr�edients suivants �

� noyau r�egularisant�

� r�egularisation par convolution�

permet de d�e
nir en trois �etapes l�approximation particulaire r�egularis�ee d�une fonction �

� Noyau r�egularisant W �x� h�

W �x� h� �
�

hd
��
kxk

h
�

Il est d�e
nit par la donn�ee d�une fonction � r�eguli�ere �a support compact � ��� �� �d est la
dimension de l�espace�� par exemple �

��y� � C �

���
��
��

�

�
y� �

�

�
y� if � � y � ��

�

�
�� � y�� if � � y � �
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�

�
�
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�
�

�
�d���� ou ��� W �x� h� �� � quand h �� �� h est la longueur de lissage

��smoothing length� dans le jargon de la communaut�e SPH��

� R�egularisation de f

Elle se fait par convolution de f par le noyau W �

� f�x� �� f �W �x� �

Z
f�y�W �x � y� h�dy���

� Quadrature de ���

On e�ectue alors une quadrature de l�int�egrale dans ��� avec la formule ���� ce qui
d�e
nit l�approximation particulaire r�egularis�ee �h�f� de la fonction f �

�h�f��x� �
X
j�P

wjf�xj �W �x� xj�t�� h�

On utilise les notations suivantes �

Wij � W �xj � xi� h� rWij � gradx�W �xi � xj � h��

La d�eriv�ee de f est approch�ee par la d�eriv�ee r�h�f� de �h�f� d�e
nie par �

r�h�f�i �
X
j�P

wjf�xj�rWij

Des estimations d�erreur pr�ecises sont connues� elles ont �et�e en particulier obtenues par

P�A� Raviart� S� Mas Gallic et G�H� Cottet�� Dans le cas d�un noyau W 	 Cm��� m 
 � et
�a support compact on a �

�u 	W��p�IRd�� s 
 �� 	 � max�r � s�m��

r � �� ��
d

m
� p � �� q �

p � �

p

ju��h�u�js�p�IRd �

C

�
hrjujr�s�p�IRd � �� �

 x

h
�
d
q
� x�m

hm�s
jjujjm�p�IRd

����

Noter bien qu�il est n�ecessaire que le rapport ��x�
h

�� �� pour que �h�u� �� u� Dans ces
formules  x est l��echelle caract�eristique de la distance moyenne entre particule� Ceci signi
e
	 W �etant �a support compact 	 que le nombre de particules voisines �au sens des particules
intervenant e�ectivement dans les sommes d�e
nissant �h�u� et r�h�u�� doit tendre vers
l�in
ni quand les pas de discr�etisation h et  x tendent vers ��

��� Approximation Particulaire d�une loi de Conservation

Je pr�esente ici les concepts sur lesquels sont bas�es la m�ethode SPH initialement propos�ee
dans ����������� On introduit ces principes sur une loi de conservation mod�ele �

Lv�!� � div F �x� t�!� � S���

o�u Lv�!� est l�op�erateur de transport �

Lv�!� �

!


t
�
X
l���d





xl
�vl!�
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Pour l�analyse math�ematique de la convergence� v est suppos�e connu et ind�ependant de !�
mais rien n�emp�eche formellement une telle d�ependance dans tout ce qui suit� On recherche
donc une approximation �!i�t��i�P de ��� d�e
nie sur des particules se d�epla
cant selon les
caract�eristiques de v �

!i �� !�xi�t�� t�

On a alors
�

wi

d

dt
�wi!i� � Lv�!�i

Pour calculer de mani�ere approch�ee div F �x� t�!�� il est naturel de r�egulariser F � ce qui
donne alors pour l�approximation de ��� �

Lv�!�i �r�
h�F �i � Fir�

h���i � Si���

soit
d

dt
�wi!i� � wi

X
j�P

wj�Fj � Fi�rWij � wiSi���

Le terme r�h���i a �et�e rajout�e a
n de pr�eserver la conservation globale de la m�ethode� On
remarque d�abord qu�il ne doit pas perturber la consistance de la m�ethode puisqu�il est a
priori petit �d�apr�es ����� on remarque ensuite que rWij � �rWji � un calcul simple montre
alors que �

d

dt

�X
i�P

wi!i

�
�
X
i�P

wiSi

analogue discret de la relation traduisant la conservation globale de ! �

d

dt

�Z
IRd

!dx

�
�

Z
IRd

Sdx

Il est �a noter que ��� est un sch�ema de type centr�e� il y a donc n�ecessit�e de viscosit�e
arti
cielle ou de d�ecentrement pour stabiliser la m�ethode� Ceci est fait en pratique en in	
troduisant un terme appropri�e �ij �sym�etrique en i et j a
n de respecter la conservativit�e
globale � �

d

dt
�wi!i� �wi

X
j�P

wj�Fj � Fi � �ij�rWij � wiSi���

Il reste a e�ectuer une discr�etisation en temps explicite pour obtenir un sch�ema op�erationnel�

��� Applications aux �equations d�Euler

Nous appliquons maintenant ces concepts aux �equations d�Euler de la dynamique des gaz
compressibles pour lesquelles la m�ethode a �et�e initialement d�evelopp�ee� Les �equations ont la
forme suivante en dimension deux d�espace �

! �

	
BB


�
�v�

�v�

E

�
CCA F ��!� �

	
BB


�
p
�
v�p

�
CCA F ��!� �

	
BB


�
�
p
v�p

�
CCA

p � p��� u� E � ��u � �
�k�vk

��

Lv�!� �
X
l���d

�

�h�F l�!��


xl

�
� �
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L�approximation particulaire SPH est alors d�e
nie selon �

Lv�!�i �
X
l���d

F l�!�i

�

�h���


xl

�
�

�

�h�F l�!��


xl

�
i

� �

ce qui conduit au syst�eme d��equations di��erentielles ordinaires �

�i�
d�xi
dt
� �vi� �ii�

d

dt
�wi�i� � ��

�iii�
d

dt
�wi�i�vi� �wi

X
j�P

wj�pi � pj�rWij � ��

�iv�
d

dt
�wiEi� �wi

X
j�P

wj�pi�vi � pj �vj�
rWij � �

�ii� �
 wi�t��i�t� � cst � mi

mi est donc interpr�et�ee comme la masse d�une particule� conserv�ee au cours du temps et
donc caract�eristique d�une m�ethode Lagrangienne������

����

d

dt
��vi� � �

X
j�P

mj�
pi � pj
�i�j

��rWij

d

dt
�ui� � �

X
j�P

mj

pj
�i�j

��vj � �vi�
�rWij

���

La viscosit�e arti
cielle est introduite suivant le bon vieux principe de Von Neumann
Richtmeyer ������ � p �� p� �v avec

�v �

�
��l��div�v�� � ��lcdiv�v si div�v � �
� sinon

o�u � et � sont des coe"cients adimensionnels positifs de l�ordre de l�unit�e�
Les �equations ��� ne sont pas les �equations que l�on trouve traditionnellement dans la

litt�erature SPH� on trouve le plus souvent la formulation suivante �����������
���������

d

dt
��vi� � �

X
j�P

mj�
pi
��i
�

pj
��j
��ij�rWij

d

dt
�ui� � �

pi
��i

X
j�P

mj��vj � �vi�
rWij

�
�

�

X
j�P

mj�ij��vj � �vi�
rWij

�ij �

��
�

	ij��	ij � �c�

�����i � �j�
si ��vi � �vj�
��xi � �xj� � ��

� sinon

o�u c � ����ci � cj� est la vitesse du son moyenne et 	ij une approximation de l div�v �

	ij �
h��vi � �vj�
��xi � �xj�

j�xi � �xj j� � �h�

Cette formulation peut se d�eduire de principes tr�es voisins de ceux que je viens d��enoncer�
je renvois �a ���� �voir �egalement ���� pour une pr�esentation g�en�erale� pour de plus amples
d�etails�
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��� Commentaires

Discr�etisation en temps Les codes SPH utilisent le plus souvent des discr�etisations
en temps de type Runge et Kutta� et sont soumises de fait �a des conditions de stabilit�e de
type CFL�

Structures de Donn�ees� Co�ut Les codes SPH de part leur principe particulaire�
n�ont pas besoin de structure de donn�ees lourde li�ee au maillage de particules� Il est cependant
n�ecessaire de calculer �a chaque pas de temps un minimum de donn�ees structurelles� Il s�agit
de la liste des voisins d�une particule donn�ee i intervenant dans le calcul des sommes de
���� Dans les codes usuels o�u n�interviennent pas de forces �a longue port�ee �comme les
forces gravitationnelles en astrophysique� la solution la plus e"cace semble les algorithmes
de �linked list�� en terme de co�ut CPU �sur machine s�equentielle� le co�ut de ces recherches
est inf�erieur �a ��# du co�ut d�un pas de temps� Des algorithmes bas�es sur des structures
d�arbres �cf� ����� sont utilis�es dans les situations plus complexes� ils s�av�erent n�eanmoins
trop co�uteux dans les situations usuelles o�u le nombre de voisins e�ectifs ne d�epasse pas
�� en dimension � et �� en dimension trois� Pour donner des �el�ements de comparaison un
code Volumes Finis d�ordre � sur maillage non structur�e fonctionne avec au moins trois fois
moins de voisin� au prix cependant d�une structure de donn�ees plus lourde �compens�ee par
l�absence d�algorithmes de recherche de voisins�� Par rapport �a un code eul�erien standard�
un code SPH peut �etre actuellement de l�ordre de � �a trois fois plus cher �i�e� moins rapide��
il permet cependant d�e�ectuer des calculs Lagrangiens sans les d�eboires habituels li�es en
particulier aux remaillages� Parmi les autres int�er�ets de la m�ethode citons en particulier
la �exibilit�e� il est en e�et tr�es facile de g�en�eraliser la m�ethode �a des situations physiques
complexes� multi�uides ����� ������ multiphasiques ������� incluant �eventuellement des e�ets
viscoplastiques� de l�endommagement �������� La m�ethode devient alors tr�es attractive en
terme de co�ut et de performances�

Conservativit�e� h variable Un �el�ement important s�est rapidement impos�e dans
toute les applications� c�est la n�ecessit�e de faire varier h en fonction de la particule et du
temps $ cela s�av�ere indispensable si l�on veut� ne serait ce qu�en dimension un d�espace�
calculer la solution d�un tube �a choc type Sod� Un tel calcul� men�e avec h constant� conduit
tr�es rapidement �a des instabilit�es dans la zone de d�etente� Cela s�explique tr�es simplement$
la m�ethode �etant par nature Lagrangienne� les particules s��ecartent dans la zone de d�etente�
et en particulier �a h constant le nombre de voisin d�ecro�it� provoquant une augmentation
irr�em�ediable des erreurs num�eriques dans les calculs des d�eriv�ees� Le rem�ede est simple ������
voir aussi ����� il su"t de faire �evoluer h localement a
n de garder le nombre de voisins le plus
proche possible des valeurs optimales� En pratique on modi
e les principes d�approximation
suivant �

� f�x� �g�

Z
f�y�W �x � y� h�x��dy

�h
g �f�i �

X
i�P

wifiW �xi � xj� hi�

Wij �W �xj � xi� hi� rWij � gradx�W �xj � xi� hi��

rh�h
g �f�i �

X
j�P

wjfjrWij

et on utilise les formules habituelles ��� o�u rh�h est remplac�e par rh�h
g �f��
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On n�a plus rWij � �rWji et donc la conservativit�e globale n�est plus respect�ee� C�est
une erreur du second ordre qui ne semble pas avoir d�e�ets n�efastes sur les r�esultats� sauf si
l�on s�int�eresse pr�ecis�ement �a la conservation de quantit�es macroscopiques comme le moment
d�un objet�

Conditions aux limites Cela reste une des di"cult�es principales des calculs d�es
que l�on veut e�ectuer des simulations en enceinte ferm�ee� La technique habituelle utilise
des particules fant�omes� quelques tentatives ont �et�e men�ees par Monaghan ������ pour les
remplacer par des forces de paroi �voir aussi ����� mais cela reste tr�es empirique�

Contraste Analyse�Pratique Je terminerai ces commentaires en faisant remar	
quer que l�on e�ectue en pratique tous les calculs avec h

�x
� �
� �au moins pour le noyau

r�egularisant donn�e en exemple et en dimension �� ce qui nous place tr�es loin des consid�era	
tions th�eoriques qui nous am�eneraient au minimum �a imposer �x

h
�� ��

Un exemple de calcul complexe A titre d�exemple et pour montrer ce que l�on
peut attendre de calculs men�es �a l�aide de m�ethodes particulaires de type SPH� je pr�esente ici
des r�esultats de simulations� obtenus avec le code SmartFluid d�evelopp�e par XRS et Simulog�
Il s�agit de la d�esint�egration d�un jet liquide �quasi incompressible� par un �ecoulement gazeux
�a grande vitesse� Le calcul est tridimensionnel selon le sch�ema de la 
gure ����
Trois cas correspondant �a di��erentes vitesses du gaz et du jet sont pr�esent�es et compar�es

�a des essais exp�erimentaux r�ealis�es au CORIA �������
Seules sont repr�esent�ees dans les images issues du calcul les particules �uides� Les pho	

tographies montrent la r�epartition exp�erimentale des gouttes de �uide au m�eme instant� On
contaste un accord qualitatif assez convainquant entre les donn�ees exp�erimentales et le calcul�
Ces r�esultats sont assez caract�eristiques de ce que l�on peut attendre de ces m�ethodes pour
le calcul d��ecoulements complexes multi�uides� Je renvoi �a ���� pour de plus amples d�etails�

� Formulation Faible

On introduit maintenant une nouvelle formulation de ces m�ethodes� Elle est bas�ee sur la
formulation faible des �equations et permet de r�esoudre positivement les probl�emes �evoqu�es
pr�ec�edemment�

��� Principes de base

On cherche donc �a approcher une solution du syst�eme ���� mais sous sa forme faible
d�e
nie par �

�� 	 C�
	 �IR

d � IR����Z
IRd�IR�

�!
L�v��� � F �x� t�!�
r��� � S
�� dxdt � �
���

�L�v adjoint de Lv �

L�v��� �

�


t
�
X
l���d

vl

�


xl

On ne s�int�eresse pas ici aux probl�emes d�existence et d�unicit�e des solutions li�es par
exemple aux conditions d�entropie� il est tout a fait possible d�en tenir compte �cf par exemple
���� mais cela n�a rien d�essentiel pour la compr�ehension du nouveau formalisme d�evelopp�e
ici�
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Fig� � � Comparaison Exp�erience�Calcul
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jet liquide

gaz

Fig� � � Dispositif exp�erimental

Le passage au discret se fait en trois �etapes �

� int�egrales sur IRd � produit scalaire discret sur les particules �Z
IRd

f
g dx �� �f� g�h ��
X
j�P

wjfj
gj

On demande que pour f et g int�egrables il y ait convergence de �f� g�
h
vers le produit

scalaire continu associ�e� cela est assur�e avec un minimum de conditions sur la formule
de quadrature associ�ee�

� d�erivation continue � Dh�S

�rf �� Dh�Sf

On demande qu�il y ait convergence de Dh�Sf vers �rf pour f su"samment r�eguli�ere�
On introduit l�op�erateur adjoint �D�h�S



D�h�Sf� g

�
h
� � �f�Dh�Sg�h

� le sch�ema particulaire est d�e
ni en appliquant ces r�egles de substitution �a la formulation
faible ���� ce qui donne �� 	 C�

	�IR
d � IR���� �Z

IR�

�
�!� L�v����h � �F �!�� Dh�S��h � �S� ��h

�
dt � �

On a alors Z
IR�
�!� L�v����h dt �

Z
IR�

�
!�

d

dt
���

�
h

dt

� �

Z
IR�
�
X
i�P

d

dt
�wi!i��i�dt

� �

Z
IR�

�
�

w

d

dt
�w!�� �

�
h

dt

et

�

Z
IR�

��
�

w

d

dt
�w!�� �

�
h

�


D�h�SF �!�� �

�
h
� �S� ��h

�
dt

� �

Z
IR�

�
�

w

d

dt
�w!� �D�h�SF �!�� S� �

�
h

dt � �

qui conduit au sch�ema
d

dt
�wi!i� � wiD

�

h�S�F �i � wiSi����
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ou
d

dt
�!i� � !idiv �vi� � D�h�S �F �i � Si

Par construction les sch�emas ���� v�eri
ent ainsi un r�esultat analogue au Th�eor�eme de
Lax	Wendro� ������ pour les di��erences 
nies �

Theorem � Si !
	�h
�x� t� �

P
j�P wj!j�t��Bi�t��x� �� ! p�p� et si Dh�Sf �� rf pour f

r�eguli�ere quand les param�etres de discr�etisation h et  x �� �� alors ! est solution faible de
l�edp mod�ele ����

Il reste �a d�e
nir l�op�erateur de d�erivation discret Dh�S � En reprenant le calcul pr�ec�edent

il est facile de voir que le sch�ema ���� est conservatif �i�e�
d

dt
�!� ��h � �S� ��h� d�es lors que

��x� est dans le noyau de Dh�S �i�e�Dh�Sf � rf pour f 	 P���
On retrouve la formulation standard en prenant �

Dh�Sf � r�
h�f� � fr�h���

On a alors
Dh�Sfi �

X
j�P

wj�fj � fi�rWij

avec P� � ker�Dh�S � et

D�h�Sfi �
X
j�P

wj�fj � fi�rWij � r�
h�f�i � fir�

h���i

Tous les aspects li�es au traitement des conditions aux limites rentrent �egalement dans ce
formalisme � Je renvoi �a ���� pour une analyse d�etaill�ee des principes et �a ���� ��� pour des
r�esultats de convergence dans le cas scalaire non lin�eaire� Il est simplement important de
noter ici que les di��erentes m�ethodes existantes �particules fant�omes et forces de paroi� sont
�a interpr�eter �a partir de termes de bord dans la formulation faible qui produisent ensuite des
termes sources volumiques dans l��equation ���� par r�egularisation des mesures surfaciques
correspondantes�
On d�etaillera plus particuli�erement dans ces notes les aspects li�es �a une utilisation conser	

vative et consistante de la longueur de lissage variable et aux extensions par la technique de
renormalisation�

��� Longueur de lissage variable

Tous les outils sont en place� on dispose d�un formalisme h variable �evoqu�e au paragraphe
��� �

� f�x� �g�

Z
f�y�W �x � y� h�x��dy

�h
g �f�i �

X
i�P

wifiW �xi � xj� hi�

Wij �W �xj � xi� hi� rWij � gradx�W �xj � xi� hi��

Il s�agit de la formulation �gather� dans la litt�erature SPH �voir ������ La seule di"cult�e
est de lui associer un op�erateur Dh�S lin�eaire et poss�edant les propri�et�es de consistance
su"sante� Cela se r�ealise en introduisant
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rh�h
g �f�i �

X
j�P

wjfjrWij

qui n�est pas contrairement au cas standard la d�eriv�ee exacte de l�approximation particulaire
�h
g �f�� On peut dans ces conditions d�emontrer des r�esultats d�approximation tout a fait
similaires �a ���� Je renvoi �a la th�ese de J�L� Lac�ome ������ pour une �etude d�etaill�ee � voir
aussi ����� ������ On d�e
nit donc l�op�erateur Dh�S de la mani�ere suivante �

Dh�Sf � r
h�h

g �f� � frh�h
g �������

Dh�Sfi �
X
j�P

wj�fj � fi�rWij

Il v�eri
e la propri�et�e de noyau n�ecessaire �a la conservativit�e et l�op�erateur adjoint d�e
nissant
le sch�ema est donn�e par �

D�h�Sfi �
X
j�P

wj�firWij � fjrWji�

On ne retrouve pas les formules standards �sauf si rWij � �rWji� mais on est conser	
vatif par construction�

��� Renormalisation

La r�eponse concernant h variable� donn�ee �a la section pr�ec�edente est satisfaisante� mais ne
permet pas de combler le trou entre la pratique et la th�eorie� li�e aux estimations d�erreur qui

sous entendent que le rapport ��x�
h

�� �� Le concept de renormalisation de l�approximation
particulaire est apparu r�ecemment dans la litt�erature SPH ������� On va montrer que� employ�e
�a bon escient avec le formalisme pr�ec�edent� il permet d�envisager des m�ethodes plus robustes

et de relaxer la condition sur le ratio ��x�
h
�

L�id�ee de renormalisation �exprim�ee dans ce cadre formel� est assez simple� il s�agit de
modi
er les formules d�e
nissant l�op�erateur Dh�Sf�x� �a l�aide d�une matrice poids �ou de
renormalisation � B�x� de la fa
con suivante �

Dh�Sf�x� � B�x�
rh�h
g �f��x� � f�x�B�x�rh�h

g ����x�

On cherche �a augmenter la pr�ecision� il est alors naturel de demander non plus P� �
ker�Dh�S � mais P� � ker�Dh�S�� On d�emontre tr�es facilement la

Proposition � On a P� � ker�Dh�S � ou de mani�ere �equivalente Dh�Sf � rf pour tout
polyn	ome f de degr�e � au plus� si et seulement si B�x� � E�x��� avec

E�x��� �
X
j�P

wj�x
�
j � x�� 
�W �x� xj�

On a alors

E�x��� � 
��h�h
g �x

��� x�
��h�h
g ���

L�extention �evoqu�ee au paragraphe pr�ec�edent des estimations ��� assure alors que E�x��� �

��� et donc que B�x� est d�e
nie� sous l� hypoth�ese ��x�
h

�� �� On a la propri�et�e suivante �

Proposition � Sous l�hypoth�ese B uniform�ement born�ee on a
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kDh�S��x� �D��x�k � Ch	kB�x�kkD
��k�

o�u h	 est l��echelle caract�eristique le la longueur de lissage �i�e� ��h	 � h � ��h	 avec �� et
�� deux constantes � � �
La consistance de la m�ethode est donc assur�ee d�es lors que la longueur de lissage tend

vers z�ero� On peut en fait montrer si �x
h
est born�e et si la distribution initiale de particule

est r�eguli�ere �condition sur la formule de quadrature� que la matrice B�x� est uniform�ement
born�ee et que � �����Dh�S����h

�� � ���
��D�h�S ����h
��� � Ck�k�h


ce qui assure le r�esultat d�approximation et qui permet �egalement de montrer la stabilit�e
de la m�ethode dans le cas lin�eaire �syst�eme� ainsi que sa convergence� les op�erateurs de
d�erivation discr�ete sont alors d�e
nis selon �

Dh�Sfi �
X
j�P

wj�fj � fi�Bi
rWij

D�h�Sfi �
X
j�P

wj�fiBi
rWij � fjBj 
rWji�

et le sch�ema par �

d

dt
�wi!i� � wi

X
j�P

wj�fiBi
rWij � fjBj 
rWji� � wiSi

On renvoit �a ���� pour une pr�esentation d�etaill�ee de ces r�esultats�
Nous pr�esentons n�eanmoins � cf� 
gure ���� quelques r�esultats num�eriques �evocateurs

obtenus par N� Lanson sur un probl�eme simple comme le tube �a choc de Sod� On compare
i
ci les m�ethodes standard � h variable conservatif � �a la m�ethode renormalis�ee �on renvoit �a
�������� pour les d�etails des algorithmes e�ectivement utilis�es� pour di��erentes valeurs de �x

h



La m�ethode renormalis�ee est e�ectivement insensible �a la valeur du ratio �x
h

 utilis�e alors

que la m�ethode usuelle ne donne les bonnes valeurs des niveaux dans la solution du probl�eme
de Riemann que pour des valeurs de �x

h
proches de �
��

L�interpr�etation du r�esultat est la suivante � un calcul tr�es simple montre que pour la
valeur �x

h
� �
� et sur un maillage uniforme l�approximationr�h�x� de � est exacte� le bon

comportement de la m�ethode standart �o�u modi
�ee en h variable� en r�esulte pour les valeurs
du ratio proche de cette valeur optimale� Il est �a noter que cette valeur optimale depend bien
entendu du choix du noyau r�egularisant ainsi que de la dimension de l�espace�
Outre sa robustesse et son insensibilit�e �a la variation locale de h� la m�ethode renormalis�ee

permet de diminuer le nombre de voisins e�ectifs d�une particule donn�ee� Les test e�ectu�es
en dimension deux d�espace montrent que � voisins sont su"sants� ce qui diminue de plus de
moiti�e le co�ut de la m�ethode�

��� Sch�emas Hybrides Volumes Finis � Particulaires

Je reviens en
n �a un cadre plus classique� en montrant comment on peut inclure des
sch�emas type Godunov issus de la m�ethodologie Volumes 
nis dans le cadre des m�ethodes
pr�esent�ees ici� On se place dans le cas d�un noyau W �a sym�etrie sph�erique �

rxW �xi � xj� � �D�ijnij nij �
xj � xi
kxj � xik

�

D�ij � D��kxi � xjk� � �
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Fig� � � Comparaison SPH�Renormalis�e �x

h
� �����
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Prenant pour simpli
er S � �� on obtient le sch�ema suivant

d

dt
�wi!i�� wi

X
j�P

wj �Fi � Fj� 
nijD�ij � �

qui fait apparra�itre une loi de conservation selon la direction nij �





t
�!� �





x
�F �xij� t�!�
nij� � �����

Il est alors tout a fait naturel d�introduire en lieu et place de �F �!i��F �!j��
nij� le �ux
d�un sch�ema Volumes Finis �g�nij�!i�!j� satisfaisant �a

�i� g�n� u� u� � F �u�
n
�ii� g�n� u� v� � �g��n� v� u�

et donc associ�e �a la loi de conservation ����� La viscosit�e num�erique du sch�ema est clas	
siquement d�e
nie par

Q�n� u� v� �
F �u�
n� �g�n� u� v� � F �v�
n

v � u

Le nouveau syst�eme s��ecrit donc

d

dt
�wi!i� �wi

X
j�P

wl�g�nij �!i�!j�D�ij � �

!i��� � !	��i�

ou encore

d

dt
�wi!i�� wi

X
j�P

wj�F �xij� t�!i� � F �xij� t�!j��
nij

�Q�nij �!i�!j��!i � !j�D�ij � �
!i��� � !	��i�

expression qui est tout a fait analogue �a l�expression ��� classique en SPH� Q�nij�!i�!j�
�!i�!j� rempla
cant ici �ij � On peut attendre de cette approche plus de robustesse comme
c�est le cas en Volumes Finis� L�analyse math�ematique de la convergence est possible dans le
cas scalaire non lin�eaire �a l�aide des techniques maintenant classiques utilisant les solutions
mesures des lois de conservation �cf ��� ��
Ce type d�approche permet �egalement un couplage e"cace entre m�ethodes VF et par	

ticulaires� il permet �egalement en disposant du champ de transport v	�x� t� de construire
des m�ethodes particulaires de type ALE �Arbitrary Lagrange Euler�� On renvoit �a ������
����� pour une description plus d�etaill�ee dans le cadre des �equations d�Euler et des exemples
d�applications�

� Conclusion

J�ai essay�e dans cet article de poser quelques principes relatifs au d�eveloppement de
m�ethodes particulaires r�egularis�ees et plus particuli�erement de type SPH� Ce sont des m�e	
thodes num�eriques peu connues dans la communaut�e des Math�ematiques Appliqu�ees et dans
la communaut�e habituelle de la M�ecanique des Fluides� Les applications qu�elles permettent
de traiter� leur souplesse� les rendent tr�es attractives� C �est �egalement un champ de recherche
int�eressant pour le math�ematicien applliqu�e� bon nombre de probl�emes th�eoriques et pra	
tiques sont encore �a d�ebroussailler et peuvent faire l�objet de collaborations fructueuses avec
des partenaires physiciens ou industriels�
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