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La Mod�elisation et le Calcul de la combustion

turbulente �
Probl�emes g�en�eraux et solutions partielles

Roland BORGHI

R�esum�e� Les chambres de combustion et les br�uleurs industriels sont de plus en

plus con�cus en faisant appel �a des calculs pr�evisionnels des champs de vitesse� de

temp�erature� et de toutes les caract�eristiques int�eressantes� Ce type de calcul pose

des probl�emes de mod�elisation tr�es di�ciles mais tr�es int�eressants� d�autant plus que

dans la tr�es grande majorit�e des cas l��ecoulement y est turbulent� Nous d�ecrivons ici

d�abord les probl�emes pos�es par la mod�elisation de la 	combustion turbulente
� en la

pr�esentant commeune g�en�eralisation de la mod�elisation de la turbulence classique� Les

mod�eles les plus simples� reli�es au cas o�u on peut supposer que les r�eactions chimiques

sont tr�es rapides devant la dynamique des gaz� sont d�ecrits ensuite� et l�on remarque

que les taux de r�eaction moyens ne sont plus alors contr�ol�es par la chimie� mais par

le m�elange turbulent des gaz�

En�n on d�ecrit les grandes lignes d�une m�ethode r�ecente de mod�elisation statistique

Lagrangienne�Eulerienne qui permet de consid�erer les cas ou les r�eactions chimiques

ne sont pas forc�ement tr�es rapides� et on donne des exemples d�application�

Mots cl�es� Mod�elisation� combustion� 
amme� turbulence�

AMS Subject Classi�cation� �� A ��� �� C��

� la combustion et les �ammes�

La combustion est un ensemble de r�eactions chimiques qui se produisent en pr�esence d�un
�ecoulement� ou m�eme tr�es souvent au sein d�un �ecoulement gazeux� Ce qu�on appelle une
�amme est la r�egion de l�espace o�u se produisent les ph�enom�enes chimiques et physiques
associ�es�

La mod�elisation math�ematique de tous ces ph�enom�enes se fait �a l��echelle macro�
scopique� Pour un milieu qui n�est pas turbulent et qui ne contient que des gaz� cela donne
lieu �a la consid�eration des �equations de la m�ecanique des �uides� de la 	chaleur
� c�est��a�
dire le bilan d��energie appel�e quelquefois le 	premier principe de la thermodynamique
� et
des �equations de bilan des esp�eces chimiques en pr�esence� Le bilan de l��energie rayonn�ee
doit �etre en principe associ�e �a celui d��energie interne� mais il peut �etre n�eglig�e pour toute
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une gamme de conditions� � � On sch�ematise ces �equations par un syst�eme d��equations aux
d�eriv�ees partielles de bilan suivant un point de vue eul�erien �

E��� �u� �et� �Yi
 � S���
�

avec un 	op�erateur di��erentiel �a plusieurs composantes
 E� et un vecteur de fonctions
	source
 S dont les composantes sont � � �pour �
� les forces �a distance �pour le vecteur
vitesse u� la puissance des forces �a distance �pour l��energie totale
� et les taux volumiques
des r�eactions chimiques �pour �Yi
� Le tableau I montre ces �equations�

Pour repr�esenter les ph�enom�enes de di�usion de chaleur� de quantit�e de mouvement
et de masse� et les taux des r�eactions chimiques� la mod�elisation n�ecessite des consid�
�erations de physique statistique ou des lois empiriques� Ces consid�erations sont connues
depuis au moins cent ans� apr�es Fick� Fourier� Newton� Arrhenius� � � Les �equations math�
�ematiques obtenues doivent encore �etre r�esolues� et cela pose des probl�emes de math�e�
matique et d�analyse num�erique� Ils sont dus au fait que les �equations sont fortement
coupl�ees entre elles� qu�elles sont non lin�eaires� et aussi que les di��erents temps carac�
t�eristiques qui interviennent ont des ordres de grandeur tr�es dispers�es� ce qui donne un
probl�eme 	raide
� En particulier� les temps caract�eristiques associ�es aux r�eactions chim�
iques sont multiples� tr�es d�ependants des conditions� et peuvent �etre di��erents de plus de
dix ordres de grandeurs � Beaucoup de ces probl�emes ont fait l�objet d��etudes pouss�ees
ces temps derniers� et sont �presque
 r�esolus� tant pour les 	�ammes de pr�em�elange
 �o�u
les combustible et comburant sont m�elang�es intimement avant d�entrer dans la �amme
�
que pour les 	�ammes de di�usion
 �o�u combustible et comburant entrent dans la �amme
s�epar�ement
 � on se reportera� pour des exemples� �a la r�ef�erence ����

Mais la majorit�e des �ammes pratiques font appel �a des ph�enom�enes turbulents�

Ceux�ci impliquent que des solutions stationnaires n�existent pas au sens strict� et
que les situations exp�erimentales ne sont pas reproductibles� encore au sens strict � La con�
s�equence en est que les �equations pr�ec�edentes� quoique encore valables� ne sont pas utiles
en pratique� Il faut insister sur ce point � les calculs tr�es longs et co�uteux qu�on appelle
	simulations num�eriques directes
 sont des exp�eriences num�eriques qui ne peuvent pas
correspondre �a une exp�erience r�eelle donn�ee� et ne constituent que de rares 	�echantillons

de l�in�nit�e des situations possibles pour les m�emes �au sens macroscopique
 conditions
aux limites� Il faut donc trouver une nouvelle approche d��etude et de mod�elisation�

L�approche initi�ee par O� Reynolds �a la �n du si�ecle dernier est bas�ee sur la con�
statation exp�erimentale qu�il existe des solutions stationnaires en moyenne� et que les
�ecoulements� en moyenne� sont reproductibles� Il faut donc trouver des �equations nou�
velles pour ces 	moyennes
� qui constitueront des mod�eles nouveaux pour ces nouveaux
cas� Cette approche a �et�e utilis�ee pour tout �ecoulement turbulent non r�eactif� elle peut
l��etre aussi pour des �ammes turbulentes� avec les di�cult�es suppl�ementaires qu�apportent
les tr�es fortes non�lin�earit�es des taux des r�eactions chimiques�

Une premi�ere di�cult�e pour cette approche est la d�e�nition claire et rigoureuse des
	moyennes
 � statistiques pour un ensemble d��ev�enements � statistiques avec certaines
conditions � pond�er�ees par certaines quantit�es � Il y a plusieurs fa�con de voir les choses�
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La seconde di�cult�e est ensuite l�obtention des �equations pour ces moyennes� en mod�
�elisant la r�ealit�e trop complexe� La mod�elisation �a ce niveau est uniquement a�aire de
physique� et pas de math�ematique �quoiqu�il faille qu�elle v�eri�e les principes habituels des
math�ematiques� et m�eme de la logique � � �
� En�n pour r�esoudre de nouveau ces nouvelles
�equations� les math�ematiques et l�analyse num�erique ont leur r�ole �a jouer�

� Les probl�emes de la mod�elisation de la combustion tur�

bulente�

���

Pour le moment� nous ne consid�ererons que des moyennes d�ensembles de 	r�ealisations

macroscopiquement identiques� avec une pond�eration par la masse volumique pour toutes
les variables extensives �c�est��a�dire sauf � et p
� dont le promoteur principal a �et�e A�
Favre� voir par exemple r�ef� �� Les �equations nouvelles� o�u les moyennes pond�er�ees par
� sont surmont�ees d�un tilda et celles qui ne le sont pas d�une barre� peuvent �etre �ecrites
formellement comme �

E ��� �eu� � eet� � eYi
 � S�� � �


avec un nouvel op�erateur et un nouveau vecteur de sources �moyennes cette fois
� qui sont
clairement tous deux di��erents des E et S pr�ec�edents� �a cause de la non�lin�earit�e de ces
derniers�

On connait plusieurs fa�cons d��ecrire ce syst�eme pour le cas d��ecoulements non r�eac�
tifs� suivant le mod�ele utilis�e � EPr ��� �eu� � eet� � eYi
 � SPr�� � �
 pour le mod�ele de
Prandtl� ou pour le mod�ele k � �� Ek� ��� �eu� � eet� � eYi� �ek� ��
 � Sk��� � �
� Dans ce
second cas� on voit appara��tre les nouvelles inconnues k et �� ce qui complique les r�esolu�
tions num�eriques et les propri�et�es math�ematiques� � � Le tableau II donne par exemple le
syst�eme associ�e au mod�ele k� � dans le cas o�u on suppose que le nombre de Reynolds de
la turbulence est tr�es �elev�e� et ne doit donc plus jouer� La structure du nouvel op�erateur
est classique� et la physique de la turbulence est essentiellement repr�esent�ee dans le terme
source S� Une importante caract�eristique des mod�eles de turbulence� et en particulier
du mod�ele k � �� est qu�ils sont 	 empirico�th�eoriques 
� et font intervenir des constantes
num�eriques dont la valeur doit �etre �x�ee par l�exp�erience� Ces mod�eles ne sont valables que
dans un certain domaine de situations� qui n�est pas toujours connu tr�es pr�ecis�ement� Des
explications plus d�etaill�ees sur les fondements physiques de ces mod�eles peuvent se trouver
en r�ef� ��� ou ���� On verra aussi en r�ef� ��� que des recherches continuent pour �elargir
toujours le domaine de validit�e d�un mod�ele� En particuliers� les derniers d�eveloppement
utilisent des moyennes d�e�nies de fa�con di��erentes �et pas toujours assez claire
� en per�
mettant une repr�esentation instationnaire des grosses structures ��a faible fr�equence
 de la
turbulence� mais en moyennant les trop petites structures� trop rapidement variables�

Dans le cas de la combustion turbulente� il est clair que l��etablissement d�un nouveau
syst�eme E � S se heurtera au probl�eme pos�e par la non lin�earit�e des termes sources
chimiques dans les �equations pour les eYi� Pourra�t�on trouver des mod�eles de S en fonction
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seulement des arguments qui apparaissent dans EPr ou Ek� � Nous allons voir que� sauf
un cas simple� la r�eponse �a cette question non�

���

Consid�erons d�abord un cas limite o�u toutes les r�eactions chimiques sont in�niment rapides
par rapport �a tous les autres processus �turbulents en particulier
� Pour pr�esenter quelques
mod�eles �etablis dans ces conditions� il faut s�eparer les cas des �ammes de pr�em�elange et
des �ammes de di�usion �non�pr�em�elang�ees
�

En milieu pr�em�elang�e� le mod�ele le plus simple est celui appel�e 	Eddy Break�Up

�EBU
� qui utilise soit EPr� soit Ek�� avec simplement une expression particuli�ere de la
source moyenne� Cette expression d�epend des fonctions arguments des op�erateurs respec�
tifs� et a une interpr�etation physique �bas�ee sur certaines hypoth�eses
� mais laisse libre une
constante de proportionalit�e� qui doit donc �etre ajust�ee gr�ace �a une �seule
 exp�erience�

Le mod�ele 	Eddy�Break�Up
 est d�u aux travaux de D�B� Spalding� F� C� Lockwood�
K�N�C� Bray et B� Moss �voir par exemple la r�ef� ���
� Il suppose que les r�eactions
chimiques sont in�niment rapides d�es que tr�es peu de gaz br�ul�es viennent au contact des
gaz frais� et que le milieu est adiabatique� Dans ces conditions� on peut d�e�nir un 	degr�e
d�avancement de la combustion
� c� qui ne peut prendre que les valeurs z�ero �dans les
gaz frais
 et un �dans les gaz parfaitement br�ul�es� donc �a l��equilibre chimique
� et on
relie lin�eairement tous les eYi �a la valeur moyenne ec� On montre alors� avec une nouvelle
hypoth�ese� que le taux de production de ec peut s��ecrire �

fWc �
CEBU

�t
ec��� ec


Tous les taux de r�eaction moyens pour les eYi sont proportionnels �a celui de ec� CEBU

est la constante qui doit �etre obtenue par l�exp�erience� et �t est un temps caract�eristique
int�egral de la turbulence� Dans le cadre du mod�ele k � �� il n�est autre que k��� et dans

celui du mod�ele de Prandtl� c�est �

�����u�y
�������

On peut avoir une justi�cation physique simple de cette formule� mais seulement
approximative car ce n�est pas celle qui a conduit initialement au mod�ele EBU� En e�et� si
les r�eactions chimiques sont tr�es rapides une fois que les gaz frais sont mis en contact avec
les gaz brul�es� le taux moyen de combustion sera seulement proportionnel au taux de mise
en contact des gaz frais et des gaz br�ul�es� sans liaison aucune avec la chimie� Il sera donc
proportionnel �a la probabilit�e de trouver au m�eme endroit �presque
 des gaz frais et des
gaz br�ul�es� donc au produit de la probabilit�e de trouver des gaz frais et de celle de trouver
des gaz br�ul�es� donc �a c��� c
� ou� approximativement� �a ec��� ec
� De plus� ce taux sera
proportionnel �a la fr�equence moyenne des rencontres entre gaz frais et gaz br�ul�es� donc �a
���t� On retrouve alors la formule donn�ee plus haut� � �

D�autres mod�eles existent� justi��es par le fait que la constante en question a un
domaine de validit�e assez �etroit� Ils doivent �etre repr�esent�e par des op�erateurs di��erents
en plus de sources di��erentes� car ils font intervenir de nouvelles fonctions arguments� Par
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exemple ces nouveaux arguments sont le 	taux de dissipation scalaire
 ou la 	densit�e de
surface de �amme
� voir par exemple les r�ef� ��� et ����

Un probl�eme simple et classique reli�e aux �ammes turbulentes de pr�em�elange est
celui de l�existence ou non d�une �amme plane �en moyenne
 se propageant �a vitesse con�
stante dans un milieu �a turbulence donn�ee et constante avant le passage de la �amme� Ce
probl�eme se ram�ene �a une situation d�ej�a trait�ee par Kolmogorov� Pistunov et Petrovski
�r�ef� � �
 si l�on utilise le mod�ele EBU et que l�on suppose de plus le d�egagement de chaleur
su�samment faible pour que la turbulence ne soit pas modi��ee par la �amme� ni le champ
de vitesse moyenne� Mais il reste ouvert pour d�autres mod�eles et si l�on s�int�eresse �a l�e�et
de la combustion sur la turbulence�

En milieu non�pr�em�elang�e� l��etablissement d�un mod�ele physiquement justi��e est
plus d�elicat encore� Une fa�con de faire consiste �a modi�er l�op�erateur pour prendre en
compte comme fonction argument la densit�e de probabilit�e P des �uctuations d�une esp�ece
chimique �ctive inerte �on appelle cette derni�ere la 	fraction de m�elange
� f
� On peut
alors �ecrire �

EPDF ��� � eu� � eet� � eP � � k� � �
 � S�� � �
� avec la caract�eristique int�eressante que la
source a une composante correspondant �a P qui est nulle� Ce nouvel op�erateur est nette�
ment plus compliqu�e que les pr�ec�edents � l��equation aux d�eriv�ees partielles correspondant
�a P a une dimension de plus que les autres� f � De plus� P n�est pas une fonction mais
une distribution� c�est��a�dire qu�elle peut pr�esenter des pics de Dirac� Voici de nouvelles
di�cult�es en perspective pour le calcul num�erique� � �

Le syst�eme EPDF � S n�est rien d�autre que le syst�eme Ek� � Sk� du tableau II o�u
l�on remplace les �equations pour les eYi par une �equation pour P �f � x� t
� Cette �equation
est issue des travaux de Hopf� Lundgren� O�Brien et Dopazo� Pope �voir par exemple la
r�ef� � pour une introduction� � �
� Elle n�est pas exacte� et comporte une mod�elisation� dont
il existe plusieurs versions et qui est en continuelle am�elioration� Dans une des premi�eres
et plus simple version� cette �equation s��ecrit �

�

�t
��P 
 !

�

�x�
��eu�P 
� �

�x�

�
�t
Sct

�P

�x�

�
!

�

�f

�
CD�

k
�f � ef
P� � �

o�u ef �

Z �

	

fP �f
df � CD est encore une constante �a ajuster par l�exp�erience� Apr�es le

calcul de P �f
� on peut directement en d�eduire les eYi par � eYi � Z �

	

Y eq
i �f
P �f
df � o�u les

Y eq
i �f
 sont des relations impos�ees par l��equilibre chimique adiabatique� Une justi�cation

plus pr�ecise de l�utilisation de ces relations peut se trouver encore en r�ef� ��

���

L�hypoth�ese de chimie tr�es rapide n�est pas concevable dans beaucoup de cas� pour des
�ammes turbulentes comme pour des �ammes laminaires� On peut alors g�en�eraliser
l�approche des densit�es de probabilit�e� mais ces derni�eres deviennent multidimensionnelles�
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avec d�autant plus de dimensions qu�il y a d�esp�eces chimiques impliqu�ees� D�abord� le
calcul des termes chimiques doit �etre simpli��e pour essayer de limiter le nombre de di�
mensions n�ecessaires� et c�est par l�utilisation de 	tables chimiques
� le moins possible
multidimensionnelles� que cela est actuellement fait� La m�ethode la plus r�ecente� et la
plus prometteuse� est celle dite ILDM �Intrinsic Low Dimensional Manifold
 bas�ee sur les
travaux de Lam et Goussis� et surtout de Maas et Pope �r�ef� �"�
� De plus� des m�eth�
odes num�eriques particuli�eres� du type de simulations statistiques de Monte�Carlo� sont
habituellement utilis�ees�

� Les solutions apport�ees par les simulations 	Monte�Carlo


des densit�es de probabilit�e�

���

Le principe de la simulation par m�ethode de Monte�Carlo des densit�es de probabilit�e �PDF

multidimensionnelles consiste �a calculer le d�eplacement dans l�espace probabiliste ainsi que
dans l�espace physique d�un certain nombre �grand mais pas trop
 de 	particules proba�
bilistes
� en simulant les di��erents termes de l��equation de la PDF par des interactions de
ces particules� apr�es tirage au hasard� La simulation peut se baser sur les �equations de
bilan Euleriennes� mais aussi sur les �equations Lagrangiennes� et dans ce dernier cas les
particules probabilistes sont des mod�eles des 	particules �uides
 elles�m�emes� Les deux
types de simulation ont �et�e essay�ees� Dans le second cas� il a �et�e choisi �pour assez de
pr�ecision et assez peu de co�ut
 de consid�erer les �equations Lagrangiennes de seulement
une partie des fonctions int�eressantes � seules les fractions massiques et la temp�erature
sont suivies de fa�con Lagrangienne� mais les �� �eu� � eet� � eYi� �k� �� restent calcul�ees par
des �equations de bilan Eul�eriennes� et un couplage avec les premi�eres est organis�e dans le
processus de calcul� bien s�ur�

Dans ces conditions� la mod�elisation des �equations qui vont r�egir les �evolutions des
	particules �uides mod�eles
 peut se faire directement sous forme Lagrangienne� avec des
hypoth�eses beaucoup plus physiques� Divers mod�eles existent d�ej�a� et on peut montrer
qu�ils sont compatibles avec des mod�eles Euleriens existants� et les g�en�eralisent en quelque
sorte�

Par exemple� la di�usion et la dissipation turbulentes peuvent se mod�eliser en suivant
des particules �uides �ctives� de position x et de �uctuation de vitesse u �par rapport �a
la vitesse moyenne
� par la m�ethode de Durbin �

ui�t! 	t
� ui�t
 � �
	t

�t
ui�t
 ! 


p
�� ��� 	t��t
��i� et

xi�t ! 	t
� xi�t
 � �eui ! ui�t

	t

les �i sont des nombres al�eatoires gaussiens de moyenne nulle et de variance unit�e� 
 �etant
proportionnelle �a la racine carr�ee de k�
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Le m�elange �a petite �echelle� dans le cadre du mod�ele de Dopazo et O� Brien donn�e
plus haut� se repr�esente simplement par l��evolution de la fraction massique Yi de chaque
particule consid�er�ee suivant �

f�t ! 	t
� f�t
 �
CD�

k
� ef � f
	t

et pour simuler le m�elange et les r�eactions chimiques en m�eme temps il su�t d��ecrire �

Yi�t! 	t
� Yi�t
 �
CD�

k
�eYi � Yi
	t! wi	t

Des d�etails et des r�ef�erences �a ce sujet pourront �etre trouv�es en r�ef� �#� et �����

���

Avec des mod�eles de ce type� on peut montrer des r�esultats correspondant �a un certain
nombre d�applications �a des cas de calcul de �ammes� soit simplement �a l�air libre ou
dans des chambres de combustion pratiques plut�ot complexes� Tr�es peu de r�esultats de
nature math�ematique ou du domaine de l�analyse num�erique existent sur ces m�ethodes
coupl�ee� � � On peut voir par exemple Fig� � le calcul du champ de temp�erature moyenne
dans une �amme�jet non pr�em�elang�ee� o�u un jet de m�ethane sort �a forte vitesse dans un
�ecoulement parall�ele d�air � on est proche de l�extinction de la �amme� et cela correspond
�a l�exp�erience� Les Fig� � montrent une application au calcul de la propagation de la
�amme dans un cylindre de moteur �a piston �a allumage par bougie� donc dans un milieu
turbulent pr�em�elang�e� Ces r�esultats sont tir�es des travaux pr�esent�es en r�ef� �����

� En guise de conclusion �

L��etat des connaissances en combustion turbulente a beaucoup progress�e depuis les quinze
derni�eres ann�ees� Ces progr�es sont la cons�equence de l�association de la mod�elisation
physique avec des m�ethodes et des codes de calcul num�erique� Cela a permis �a la fois
des avanc�ees de nature th�eorique et des avanc�ees de nature pratique� Mais le nombre
des probl�emes et l�int�er�et du secteur industriel ont �et�e si grands que la connaissance ac�
quise montre encore beaucoup de lacunes� �c�a et l�a� qui restent �a combler� tant sur le plan
math�ematique et num�erique que sur le plan physique� Du c�ot�e num�erique� les �ammes
turbulentes proposent des probl�emes nouveaux plut�ot en ce qui concerne les m�ethodes
Lagrangiennes statistiques que dans les m�ethodes Euleriennes classiques� Des probl�emes
math�ematiques de base� d�existence et d�unicit�e� restent aussi ouverts� � �Du c�ot�e physique�
la mod�elisation des �echanges turbulents rec�ele encore des myst�eres� et il reste �a se pencher
sur le cas des �ecoulements turbulents r�eactifs �a plusieurs phases� � �
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Figure �� Pro�ls transversaux de temp�erature moyenne dans la �amme� Le jet de m�ethane
est dans la direction x� avec un diam�etre D � �R� et l�air est autour� dans la m�eme
direction
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Figure �� Champ moyen de fraction massique adimensionn�ee� de vitesse et de temp�erature
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