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Une approche variationnelle
de la m�ecanique du d�efaut

G�A� FRANCFORT � J�J� MARIGO

R�esum�e� De nombreux microm�ecanismes font obstacle au comportement monocon�
stitutif de la plupart des mat�eriaux �elastiques� Leur prise en compte macroscopique
est l�objet de la m�ecanique des d�efauts qui vient compl�eter la description constitutive
du comportement par l�ajout de variables suppl�ementaires� Ainsi en est�il tradition�
nellement de la m�ecanique de l�endommagement et de celle de la rupture� ce dans le
cadre fragile�

Dans les deux situations les m�ethodes classiques utilis�ees par les m�ecaniciens se r�ev�e�
lent� malgr�e leurs succ�es� d�e�cientes sur plusieurs points� Nous proposons une attitude
quelque peu di��erente qui consiste �a adopter un principe de minimisation globale de
la somme des �energies potentielles et des �energies dissip�ees par la cr�eation du d�efaut�
analysons les aspects math�ematiques de ce mod�ele ainsi que la facilit�e d�impl�ementa�
tion num�erique et montrons en quoi il permet de rem�edier �a certaines des pathologies
associ�ees aux m�ethodes classiques�

Mots cl�es� calcul des variations� �elasticit�e� endommagement� espaces BV � ho�
mog�en�eisation� rupture fragile

Abstract� The presence of a variety of micromechanisms complexi�es the constitu�

tive behaviour of many elastic materials� Macroscopically� those materialize as defects�

the description of which necessitates the introduction of additional internal variables�

Such is the case of brittle damage and brittle fracture�

In both settings� the classical methods used by mechanicians exhibit� in spite of their

achievements� quite a few shortcomings� Our standpoint is a bit at odds with the

classical one� We propose a global minimization principle for the sum of the poten�

tial energy and of that dissipated by the growth of the defect� We then analyze its

mathematical features� as well as its numerical feasibility and show how it allows for

a partial removal of the usual pathologies of the classical methods�
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�� Une approche variationnellede la m�ecanique du d�efaut

� Introduction

Le comportement des mat�eriaux �elastiques est s�erieusement a�ect�e par la croissance ou�et
la propagation de d�efauts qui peuvent entra��ner leur a�aiblissement et aboutir �a leur
destruction� Une analyse coh�erente de ces ph�enom�enes implique sans doute une descente
�a l��echelle interatomique 	 ainsi dans un cadre de m�ecanique classique pourrait
on songer
�a introduire des potentiels d�interaction entre atomes qui exhiberaient et des interactions
entre non
voisins et des supports �nis� il conviendrait alors de passer d�un tel mod�ele discret
�a son analogue continu
 ce par un processus de moyennisation dont les modalit�es ne sont
pas encore bien comprises� C�est l�a le chemin qui est sugg�er�e par les travaux de e�g� �����
un processus de �moyennisation� monodimensionnel est d�emontr�e dans ����� Il semble
cependant que ces exemples soient pour l�instant isol�es et une d�emarche plus g�en�erale
reste hors du champ actuel de connaissances
 sauf peut
�etre en recourant massivement
�a la simulation num�erique
 si l�on croit que ��� particules simulent raisonnablement le
comportement macroscopique d�un solide�

Le palliatif du m�ecanicien est alors de postuler une ph�enom�enologie qui va
 si elle est
adapt�ee
 reproduire plus ou moins bien celle observ�ee� En mati�ere de rupture
 le paradigme
du d�efaut
 le mod�elisateur
 A� Griffith
 se r�ev�ela brillant et son approche reste
 soixante
ans plus tard
 la plus utilis�ee par les m�ecaniciens� Il n�en est pas de m�eme d�autres
ph�enom�enes de d�efaut 	 preuve en est le d�esordre conceptuel qui r�egne en m�ecanique de
l�endommagement �voir �a ce sujet notre introduction dans ������

Dans cet article
 nous nous limitons aux deux types de d�efauts pr�ec�edemment �evo

qu�es
 rupture et endommagement� Une approche plus ambitieuse devrait sans doute
englober bien d�autres types de d�efauts
 cavitation
 d�ecoh�esion dans les composites
 et
pourquoi pas plasticit�e qui du point de vue interatomique mentionn�e plus haut ne devrait
pas se distinguer conceptuellement de la rupture
 le mat�eriau devant choisir
 �a l�aide du
potentiel d�interaction s�il pr�ef�ere rompre une liaison ou �echanger une liaison par glisse

ment sur un �plan cristallin�� Nous adoptons une attitude ph�enom�enologique
 faute de
mieux
 mais nous la voulons minimaliste� Il s�agit d�introduire aussi peu de postulats
ou param�etres que possible tout en s�e�or�cant de d�ecrire et de pr�edire l�apparition et la
progression des d�efauts �etudi�es de mani�ere r�ealiste�

Les r�esultats pr�esent�es ici sont le fruit d�un e�ort collectif dans plusieurs domaines
et avec plusieurs collaborateurs 	 nous citerons ici tout particuli�erement B� Bourdin qui
a d�evelopp�e toute l�impl�ementation num�erique du mod�ele de rupture et I� Fonseca qui
a grandement collabor�e aux aspects math�ematiques de la mod�elisation propos�ee�

Dans une premi�ere section �Section ��
 nous pr�esenterons les th�eories classiques de
la rupture et de l�endommagement
 en �evoquant bri�evement leurs forces et faiblesses� En
Section �
 nous pr�esenterons rapidement notre approche qui se veut r�esolument variation

nelle� La Section � sera consacr�ee au cas de l�endommagement et la Section � au cas de
la rupture� Nous tenterons de convaincre que
 au prix d�un postulat� certes arbitraire

mais non en d�esaccord avec les canons de la thermodynamique rationnelle � de minimi

sation �a chaque instant de l��energie totale
 soit de la somme de l��energie potentielle et de
l��energie associ�ee au d�efaut ��energie de surface en rupture
 et de volume en endommage
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ment�
 nous sommes �a m�eme de fournir des pr�edictions quantitatives de l�apparition et de
la propagation du d�efaut
 ce m�eme dans des contextes o�u les th�eories classiques avouent
leur impuissance� En�n la Section � sera consacr�ee �a une br�eve description des d�efauts et
insu�sances de la m�ethode propos�ee�

Cette analyse
 qui est restreinte aux �evolutions quasistatiques ne nous satisfait cepen

dant pas 	 d�une part la mod�elisation propos�ee est
 elle aussi
 confront�ee �a des obstacles
non r�esolus �a ce jour �voir par exemple le probl�eme des forces en rupture dans la Section ���
d�autre part
 une bonne mod�elisation � et c�est l�a une �evidence qu�on tait trop souvent �
se doit de consid�erer la dynamique� L��evolution quasistatique
 si elle l�est vraiment
 se lira
sur les solutions du probl�eme dynamique� On entre de ce fait dans le domaine des syst�emes
hyperboliques ��� Un compromis serait de renoncer �a un principe de minimisation globale
et d�essayer d�analyser les minima locaux
 voire les points stationnaires de l��energie totale�

� Th�eories classiques du d�efaut

Dans cette section nous examinons rapidement les mod�elisations classiques de l�endom

magement et de la rupture dans un cadre quasistatique
 sans pr�etention exhaustive� Dans
ces deux contextes
 on supposera que le mat�eriau se comporte �elastiquement et que les
d�eformations restent petites
 i�e�
 que le tenseur de Green�Lagrange e�u� se r�eduit �a

e�u� � ����ru rut��

o�u u d�enote le champ de d�eplacement�

Sch�ematiquement
 l�esprit de la mod�elisation classique d�un m�ecanisme de d�efaut
est toujours le m�eme� On introduit un param�etre � qui est cens�e caract�eriser le d�efaut�
Il peut �etre �a valeur scalaire ou tensorielle
 m�eme �etre une fonction� On calcule l��energie
potentielle comme fonction du temps t
 du champ de d�eplacement u et de �
 soit P �u� �� t��
On la minimise tout d�abord �a t �xe �hypoth�ese de quasistaticit�e�
 mais aussi �a � �xe

a�n d�obtenir le champ de d�eplacement u��� t� �a l��equilibre
 �a cet instant
 pour cet �etat de
d�efaut� En�n on d�etermine la valeur ��t� que prendra le param�etre de d�efaut �a l�instant
t �a l�aide soit d�un crit�ere f�t� e�u���t�� t��� ��t�� � � soit d�une loi d��evolution d�

dt
�t� �

g�t� e�u���t�� t��� ��t��� Examinons cette d�emarche plus en d�etail pour l�endommagement
et la rupture�

��� Endommagement

L�endommagement d�ecrit l�apparition et l��evolution de zones �a rigidit�e a�aiblie
 celles
ci
pouvant r�esulter d�une vari�et�e de �microph�enom�enes� dont l��etude pr�ecise est consid�er�ee
a priori comme hors de port�ee du fait de leur complexit�e apparente et dont en revanche
on prend le parti d�en rendre compte de fa�con �e�ective�� Les mod�eles d�endommagement
suivent g�en�eralement la d�emarche d�ecrite ci
dessous ����� Le param�etre � est jou�e par
un param�etre d�endommagement scalaire � caract�erisant le degr�e d�a�aiblissement du
mat�eriau� Ce param�etre sera soit bivalu�e ��� ��
 c�est l�endommagement brutal
 soit continu
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�� ��� ���
 auquel cas on parle d�endommagement progressif� Dans les deux cas
 il faut se
donner a priori la valeur de la rigidit�e � du tenseur d��elasticit�e d�enot�e par A� en fonction
de �� Dans le cadre brutal on associe �a chacune des valeurs de � une valeur de A
 soit As

�s pour sain� et Ae �e pour endommag�e�
 avec Ae � As
 donc
 au point x et �a l�instant
t
 A�x� t� � ��x� t�Ae  ��� ��x� t��As� Dans le cadre progressif A�x� t� est une fonction

d�ecroissante au sens des formes quadratiques
 de ��x� t�
 soit A�x� t� � A���x� t���

De plus
 on a besoin d�un crit�ere pour d�eterminer la valeur de � au point et �a l�instant
consid�er�e� Ce crit�ere conditionne l��etat d�endommagement �a l��etat de d�eformation consid

�er�e� Il est sous la forme d�une in�egalit�e f�t� e�u��x� t��� � r�egissant le passage de l��etat sain
�a l��etat endommag�e dans le cas brutal
 alors que
 dans le cadre progressif
 il se pr�esente
g�en�eralement sous la forme d�une loi d��evolution
 d�

dt
�x� t� � g�t� e�u��x� t�� ��x� t���

On voit donc que pour esp�erer une th�eorie predictive dans ce contexte
 il faut deux
types d�ingr�edients 	 la d�ependance fonctionnelle de A par rapport �a �
 et le crit�ere� De
plus le caract�ere local de cette description conduit �a des lois d�endommagement ind�epen�
dantes de la taille de l��echantillon ou de la forme des sollicitations appliqu�ees
 ce qui est
en contradiction avec l�exp�erience qui constate
 elle
 un e�et dit d��echelle�

��� Rupture

La rupture d�ecrit l�apparition et l��evolution d�une ou de plusieurs �ssures
 i�e�
 de surfaces
libres de codimension � �a l�int�erieur du mat�eriau� Les mod�eles de rupture suivent g�en�erale

ment la d�emarche propos�ee par Griffith et d�ecrite ci
dessous dans le cas bidimensionnel
����
 ��!��

On suppose a priori connu le trajet de �ssuration
 soit "tot�
 une courbe dans le
domaine # occup�e par le mat�eriau � courbe qui
 si on ne se la donnait pas
 jouerait le
r�ole du param�etre � caract�erisant le d�efaut� Pour une �ssure " � "tot� de longueur l �
longueur que l�on va donc pouvoir prendre comme param�etre � �
 �a l�instantt
 on calcule
l��energie potentielle associ�ee
 pour le chargement appliqu�e �a cet instant
 qu�on supposera
�etre un d�eplacement impos�e U�x� t� sur �#
 i�e�


Ed�l� t� � min
u
U�t� sur �


Z

n�

���Ae�u� � e�u�dx�

Puis
 en supposant la r�egularit�e ad�equate de Ed par rapport �a l
 on calcule le taux de
restitution d��energie associ�e �a la �ssure e�ective
 soit "�t� de longueur l�t�


G�t� � �
�Ed

�l
�l�t�� t��

La loi d��evolution propos�ee par Griffith est alors la suivante 	

� dl
dt
�t� � � �la �ssure ne peut que grandir�


� G�t� � k �k est un taux critique de restitution d��energie�


� dl
dt
�t��G�t�� k� � � �la �ssure grandit quand le taux de restitution est critique�
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l�in�egalit�e G�t� � k constituant le crit�ere de Griffith proprement dit�

Ce crit�ere
 malgr�e son endurance
 sou�re de trois faiblesses principales illustr�ees
dans ����
 ��!�� D�abord
 le trajet de �ssuration ne peut pas �etre d�etermin�e si on ne se le
donne pas a priori
 car le crit�ere ne fournit qu�une �equation pour les deux inconnues que
sont alors les coordonn�ees de la pointe de �ssure� Ensuite
 l�initiation de la �ssuration est
impossible si l��� � �Ed

�l
��� �� � �� En�n
 une croissance r�eguli�ere de "�t� est impossible si

Ed�l�t�� temps d�initiation� est une fonction concave de t�

Pour pallier �a ces insu�sances
 certains ajouts ont �et�e propos�es� Dans le cas d�une
�ssure tournante
 des crit�eres suppl�ementaires sont introduits pour d�eterminer l�angle de
rotation �cf� ������ pour ce qui est de l�initiation
 on suppose g�en�eralement la pr�eexistence
d�une entaille �crack notch�� le d�efaut de r�egularit�e conduit quelquefois �a l�introduction
d�un crit�ere g�en�eralis�e ����
 alors que
 dans le cas de �gure �evoqu�e plus haut
 on juge de
la stabilit�e de la �ssuration par un crit�ere aux d�eriv�ees secondes ����� Bref
 c�est l�a du cas
par cas�

� Une approche variationnelle

L�approche que nous sugg�erons est a priori tr�es proche de l�approche classique� Si l�on
reprend le formalisme introduit au d�ebut de la Section �
 on se contente de substituer
au crit�ere
 ou �a la loi d��evolution
 une �energie dissip�ee K�u� �� par la croissance du d�e

faut et de postuler que le couple �u� �� solution de l��evolution devra minimiser l��energie
totale P  K parmi tous les u cin�ematiquement admissibles et � conformes aux �etats
de d�efaut ant�erieurs� Ce postulat de minimisation n�est pas �etranger �a la mod�elisation
de ph�enom�enes irr�eversibles en m�ecanique des milieux continus 	 citons par exemple le
principe de dissipation plastique maximale
 ou celui de dissipation visqueuse maximale
pour un m�elange de $uides immiscibles� il ne d�ecoule pourtant pas de principes thermo

dynamiques connus � mais n�en contredit aucun � et n�est sans doute qu�une pi�etre
approximation du comportement r�eel ainsi qu�on l�a remarqu�e plus haut�

Les atouts de cette approche sont plus subtils� Comme nous le d�emontrerons plus
loin
 un tel principe permet de s�a�ranchir d�une ph�enom�enologie redondante pour ce qui
est de l�endommagement et d�a�ner la description type Griffith pour ce qui est de la
rupture�

D�ecrivons maintenant plus pr�ecis�ement le mod�ele dans ces deux cadres� On sup

posera que le mat�eriau occupe un domaine # et qu�il est soumis �a un d�eplacement impos�e
U �fonction de �x� t�� sur une partie �#d de sa fronti�ere� De plus
 on suppose le mat�eriau
en �equilibre �a chaque instant t�

�� Endommagement 	 On va consid�erer un mod�ele de type brutal avec deux �etats
caract�eris�es par leur densit�es d��energie respectives
 W s�e� � W e�e�� On n�a pas
besoin ici de se sp�ecialiser au cas lin�eaire o�uW s�e� � ���Ase�e etW

e�e� � ���Aee�e�
On d�enote par � la fonction caract�eristique de la zone endommag�ee et donc l��energie
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potentielle associ�ee �a un champ cin�ematiquement admissible u �a l�instant t est

P �u� �� t� �

Z


���x�W e  ��� ��x��W s��e�u��x�� dx�

On introduit
 dans l�esprit de Griffith l��energie dissip�ee suivante 	

K��� �

Z


��x� dx�

�� Rupture 	 On va ici se permettre n�importe quel type de �ssure
 tant dans le domaine
que sur son bord� Le param�etre � est alors tr�es complexe puisqu�il s�agit de tous les
ferm�es " de #� Un champ cin�ematiquement admissible u �a l�instant t
 et pour un
" donn�e
 est un champ qui vaut U sur �#d n " � " peut �manger� une partie de
�#d � et l��energie potentielle associ�ee est

P �u�"� t� �

Z

n�

W �e�u��x�� dx�

o�u W d�enote la densit�e d��energie �elastique �une fois encore pas n�ecessairement
quadratique�� Conform�ement �a la th�eorie de Griffith
 l��energie dissip�ee est donn�ee
par

K�"� � kHN���" � �# 	 �#d���

o�u HN�� d�enote la mesure de Hausdoorf N � �
dimensionnelle� Remarquons que

comme on va minimiser la somme P  K
 on �eliminera automatiquement les " trop
gros
 i�e�
 tels que HN���"� �  
�

Remarque ��� Nous attirons l�attention du lecteur sur la forme pr�ecise de l��energie de
surface� l�ensemble " � �# 	 �#d� pour lequel on paie de l��energie de surface est� nous
semble�t�il� le bon� On doit en e	et compter l��energie de surface dissip�ee pour cr�eer une
�ssure� et �a l�int�erieur du domaine� et sur la partie de la fronti�ere o�u le d�eplacement est
impos�e� mais pas sur celle qui est libre�

Dans ces deux cadres
 on se propose de minimiser
 �a l�instant t
 P  K par rapport
�a ��� u�
 resp� �"� u�
 ce sous deux contraintes 	

�� Irr�eversibilit�e 	 Le d�efaut ne peut que cro��tre
 ce qui conduit �a n�envisager que des
d�efauts � ou " tels que��

�
� � sups�t ��s� �en tant que fonction de x��

" � 	s�t"�s��

��s� et "�s� d�esignant les valeurs que prendront e�ectivement les d�efauts �a l�instant
s�
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�� M�emoire 	 Cette deuxi�eme condition
 qui peut sembler surprenante
 est dict�ee par
un passage d�un temps discret �a un temps continu �cf� ������ Elle traduit une sorte
d�e�et de m�emoire des �etats de d�efaut pr�ec�edents
 soit

��
�
infu P �u� ��t�� t�  K���t�� � infs�tfinfu P �u� ��s�� t�  K���s��g

infu P �u�"�t�� t�  K�"�t�� � infs�tfinfu P �u�"�s�� t�  K�"�s��g
�

Remarque ��� Nous renvoyons le lecteur �a 
��
 pour une analyse plus d�etaill�ee de la
deuxi�eme condition ci�dessus� Notons que cette condition dispara��t lorsqu�on discr�etise le
temps�

Nous ne sommes pas
 �a ce jour en mesure d�analyser de mani�ere math�ematiquement
satisfaisante les deux probl�emes d��evolution ainsi formul�es� Cependant
 les remarques
suivantes montrent la richesse �et la complexit�e� potentielle de ces formulations�

Remarque ��� Dans le cadre de l�endommagement� on verra dans la Section � que� pour
un chargement ind�ependant de t� le probl�eme� qui devient ind�ependant de t� n�a pas de
solution et qu�on doit le relaxer� Cette t�ache� que l�on m�ene �a bien dans ce cas� reste �a
accomplir dans le cas d��evolution� pour lequel on se contente de postuler une formulation
relax�ee� qu�on sait d�ailleurs ne pas �etre la bonne �cf� Remarque ��� plus loin��

Remarque ��� Dans le cadre de la rupture� il est formellement montr�e dans 
��
 que�
dans le cas d�un chargement de la forme U�x� t� � tU�x�� qu�on appellera un chargement
monotone� le mod�ele pr�edit l�initiation de la rupture en temps �ni et la destruction de la
structure� Pr�ecis�ement� si "��� � �� il existe t	 tel que "�t� 
� �� t � t	� et il existe tf tel
que infu P �u�"�t�� t� � �� t � tf � De plus� tf � ti� et on peut avoir tf � ti�

On se propose maintenant de temporellement discr�etiser l��evolution
 ce qui est
 en
tout �etat de cause
 ce que tout calcul e�ectue� On n�a pas alors �a consid�erer la deuxi�eme
contrainte car on se persuade imm�ediatement qu�elle est discr�etement satisfaite si la version
discr�etis�ee de la premi�ere
 propos�ee ci
dessous
 l�est
 en tout cas pour des chargements
de type monotones qui est la classe restreinte de chargements dor�enavant consid�er�ee�
On regarde donc une suite de temps t	 � � � t� � ���� � tP � T 
 avec U	 � � et
�	 � �� resp� "	 � ��
 le probl�eme au temps ti devenant 	

Pi 	 Minimiser P �u� �� resp� "�� ti�  K��� resp� "�� parmi tous les champs �u� ��
tels que u � Ui sur �#d� resp� �u�"� tels que u � Ui sur �#d n "� ce sous la contrainte
� � �i��� resp� " � "i���

Nous allons examiner le probl�eme Pi dans les cas de l�endommagement �Section ��
et de la rupture �Section ���
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� L�endommagement

Dans une premi�ere sous
section
 nous analysons le premier pas de temps t� lors d�un
chargement U�ti� x�� Le probl�eme de minimisation �a cet instant n�a pas de solution et
on doit le relaxer� On ne sait plus alors comment imposer
 aux pas de temps suivants
la contrainte d�irr�eversibilit�e � � �i�� et ceci nous conduit dans une deuxi�eme section �a
introduire pour les temps suivants une �evolution dont on ne sait a�rmer qu�elle est une
vraie relaxation du probl�eme de d�epart� Voir �a ce sujet la Remarque ����

Dans ce qui suit
 on va supposer que W s�W e sont des fonctions continues de RN�

dans R telles que
	j
jp � W s�
��W e�
� � ��� j
jp��

o�u 	� � sont des nombres positifs et � � p �  
�

��� Le premier pas de temps

On s�int�eresse donc au temps t�
 pour lequel le chargement est U� sur �#d� Le probl�eme
P� devient

I� � infuf
R

%��e�u��x�� dx � u � W ��p�#�RN�� u � U� sur �#dg�

%��
� � inf��f	��gf��W
e  ��� ��W s��
�  k�g�

L�int�egrand %� n�est pas n�ecessairement quasiconvexe et I� n�est donc pas n�ecessairement
atteint� On doit quasiconvexi�er %� �cf� ����� On obtient

I� � min
u
f

Z


Q�%���e�u��x�� dx � u � W ��p�#�RN�� u � U� sur �#dg�

o�u Q�%��
 la quasiconvexi��ee de %� est donn�ee par

Q�%���e� � inf
�
f

Z
Y

%��e e�
��y�� dy � 
 � W ��p
per�Y �R

N�g�

Dans l�expression pr�ec�edente
 Y est l�hypercube unit�e de RN et W ��p
per�Y �RN� les fonctions

de W ��p�Y �RN� �a trace p�eriodique�

Remarque ��� On a implicitement �etendu dans ce qui pr�ec�ede la notion de fonction
quasiconvexe et de quasiconvexi��ee au cas des gradients sym�etris�es qui n�est pas l�objet
de 
�
� Les r�esultats obtenus dans 
�
 restent identiques dans le contexte des gradients
sym�etris�es� Nous ne connaissons pas� �a ce jour� de r�esultats pr�ecis dans la litt�erature qui
traitent de la quasiconvexi�cation de telles fonctionnelles� bien que la formule de quasicon�
vexi�cation soit largement employ�ee� En ce qui concerne la notion de quasiconvexit�e pour
des fonctionnelles qui d�ependent du gradient sym�etris�e� on peut se r�ef�erer �a 
��
 qui traite
de mani�ere g�en�erale de la notion de quasiconvexit�e pour des fonctionnelles d�ependant de
champs qui satisfont �a des syst�emes di	�erentiels �a coe�cients constants �c�est le cadre de
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la compacit�e par compensation�� ce qui est le cas pour les gradients sym�etris�es qui satisfont
les �equations de compatibilit�e eij�kh  ekh�ij � �eik�jh � ��

Il faut de plus se servir du Th�eor�eme ���� Corollaire ��� et Conjecture ������ dans

��
 ou de l��equation ������ et du Lemme ��� dans 
��
 pour remplacer les conditions de
Dirichlet par des conditions p�eriodiques�

Le calcul de Q�%�� peut �etre a�n�e en permutant les in�ma en 
 et � comme suit 	

Q�%���e� � inf��L��Y �f	��g� finf
��W ��p

per�Y �RN�
f
R
Y
f��W e  ��� ��W s��e 

e�
��y��  k��y�g dygg

� inf	�	�� f&�e� ��  k�g�

o�u

&�e� �� � inf��L��Y �f	��g�fW
h�e� ���

R
Y
��y� dy � �g�

Wh�e� �� � inf
��W ��p

per�Y �RN�
f
R
Y
f��W e  ��� ��W s��e e�
��y��g dyg�

L��energie W h�e� �� ressemble �a l��energie homog�en�eis�ee associ�ee au m�elange p�eriodique de
W s et de W e occupant respectivement dans Y les domaines f��y� � �g et f��y� � �g�
Cette analogie est rigoureuse si W s et W e sont convexes ����� Dans le cas contraire

ceci n�est pas l�expression de l��energie homog�en�eis�ee ��'�� Cependant
 &�e� �� est toujours
l�in�mum sur tous les m�elanges p�eriodiques �a proportion � donn�ee de W s et de W e �cf�
����
 Remark ����� Dans le language de l�homog�en�eisation
 ceci est un probl�eme de bornes
sur les �energies e�ectives de biphas�es� On ne sait
 �a ce jour
 traiter que le cas quadra

tique
 i�e�
 W s�resp� W e��
� � ���As�resp� Ae�
 � 
� cf� ���
 ����
 et aussi ��'� dans le cas
bidimensionnel� Il reste alors �a minimiser &�e� ��  k� pour � � ��� ��� c�est une proc�e

dure alg�ebrique
 mais en g�en�eral inextricable analytiquement� A titre d�exemple
 nous
reproduisons ci
apr�es
 dans le cas quadratique et pour des �elasticit�es isotropes
 i�e�


�As�ijkh�resp� �Ae�ijkh� � �s�resp� �e��ij�kh  �s�resp� �e���ik�jh  �ih�jk��

l�expression de Q�%���ai��
 o�u i� d�enote la matrice identit�e sur R� et a est un scalaire� On
obtient �cf� ��'�
 Proposition ���� 	

Q�%���ai�� �

�������
������

���s  �s�a
�� si jaj � ac

q
�

�
s��s
q��� f�pqacjaj � pa�c � ��� ��� p�q��a�g� si ac

q
� jaj � qac

���e  �e�a�  k� si jaj � qac�

o�u p � � � 
e��e

s��s

� q �
q


s��s��e

e���e

� ac �
p
k���p��s �s��� Dans ce cas particulier
 on

v�eri�e ais�ement que la densit�e d��energie n�est pas convexe en a(
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Remarque ��� Dans le cas particulier �evoqu�e ci�dessus� la fonction &�e� �� est� pour un
e donn�e� strictement convexe en �� il y a donc un unique � associ�e �a Q�%���e�� pour tout
e� c�est la fraction volumique de mat�eriau endommag�e�

Au vu de la remarque pr�ec�edente
 le mod�ele relax�e obtenu au premier pas de
temps s�apparente �a un mod�ele d�endommagement progressif� Alors qu�on est parti de
deux �etats � le sain et l�endommag�e �
 on arrive
 par cette relaxation
 �a un contin

uum d��etats param�etr�es notamment par la fraction volumique ���x� associ�ee �a la solution
u��x� du probl�eme de minimisation de

R

 Q�%���e�u�x�� dx avec la condition aux limites

u � U� sur �#d� De plus pour ce ���x�
 la ou les microstructures possibles doivent min

imiser Wh�e�u���x�� �� parmi tous les ��y� d�e�nis sur Y tels que

R
Y
��y� dy � ���x�� En

d�autres termes les microstructures possibles sont d�etermin�ees a posteriori et non postul�ees
a priori comme c�est le cas dans nombreux mod�eles d�endommagement par microm�ecan

isme �cf� e�g� ������ En�n le caract�ere non local de l��evolution de l�endommagement est
pris en compte puisque la solution u� et donc �a leur tour �� et les microstructures optimales
d�ependent et de la g�eom�etrie et du chargement�

��� Les pas de temps suivants

Comme le premier pas de temps a n�ecessit�e la relaxation de la fonctionnelle de d�epart

on n�a plus
 �a l�issu de ce premier chargement de zone endommag�ee bien d�e�nie � plus
de �� � et on ne sait comment imposer la contrainte d�irr�eversibilit�e discr�etis�ee �� �
��� C�est pourquoi nous postulons une contrainte d�irr�eversibilit�e a�aiblie ainsi qu�une
formulation �relax�ee� du probl�eme� Plus pr�ecis�ement
 nous postulons qu�au pas de temps
suivants la fonctionnelle �a minimiser estZ



Q%i�x� e�u��x�� dx�

o�u

Q%i�x� e� � inf
	i���x��	��

f&�e� ��  k�g�

En d�autres termes
 nous avons a�aibli l�irr�eversibilit�e en imposant seulement ��x� �
�i���x�� Dans ����
 Section �
 la quasiconvexit�e de Q%i�x� e� est discut�ee� Elle est cer

tainement satisfaite dans le cas quadratique� Le cas d��energies Ws ou Wd non convexes
reste ouvert� Si on admet cette propri�et�e
 alors on peut continuer l��evolution aux pas de
temps suivants� Notons que l�unicit�e des ui n�est pas assur�ee
 et donc qu�il peut y avoir
bifurcation des solutions �a chaque pas de temps�

Remarque ��� La formulation �relax�ee� pour les pas de temps suivants est incompl�ete�
En e	et� une vraie relaxation suppose qu�on consid�ere d�un coup les P�pas de temps et
qu�on examine les P suites minimisantes ��n � ���� � �Pn de fonctions caract�eristiques
pour les P probl�emes P�� ����PP� Comme l�homog�en�eisation conserve l�ordre� la contrainte
de monotonie des suites �i va r�esulter en particulier en une contrainte de monotonie sur
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les �energies Wh�e� �i�� Dans le cas quadratique par exemple� il faudrait donc au moins
pouvoir calculer au temps t�

inf
Ah����Ah����

f���Ah���e � e�

Z
Y

��y� dy � �g�

o�u �� est une microstructure qui atteint la borne Wh�e� ��� et o�u Ah��� est le tenseur
d��elasticit�e homog�en�eis�e associ�e �a �� ce qu�on ne sait pas faire�

Remarque ��� La formulation �relax�e� propos�ee conduit �a des sch�emas num�eriques type
directions altern�ees� En e	et� on remarque que minimiser

R

Q%i�x� e�u��x�� dx en u

revient �a minimiser
R

fW

h�e�u�x��� ��  k��x�g dx en u� �� � avec
R
Y
��y� dy � ��x��

�i���x� � ��x� � �� On peut donc alterner entre une minimisation en u �a �� � �xes� et
une minimisation en �� � �a u �xe� Mais cette deuxi�eme minimisation est locale� i�e�� il
su�t de calculer inf	i���x��	��f&�e�u�x��� �� k�g� ce qu�on sait faire explicitement dans
le cas quadratique �cf� 
�
�� C�est l�a la base des calculs pr�esent�es dans 
�
 et dans 
��
�

Les r�esultats de calcul montrent une �evolution des zones endommag�ees qui corre�
spond aux zones �a fortes contraintes�

� La rupture

Dans une premi�ere sous
section
 on examine le cas d�un probl�eme antiplan pour lequel
l�analyse math�ematique est assez satisfaisante� Le probl�eme admet une formulation faible
dans l�espace SBV �#� des fonctions sp�eciales �a variations born�ees qui seront d�e�nies plus
loin� Cette formulation est du m�eme type que celle obtenue par De Giorgi� Carriero

� Leaci �a partir de la fonctionnelle de Mumford � Shah ����� Le probl�eme faible
ne se pr�ete pas �a l�impl�ementation num�erique parce que les fonctions test peuvent �etre
discontinues� Un sch�ema d�approximation tr�es proche de celui propos�e par Ambrosio �

Tortorelli �'�
 ��� est expos�e dans la Sous
section �� D�autres approximations peuvent
aussi �etre utilis�ees �cf� Remarque ����� La Sous
section � �evoque le cas plan � ou plus
g�en�eralement le cas tridimensionnel � pour lequel les r�esultats math�ematiques sont au
mieux partiels�

Dans cette section
 on suppose que la densit�e d��energie �elastique est quadratique

i�e�
 de la forme

W �
� � ���A
 � 
�

o�u Aijkh
ij
kh � �j
j�
 pour tout 
 sym�etrique �

Remarque ��� Certains des r�esultats �evoqu�es ci�dessous seraient encore vrais si la den�
sit�e d��energie �etait plus g�en�erale� mais l��equivalence entre formulation d�origine et formu�
lation faible d�etaill�ee dans la Sous�section � est peut��etre en d�efaut dans ce cas� C�est un
probl�eme ouvert� m�eme dans le cas antiplan� si W �
� n�est pas homog�ene en 
�

On d�enote par N� le compl�ementaire de �#d dans �#�
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��� Le cas antiplan

On suppose donc ici que le probl�eme est antiplan
 i�e�
 que N � �
 # � R� et u � u�x� y�ez�
Au premier pas de temps
 on cherche donc �a r�esoudre P�
 soit �a minimiserZ


n�
���jruj� dx kH��" n N���

parmi tous les champs �u�"� tels que "�ferm�e � � # et u �W ����#n"�� u � U� sur �#dn"
�la trace de la fonction u sur �#dn" doit �etre bien comprise � voir �a ce propos la formulation
du probl�eme P�
faible ci
dessous�� Ce probl�eme n�est pas facilement topologisable �a cause
de la minimisation en " et on souhaiterait une reformulation dans un espace fonctionnel
plus �familier�� C�est l�a
 dans le cadre proche de la segmentation d�images
 l�objet de �����
Il s�agit dans ce dernier cadre de minimiser
 pour "�ferm�e � � # et u � W ����# n "�
Z


n�
jruj� dx kHN���" � #�  k�

Z


ju� gj� dx�

o�u u est l�intensit�e de pixels recherch�ee �l�image�
 g est celle observ�ee �la photo�
 et k� k�

sont des poids� Il n�y a pas alors de conditions aux limites sur u�
La formulation faible propos�ee dans ���� est la suivante 	

Minimiser E�u� �
R

 jruj

� dx kHN���Su�  k�
R

 ju� gj� dx�� pour u � SBV �#��

Ici
 SBV �#� est le sous
espace des fonctions de BV �#� dont les d�eriv�ees �des
mesures� n�ont pas de parties de Cantor
 i�e�
 telles que

Du � ru LN  HN��jSu�

o�u Su d�enote le compl�ementaire de l�ensemble des points de Lebesgue de u et ru la
densit�e de Du par rapport �a LN � Il est montr�e dans ���� que �u�"� est un minimum du
probl�eme d�origine si et seulement si u est un minimum du probl�eme faible� de plus
 �u� Su�
est alors minimum du probl�eme d�origine�

Dans le cadre de la rupture antiplane
 on a la condition aux limites u � U� sur
la partie �#d du bord� Il faut alors adapter les arguments de ���� et ce de mani�ere non
triviale
 car les �ssures peuvent aller au bord de #� Ceci est �etudi�e dans ���� dans le cas
�#d � �#� Le cas o�u une partie seulement du bord est contrainte � le cas r�ealiste en
m�ecanique � est �etudi�e dans ����
 Chapitre �� Il s�agit alors du probl�eme suivant 	

Probl�eme P��faible �
Minimiser

R

 jruj

� dx kH��Su n N��� pour u � SBV ��#� avec u � U� sur �# n #�

Ici
 �# est un domaine qui contient compactement # et la donn�ee aux limites U�
� ou plut�ot son prolongement �a R� � est suppos�e�e� Lipschitz� On suppose de plus que
# a une fronti�ere Lipschitz et C� par morceaux�

Remarque ��� Des domaines plus singuliers peuvent �etre consid�er�es� par exemple des
domaines C� entaill�es �cf� 
��
� Section �������
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On montre ais�ement
 �a l�aide des r�esultats de semi
continuit�e inf�erieure d�Ambrosio
����
Th�eor�eme ���
 ���
 Th�eor�emes ��� et ���� l�existence d�un minimum �a P�
faible�

Le r�esultat critique
 obtenu dans ���� �Proposition ����'� par une adaptation des
r�esultats de ���� est un r�esultat de r�egularit�e sur le saut associ�e �a une solution du probl�eme
faible 	

Tout minimum u de P��faible est tel que H���Su n N�� n �Su n N��� � ��

A l�aide de ce r�esultat
 on montre l��equivalence entre probl�eme d�origine et formu

lation faible comme dans le cas de la segmentation d�images et on trouve une solution
u�� Su� n N� du probl�eme d�origine�

Aux pas de temps suivants
 i � �
 on peut alors r�ep�eter cet argument
 en prenant
cette fois pour nouveau domaine #i � #i�� n �Sui�� n Ni���
 et pour nouveau bord libre
Ni � Ni�� 	 �Sui�� � �#�� Encore faut
il pour cela que #i et Ni aient la r�egularit�e
voulue 	 gr�ace �a une analyse pr�ecise des ingr�edients n�ecessaires �a la d�emonstration du
r�esultat pr�ec�edent de r�egularit�e
 dans l�esprit de la remarque ���
 on peut en e�et r�eit�erer
et on obtient l��equivalence entre les formulations pour tous les pas de temps� Donc
 la
formulation faible aux pas de temps suivants devient

Probl�eme Pi�faible �

Minimiser
R

i
jruj� dx kH��Su nNi�� pour u � SBV ��#� avec u � Ui sur �# n #�

Notons que le probl�eme Pi
faible admet un minimum par un argument identique �a
celui utilis�e pour P�
faible
 et ce ind�ependamment de la r�egularit�e de �#i�

��� Approximation

En adoptant la formulation Pi
faible obtenue dans la sous
section pr�ec�edente
 on s�est
d�ebarrass�e de la minimisation en " de la formulation d�origine
 mais ce par le passage �a
un espace de fonctions discontinues� Le calcul num�erique
 par �el�ements �nis par exemple

semble impossible
 faute de conna��tre a priori le locus de ces discontinuit�es� L�id�ee qui va
permettre un calcul est de �r�egulariser� la fonctionnelle �a minimiser par "
convergence�
On va de fait ��etaler� le saut par l�introduction d�une deuxi�eme variable� Dans le cadre
de la segmentation d�images
 ceci est accompli par Ambrosio � Tortorelli dans �'�

��� qui proposent plusieurs variantes autour de la fonctionnelle suivante 	

Ec�u� v��

Z


f�v�  kc�jruj

� cjrvj� 
��� v��

�c
g dx�

o�u kc �� c� Alors ils montrent que Ec�u� v� "�L��#�R� ��� ����)converge
 quand c � �
vers

E�u� v��

� R

 jruj

� dx H��Su�� si v � � p�p�

 
� sinon�

Il convient d�adapter la fonctionnelle approch�ee au cas qui nous int�eresse
 ce qui est
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fait dans ����� La fonctionnelle
 au premier pas de temps par exemple
 est donn�ee par

Ec�u� v� �

� R

�v

�  kc�jruj
� dx 

R
�
nN�

fcjrvj� ���v��

�c g dx� u � U� sur �# n#�

 
� sinon �

Nous ne d�etaillons pas plus ici cette approximation mais renvoyons le lecteur �a ����
 Chap�
�
 Section ����

L�approximation propos�ee ci
dessus doit �a son tour �etre discr�etis�ee� Une m�ethode
est
 dans le cas de la segmentation d�images
 �elabor�ee dans ����� Une apparent�ee
 mais
plus simple
 est
 dans ce m�eme cadre
 �etudi�ee dans ����� Sans entrer dans les d�etails
 on
se contente de projeter toutes les fonctions
 donn�ees et inconnues
 sur le sous
espace de
dimension �nie des fonctions lin�eaires sur les partitions de # en simplexes� On aboutit
alors �a un probl�eme de minimisation d�une fonctionnelle Ec�h�u� v� �h �etant la param�etre
de discr�etisation� en dimension �nie par rapport aux deux champs u et v� On d�emontre
la �convergence� de Ec�h�u� v� vers E�u� v� quand h �� kc �� c� ��

Pour minimiser Ec�h�u� v�
 �a c� h constant
 on ne saurait utiliser une m�ethode directe
d��el�ements �nis �a cause du terme v�jruj�� On se contente
 sans preuve de convergence
pour l�instant
 de proc�eder �a une minimisation altern�ee entre u et v� On n�a alors qu��a
minimiser
 �a chaque pas
 une fonctionnelle quadratique et d�e�nie positive�

Remarque ��� Une m�ethode plus directe d�approximation de E�u� est propos�ee dans

��
� Les variables sont alors la triangulation Th et le champ u� h contr�ole la taille de
la triangulation� et u est lin�eaire sur chacun des triangles T � Th �u � Vh�#��� La
fonctionnelle approch�ee� qui est donc d�e�nie directement sur un espace de dimension �nie
en u est

Eh�u� T � �

� P
T�Th

jT � #j �
hT
f�hT �jruj

��� si u � Vh�#��

 
� sinon�

o�u f est une fonction concave croissante sur R� telle que f�t��t � �� t � �� et f�t� �
���� t�  
� La "�convergence vers la fonctionnelle E�u� � dans un sens appropri�e �
est �etablie dans 
��
 et� une fois encore� un algorithme de minimisation par directions
altern�ees est utilis�e�

Dans le calcul num�erique proprement dit
 le choix des param�etres c� kc et du param�e

tre de maillage h est assez d�elicat� De m�eme
 il convient de choisir �# �l�ouvert de s�ecurit�e�
avec circonspection� Nous renvoyons le lecteur �a ���� et ��'� �a ce propos�

Des r�esultats num�eriques sont pr�esent�es dans ���� dans le cadre de la segmentation
d�images et dans ��'�
 Section �
 dans le cadre de la rupture antiplane�

��� Le cas g�en�eral

Dans le cadre de l��elasticit�e bi ou tridimensionnelle
 les di�cult�es s�amoncellent� On con

sid�ere
 comme dans la sous
section pr�ec�edente le cas d�une densit�e d��energie quadratique
par rapport
 cette fois
 aux gradients sym�etris�es� Au premier pas de temps 
 qui sera le
seul dont nous nous pr�eoccuperons ici 
 le probl�eme P� revient alors �a minimiser
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Z

n�

���Ae�u��x� � e�u��x� dx kHN���" nN���

parmi tous les champs �u�"� tels que "�ferm�e � � # et u � W ����#n"�� u � U� sur �#dn"�

Une fois encore
 on voudrait introduire une formulation faible� Cependant
 on ne
peut plus se contenter d�une formulation sur SBV �#�
 car l�in�egalit�e de Korn habituelle

ment utilis�ee en �elasticit�e lin�earis�ee est en d�efaut dans BV � Il semble donc n�ecessaire
d�introduire un nouvel espace
 l�espace SBD�#� des �el�ements de L��#�RN� dont le gra

dient sym�etris�e est une mesure� C�est malheureusement un espace plus pathologique que
son analogue SBV �#�RN� �!�
 ����� En particulier
 on ne sait pas si le compl�ementaire Su
de l�ensemble des points de Lebesgue d�une fonction u � SBD�#� n�est pas strictement
plus gros que l�ensemble Ju des sauts de u
 i�e�
 des points o�u u a une limite approch�ee
di��erente �a gauche et �a droite �pour une direction convenablement choisie� au sens que
HN���Su n Ju� � �� voir �!�
 Section �� On peut cependant conclure �a l�existence d�une
solution au probl�eme de minimisation suivant 	

Probl�eme P��faible � Minimiser
R

Ae�u� � e�u� dx kHN���Ju��� pour u � SBV � �#� avec

u � U� sur �# n #�

Encore faudrait
il montrer que cette formulation faible est �equivalente �a la formula

tion d�origine
 ce qui reste compl�etement ouvert �a ce jour�

On peut �egalement entreprendre une r�egularisation par ")convergence de P�
faible
dans l�esprit de la Sous
section ��� et l�impl�ementer num�eriquement� Quelques calculs
dans ce cadre sont explicit�es dans ��'�
 Section �� Les r�esultats
 quoique loin d��etre math

�ematiquement justi�ables sont m�ecaniquement tr�es satisfaisants�

� Probl	emes

Cette courte section s�attache �a r�ecapituler les probl�emes associ�es �a la mod�elisation pro

pos�ee� Pour de plus amples d�etails dans le cas de la rupture
 nous renvoyons le lecteur �a
�����

Nous avons d�ej�a �evoqu�e en Section � le probl�eme des pas de temps post�erieurs au
pas de temps initial dans le cas de l�endommagement� Ce probl�eme ne semble pas se
poser dans le cas de la rupture
 comme on l�a vu en Section �� En fait
 la mod�elisation
continue en temps reste une question ouverte
 ind�ependamment de la n�ecessit�e de relaxer
la fonctionnelle �a un temps �x�e� M�eme un cas d��ecole comme celui de la minimisation
d�une fonctionnelle

R

 ��t� u�x� t�� dx
 o�u � est convexe en u 
 parmi les orbites ��t� u�t� x��

d�ecroissantes en t pour tout x n�est pas clair� Peut
�etre doit
on envisager une formulation
modi��ee de l��evolution�

La non unicit�e potentielle des solutions est troublante dans les deux contextes
�etudi�es� Lors d�un sch�ema discret en temps �et d�un chargement monotone�
 arrive
t

on au m�eme r�esultat selon qu�on va directement �a un temps T donn�e ou qu�on incr�emente
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le temps jusqu��a T* Les exemples num�eriques sugg�erent l�ind�ependance par rapport �a la
discr�etisation temporelle des valeurs de l��energie totale �a T �

Dans le cadre de la rupture
 il est d�eraisonnable de laisser la mati�ere s�interp�en�etrer�
La solution apparente consiste �a modi�er l��energie de surface pour interdire cette inter

p�en�etration� en d�autres termes on remplace �dans le cadre de la rupture antiplane par
exemple� dans Pi
faible H

N���Su nNi� parZ
SunNi

	��u�� dx�

o�u

	��u�� �

�
� si �u� � ��
 
 sinon �

On montre ais�ement
 par application de r�esultats de semi
continuit�e inf�erieure dans
SBV ��� l�existence d�un minimum �a cette nouvelle formulation faible ����� On ne sait
cependant pas si elle est �equivalente �a la formulation d�origine� on ne sait pas non plus
comment la �r�egulariser� au sens de la Sous
section ����

En�n
 et c�est un obstacle de taille
 on ne sait pas dans le cadre de la rupture
correctement traiter des chargements par forces impos�ees� En e�et
 imposer une force

disons de volume
 f�x� t� revient �a rajouter un terme en �

R

i
fi � u dx dans l��energie

potentielle �discr�etis�ee� �a l�instant ti� Mais alors l� in�mum par rapport aux champs
cin�ematiquement admissibles u devient � de mani�ere identique dans les formulations
d�origine ou faible � �egal �a �
( On peut rem�edier �a ce d�esastre en introduisant la
condition pr�ec�edemment �evoqu�ee de non
interp�en�etration qui emp�eche
 par la positivit�e
du saut
 d�envoyer u �a  

 mais on se convainc ais�ement que ceci ne convient pas si l�on
applique des forces de traction sur le bord de #� Deux voies semblent probables� Soit on
ne doit pas chercher des minima globaux
 ce qui a d�ej�a �et�e mentionn�e plus haut
 mais les
m�ethodes manquent
 soit c�est la forme de l��energie de surface qui est �a mettre en cause

auquel cas on se r�esigne �a abandonner la mod�elisation de Griffith�
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