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Quelques m�ethodes probabilistes pour
les �equations aux d�eriv�ees partielles

�Etienne Pardoux

R�esum�e� Apr�es une introduction qui indique le lien entre op�erateurs aux d�eriv�ees
partielles du second ordre et processus de di�usion� et pr�esente plusieurs approches
probabilistes r�ecentes des EDP non lin�eaires� nous introduisons les ��equations di��eren�
tielles stochastiques r�etrogrades��EDSR� et leurs liens avec les syst�emes d�EDP semi	
lin�eaires du second ordre et leur solution de viscosit�e
 Nous donnons l�essentiel des
d�emonstrations des principaux r�esultats
 En�n nous �enon�cons trois r�esultats qui ont
�et�e �etablis r�ecemment �a l�aide des EDSR� l�un d
u �a Pradeilles traite de la propagation
des fronts dans les �equations de KPP g�en�eralis�ees� les deux autres d
us respectivement
�a Buckdahn� Hu� Peng et �a l�auteur traitent de l�homog�en�eisation d�EDP semilin�eaires
�a coe�cients p�eriodiques


Mots cl�es� Mouvement brownien� Equation di��erentielles stochastiques� Equations
di��erentielles stochastiques r�etrogrades� Solutions de viscosit�e de syst�emes d�EDP�
Homog�en�eisation d�EDP semi	lin�eaires


Abstract� After an introduction which presents the relation between second order

partial di�erential operators and di�usion processes� and several recent probabilistic

approaches to nonlinear PDEs� we introduce the notion of �backward stochastic dif�

ferential equations� �BSDEs� and their connection with viscosity solutions of systems

of semilinear second order PDEs� We give most of the essential proofs� Finally� we

describe three results on nonlinear PDEs which have been recently established with

the help of BSDEs� One� due to Pradeilles� describes wave front propagation for gener�

alized KPP equations� The two others� due respectiveley to Buckdahn� Hu� Peng and

to the author� study the homogenization of semilinear PDEs with periodic coe�cients�
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semilinear PDEs�
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� Introduction

Le but de cet article est de montrer le lien entre les �equations aux d�eriv�ees partielles du
second ordre� et les processus stochastiques de di�usion� ainsi que de pr�esenter quelques
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�� Quelques m�ethodes probabilistes pourles �equations aux d�eriv�ees partielles

r�esultats obtenus r�ecemment sur des �equations aux d�eriv�ees partielles lin�eaires et non
lin�eaires� par des m�ethodes probabilistes�

Les liens entre processus de di�usion et �equations qux d�eriv�ees partielles du second
ordre sont au centre de travaux de Kolmogorov des ann�ees ����� En fait� beaucoup
de solutions d	EDP lin�eaires du second ordre peuvent s	�ecrire comme l	esp�erance d	une
fonctionnelle d	un processus de di�usion� Donnons une telle formule dans un cas tr
es
simple� Soit D un domaine born�e de Rd de fronti
ere r�eguli
ere� f � C��D�� Alors la
solution u du probl
eme de Dirichlet

�



�u�x� � �� x � D

u�x� � f�x�� x � �D

est donn�ee par la formule
u�x� � E

�
f�Bx

�x�
�
�

o
u fBx
t � t � �g d�esigne le mouvement brownien �standard� 
a valeurs dans Rd partant de

x 
a l	instant �� et �x est l	instant �al�eatoire� o
u ce processus sort du domaine D�
Si l	on complique un peu l	�equation� sous la forme

�



�u�x� � c�x�u�x� � g�x� � �� x � D�

u�x� � f�x�� x � �D�

la formule devient

u�x� � E

�
f�Bx

�x� exp

�Z �x

�
c�Bx

t � dt

�
�

Z �x

�
g�Bx

t � exp

�Z t

�
c�Bx

s � ds

�
dt

�
�

On a des formules analogues pour d	autres types de condition au bord� par exemple pour
des conditions de type Neuman� et pour des �equations paraboliques�

Si l	on remplace l	op�erateur �
�� par un op�erateur plus g�en�eral du type

L �
�




dX
i�j��

ai�j�x�
�

�xi

�

�xj
�

dX
i��

bi�x�
�

�xi
�

le mouvement brownien est remplac�e par un processus de di�usion de g�en�erateur in�nit�esi�
mal L� i�e� par la solution de l	�equation di��erentielle stochastique ��EDS��

dXt � b�Xt� dt� ��Xt� dBt

X� � x�

o
u ��x� est une racine carr�ee de la matrice a�x�� Dans le cas o
u le processus sous�jacent
est r�ecurrent positif et ergodique� avec � comme unique probabilit�e invariante� on peut
�etudier l	EDP

Lu�x� � g�x� � �� x � Rd�
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pourvu que
R
g�x���dx� � �� On peut alors �etudier le comportement 
a l	in�ni de u� �etant

donn�e celui de g� cf� la section 
 ci�dessous�

Dans le cas d	un op�erateur du second ordre sous forme divergence� qui par faute
de r�egularit�e des coe�cients ai�j ne peut pas se r�e�ecrire sous la forme ci�dessus� on peut
encore d�e�nir un processus de Markov associ�e fXt� t � �g� mais on ne peut pas toujours
�ecrire l	EDS dont il serait la solution� et on ne dispose pas des m�emes outils probabilistes
pour le manipuler�

Les formules probabilistes du type ci�dessus� souvent appel�ees formules de Feynman�
Kac� constituent un outil qui permet de d�emontrer de nombreux r�esultats sur l	EDP cor�
respondante par des m�ethodes probabilistes� Elles sont l	objet de tr
es nombreux travaux�
et nous renvoyons le lecteur entre autres aux livres �
�� ���� ���� ���� ����� ����� �
��� �����

Signalons en�n que l	on a une interpr�etation probabiliste pour d	autres types d	�e�
quations aux d�eriv�ees partielles� appel�ees �equations de Fokker�Planck� Si fXt� t � �g
est la solution de l	EDS ci�dessus� L est son g�en�erateur in�nit�esimal� ce qui signi�e en
particulier que pour tout f � C�

c �Rd��

d

dt
E�f�Xt�� � E�L f�Xt���

D�esignons par �t la loi de probabilit�e de Xt� pour tout t � �� Alors la derni
ere �egalit�e se
r�e�ecrit �

d

dt
� �t� f ��� �t� L f ��

soit� en tout cas au sens des distributions�

d�t
dt

� L��t�

Si pour tout t � �� �t�dx� poss
ede la densit�e p�t� x� par rapport 
a la mesure de Lebesgue�
et si par exemple pour tout � � i � d�

dX
j��

�aij
�xj

� L��Rd��

alors l	�equation pour l	�evolution de la densit�e de Xt s	�ecrit �

�p

�t
�t� x� �

�




dX
i�j��

�

�xj
�aij

�p

�xi
�t� ����x� �

dX
i��

�

�xi
� bip�t� ����x��

avec  bi �
�




dX
j��

�aij
�xj

� bi�

On trouvera dans �
�� des formules probabilistes pour des solutions d	EDP �de type
Fokker�Planck��
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�� Quelques m�ethodes probabilistes pourles �equations aux d�eriv�ees partielles

En outre� on dispose maintenant de plusieurs g�en�eralisations de la formule de
Feynman�Kac 
a des EDP nonlin�eaires�

La premi
ere� et probablement la plus ancienne� consiste 
a remplacer l	EDS ci�dessus
par une EDS contr�ol�ee� i�e� o
u les coe�cients b et � d�ependent d	une fonction de t et de x

a choisir sous certaines contraintes� de fa!con 
a minimiser un certain co�ut� La fonction de
valeur u�t� x� du probl
eme de contr�ole� o
u u�t� x� repr�esente le co�ut minimal 
a partir de
l	instant t� quand le processus contr�ol�e part 
a cet instant du point x� est la solution d	une
EDP non lin�eaire� Nous renvoyons le lecteur int�eress�e aux ouvrages ���� ��� et �����

La seconde g�en�eralisation consiste 
a faire d�ependre les coe�cients de l	EDS non
seulement de la position Xt du processus 
a l	instant t� mais aussi de sa loi de probabilit�e
�t� On construit alors ce que l	on appelle un �processus de di�usion non lin�eaire�� auquel
on peut associer l	EDP quasi�lin�eaire de Fokker�Planck qui gouverne l	�evolution de la loi
de probabilit�e de Xt� Un tel type de processus a �et�e semble�t�il pour la premi
ere fois
introduit par MacKean �
���

Par exemple� l	�equation de Boltzmann est une �equation de Fokker�Planck pour un
processus de Markov non lin�eaire� cf� M�el�eard �
��� Sznitman ����� Cette interpr�etation
probabiliste donne une intuition sur cette �equation di��erente des m�ethodes analytiques�
Elle permet notamment de consid�erer des conditions initiales de type mesure� et d	�etablir
des r�esultats de r�egularit�e en s	appuyant sur la calcul de Malliavin pour les processus de
saut� En�n� elle est 
a la base des m�ethodes num�eriques de type �m�ethodes particulaires
stochastiques�� Par exemple� en discr�etisant le temps non pas 
a des instants �xes� mais
aux instants de saut d	un processus de Poisson sous�jacent� on contr�ole mieux la vitesse
de convergence pour certains types d	�equations de Boltzmann� cf� Desvillettes� Graham�
M�el�eard �����

Beaucoup d	�equations aux d�eriv�ees partielles d	�evolution non lin�eaires s	�ecrivent
comme des �equations de Fokker�Planck� comme par exemple l	�equation des milieux poreux�
cf� en particulier Benachour� Chassaing� Roynette� Vallois ���� Une autre �equation qui
s	interpr
ete de la m�eme fa!con est celle satisfaite par le le tourbillon� i�e� le rotationnel de
la solution de l	�equation de Navier�Stokes bidimensionnelle� Cette remarque a permis 
a
M�el�eard �
�� de d�emontrer la convergence de la m�ethode num�erique des vortex de Chorin�
Pour une interpr�etation probabiliste de l	�equation de Navier�Stokes tridimensionnelle� on
pourra consulter Le Jan� Sznitman �
���

La troisi
eme g�en�eralisation consiste 
a remplacer le processus de di�usion par un
processus de di�usion�branchement� ou un �super�processus�� qui est un processus 
a
valeurs mesure� auquel on peut associer certaines EDP semi�lin�eaires� Ces processus et
leurs liens avec les EDP ont fait l	objet de nombreux travaux ces derni
eres ann�ees� cf� en
particulier ����� ��
�� �
��� �

��

Citons deux r�esultats sur l	EDP elliptique non lin�eaire

�u � u��

d�emontr�es r�ecemment par des m�ethodes probabilistes� D	une part� Le Gall �
�� et Dynkin�
Kuznetsov ���� ont montr�e que l	ensemble des solutions positives u de cette �equation dans
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un ouvert r�egulier D est en bijection avec les conditions aux bords� lequelles peuvent �etre
essentiellement sp�eci��ees par la partie du bord o
u u vaut ��� et une mesure positive sur
l	autre partie du bord� En�n Dhersin� Le Gall ���� ont �etabli un test pour qu	un point du
bord soit �r�egulier� pour cette �equation�

En�n� la quatri
eme consiste 
a associer 
a la di�usion Xt un couple de processus �Y� Z��
solution de ce que l	on appelle improprement une ��equation di��erentielle stochastique
r�etrograde�� et que l	on devrait plut�ot appeler un probl
eme inverse pour une EDS�

La th�eorie des EDSR� et leur lien avec les syst
emes d	EDP semi�lin�eaires sera pr�esen�
t�ee 
a la section �� Les sections � et � pr�esentent des r�esultats asymptotiques sur les EDP�
qui ont �et�e d�emontr�es r�ecemment 
a l	aide des EDSR�

� �Equations de Poisson

Le but de cette section est de pr�esenter des r�esultats de Pardoux� Veretennikov ��
� con�
cernant l	�equation de Poisson dans Rd �

L u�x� � f�x� � �� x � Rd����

o
u L est un op�erateur elliptique du second ordre �

L �
�




dX
i�j��

�����ij�x�
��

�xi�xj
�

dX
i��

bi�x�
�

�xi

dont les coe�cients satisfont des hypoth
eses qui seront pr�ecis�ees ci�dessous� et f satisfait
une condition de �centrage�� L	interpr�etation probabiliste est la suivante� Soit fXt� t � �g
la solution de l	�equation di��erentielle stochastique � EDS �

Xt � x�

Z t

�
b�Xs�ds�

Z t

�
��Xs�dBs� t � ��

Sous les conditions ci�dessous� fXtg poss
ede une unique mesure de probabilit�e invariante

� �et on suppose que

Z
f�x���dx� � ��� La solution de l	�equation de Poisson ��� est

donn�ee par la formule

u�x� �

Z �

�
Exf�Xt�dt��
�

o
u Ex d�esigne l	esp�erance partant de x� i�e� avec la condition initiale X� � x� L	objet de
��
� est de montrer que la formule �
� fournit une solution 
a l	�equation ���� qui est unique
dans une certaine classe� et en outre que si f cro�"t �ou d�ecro�"t� au plus comme un certain
polyn�ome 
a l	in�ni� u est born�e ou bien cro�"t au plus polyn�omialement 
a l	in�ni�

On suppose qu	il existe 	�� 	
 et # tels que pour tout x � Rd n f�g�

� � 	� �� ����x�
x

jxj
�
x

jxj
�� 	
� Tr����x� � #d����
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On suppose en outre qu	il existe 
 � ��� r � �� et M � � �dans le cas 
 � ��� on impose
que 
r � �	
 � 	� � #d� tels que pour tout jxj � M �

� b�x��
x

jxj
�� �rjxj�����

On montre �cf� Veretennikov ��$�� que sous les hypoth
eses ci�dessus� le processus
fXt� t � �g poss
ede une unique mesure de probabilit�e invariante �� telle que si �x�t�
d�esigne la loi de Xt lorsque X� � x� var��� la norme de la variation totale�

Lemme ��� Pour 
k � 
 � m� m assez petit dans le cas 
 � ��� il existe C tel que

var��x�t�� �� � C�� � jxjm� �� � t���k
�
� x � Rd� t � �

On suppose maintenant que
jf�x�j � C�� � jxjq�����

q �assez petit� dans le cas 
 � ��� Alors f est ��int�egrable� et on suppose en�n queZ
IRd

f�x���dx� � �����

Th�eor�eme ��� Sous les hypoth�eses ����� � ������ l�int�egrale dans la formule �	� converge�
et la fonction ainsi d�e
nie est l�unique solution appartenant �a W

��p
loc �R

d� pour tout p � �

et satisfaisant

Z
u�x���dx� � � de l��equation ����

La d�emonstration de ce th�eor
eme est essentiellement probabiliste� sauf en ce qui concerne
l	appartenance 
a W ��p

loc �R
d�� laquelle se d�emontre par comparaison avec la solution d	une

EDP elliptique sur un ouvert born�e� On d�emontre en�n par un argument probabiliste le �

Th�eor�eme ��� On suppose satisfaites les hypoth�eses du Th�eor�eme 	�	�

�i� Si en outre� pour certains � � � et C � �� x � Rd�

jf�x�j � C�� � jxj��
����

alors u est born�ee� et
jru�x�j � C��� � jxj���
���


�

�

�ii� Si en outre il existe �� C � � tels que

jf�x�j � C�� � jxj��
����

avec aussi dans le cas 
 � �� et � � �� 
r � #d� �� � 
�	
� alors

ju�x�j � C��� � jxj���

jru�x�j � C��� � jxj��
���

�

� jxj���
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� �Equations di��erentielles stochastiques r�etrogrades et sys�

t�emes d��equations aux d�eriv�ees partielles semilin�eaires

Consid�erons l	EDP parabolique lin�eaire�
�u

�t
�t� x� � �L u��t� x� � c�x�u�t� x� � �� � � t � T � x � Rd�

u�T� x� � g�x�� x � Rd�

o
u

L �
�




X
i�j

�����ij
��

�xi�yj
� bi

�

�xi

est le g�en�erateur in�nit�esimal d	un processus de di�usion homog
ene fXt� t � �g� Nous
allons retrouver la formule de Feynman�Kac de l	introduction via la formule de Trotter�
Kato�

Soit h � � tel que n � h���T � t� est un entier� et

t � t� � t� � t� � h � � � �� tn � T�

D	apr
es la formule de Trotter�Kato� pour h petit

u�t� x� �
h
Th � e

hc��
 � Th � e
hc��
 � � � � � Th�e

hc��
g�
i
�x��

o
u fTt� t � �g d�esigne le semigroupe de g�en�erateur in�nit�esimal L� ehc��
 l	op�erateur de
multiplication par la fonction ehc�x
� et l	op�erateur Th � e

hc��
 est appliqu�e n fois� Notons
que

�Thf��x� � E�f�Xs
h��Xs � x�
�Thf��Xs� � E�f�Xs
h�Xs�

� E�f�Xs
h��FX
s ��

o
u FX
s est la ��ltration naturelle� de X d�e�nie par

FX
s � �fXr� � � r � sg�

et la derni
ere �egalit�e exprime la propri�et�e de Markov de X � Donc la formule approch�ee
ci�dessus se r�e�ecrit �

u�t� x� � EXt�x
h
ehc�Xt�
E

Ft� ehc�Xt� 
 � � �EFtn�� �ehc�XT 
g�XT��
i
�

Il r�esulte des propri�et�es de l	esp�erance conditionnelle que

u�t� x� � EXt�x
h
eh
Pn

i�� c�Xti

g�XT�

i
�

et la limite quand h	 � donne

u�t� x� � EXt�x
h
eh
R T
t

c�Xs
ds g�XT�
i
�
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Nous allons maintenant tenter d	adopter la m�eme d�emarche pour l	�equation semilin�eaire ��
�u

�t
�t� x� � �L u��t� x� � f�u�t� x�� � �� � � t � T� x � Rd�

u�T� x� � g�x�� x � Rd�

Pour h � �� u � R� soit %h�u� la valeur 
a l	instant h de la solution de l	EDO �

dYt
dt

� f�Yt�� Y� � u�

La formule de Trotter�Kato appliqu�ee 
a l	�equation semilin�eaire ci�dessus donne

u�t� x� � EXt�x
h
%h�E

Ft� �%h�E
Ft� � � �EFtn��%h � g�XT ����

i
�

Quelle est la limite quand h	 � de cette formule &
Ce que l	on voudrait est une fa!con de calculer l	�evolution de u�t� Xt� en temps

r�etrograde� depuis g�XT� jusqu	
a u�t� x�� qui ne fasse pas intervenir la connaissance de
la fonction fu�s� y�� � � s � T� y � Rdg� Notons que� 
a la limite quand h 	 � dans
la formule de Trotter�Kato� l	�evolution de u�t� Xt� combine deux e�ets � elle suit � en
temps r�etrograde � l	EDO de coe�cient �f � et u�t� Xt� est projet�ee � en temps continu �
sur la ��alg
ebre Ft � FX

t � Notons que la grosse di��erence avec le cas lin�eaire est que�
puisque l	esp�erance conditionnelle ne commute pas avec l	op�erateur %h� on ne peut pas
esp�erer obtenir un algorithme qui calculerait une �evolution trajectoire par trajectoire� pour
�nalement prendre une esp�erance�

Supposons que fYt� � � t � Tg est solution de �

Yt � E
Ft

�
g�XT� �

Z T

t
f�Ys�ds

�
� � � t � T����

Alors Yt est un bon candidat pour �etre �egal 
a u�t� Xt�� En e�et� supposons que u �
C������� T �
Rd� est une solution classique de l	EDP ci�dessus� Alors� par la formule d	It�o

u�t� Xt� � u�T�XT��

Z T

t
�
�u

�s
� L u��s�Xs�ds� �MT �Mt��

o
u fMtg est une martingale locale�
En admettant que cette martingale locale est une martingale� et en utilisant l	�equation

satisfaite par u� on en d�eduit que

u�t� Xt� � E
Ft

�
g�XT� �

Z T

t
f�u�s�Xs��ds

�
�

ce qui a un sens en tout cas si f et g sont born�ees� Donc l	�equation di��erentielle stochas�
tique r�etrograde ��� a au moins la solution Yt � u�t� Xt�� L	unicit�e dans la classe des

processus satisfaisant E

�
sup

��t�T
Y �
t

�
�� d�ecoule de l	hypoth
ese de Lipschitz�
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Nous allons maintenant r�e�ecrire l	�equation di��erentielle stochastique r�etrograde �
EDSR � ��� sous une autre forme� Supposons pour �xer les id�ees que fXtg est solution
forte d	une EDS dirig�ee par le mouvement brownien d�dimensionnel fBt� t � �g� si bien
que fXt� � � t � Tg est une fonction de fBt� � � t � Tg� et on peut choisir comme
�ltration la �ltration naturelle de B � Ft � FB

t � Consid�erons la variable al�eatoire


 � g�XT� �

Z T

�
f�Yt�dt�

et supposons qu	elle est de carr�e int�egrable� elle est FT mesurable� Il r�esulte alors d	un
c�el
ebre th�eor
eme de repr�esentation d�u 
a It�o qu	il existe un processus d�dimensionnel Ft�
adapt�e fZt� � � t � Tg tel que

�i� E

Z T

�
jZtj

�dt ���

�ii� 
 � E�
� �

Z T

�
�Zt� dBt��

On constate ais�ement que Y� � E
F� �
� � E�
�� soit

Y� � g�XT� �

Z T

�
f�Yt�dt�

Z T

�
�Zt� dBt��

et la quantit�e

Y� �

Z t

�
f�Ys�ds�

Z t

�
�Zs� dBs�

est Ft mesurable et �egale 
a

g�XT � �

Z T

t
f�Ys�ds�

Z T

t
�Zs� dBs��

Donc d	apr
es ����

Yt � g�XT � �

Z T

t
f�Ys�ds�

Z T

t
�Zs� dBs��

Au point o
u nous sommes� pourquoi ne pas faire d�ependre f de Xs et de Zs� et rendre
l	�equation vectorielle si bien que le probl
eme que nous cherchons 
a r�esoudre est le suivant�
Etant donn�e g � Rd 	 R

k et f � Rd
Rk
Rk�d 	 R
k� trouver un couple �Yt� Zt� Ft�adapt�e


a valeurs dans Rk 
Rk�d� tel que

E

�
sup

��t�T
jYtj

� �

Z T

�
kZsk

�ds

�
����$�

Yt � g�XT� �

Z T

t
f�Xs� Ys� Zs�ds�

Z T

t
ZsdBs� � � t � T���
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��� Quelques m�ethodes probabilistes pourles �equations aux d�eriv�ees partielles

Remarque ��� La terminologie 
EDSR� est en fait impropre� On peut consid�erer qu�il
s�agit plut�ot d�un 
probl�eme inverse pour une EDS�� En fait� la formulation ci�dessus est
�equivalente au probl�eme suivant � trouver y � Rk et fZtg adapt�e �a valeurs dans Rk�d t�q�

E

Z T

�
kZtk

�dt ��� tels que la solution fYt� � � t � Tg de l�EDS �

Yt � y �

Z t

�
f�Xs� Ys� Zs�ds�

Z t

�
ZsdBs

satisfasse E

�
sup

��t�T
jYtj

�

�
�� et la condition 
nale �

YT � g�XT��

�

On fait les hypoth
eses suivantes sur le coe�cient f et la condition �nale g � f et g
sont continues et pour certains K� �� p � �� � � R
 	 R
 continue et croissante�

jg�x�j � K�� � jxjp�����

jf�x� y� z�j � K�� � jxjp � ��jyj� � kzk�����

�y � y�� f�x� y� z�� f�x� y�� z�� � �jy � y�j���
�

jf�x� y� z�� f�x� y� z��j � Kkz � z�k�����

On suppose par ailleurs les coe�cients b et � de l	EDS satisfaite par fXtg localement
lipschitziens et 
a croissance au plus lin�eaire 
a l	in�ni� On a alors le

Th�eor�eme ��� Sous les hypoth�eses ci�dessus� l�EDSR ������� poss�ede une solution unique�

Ce r�esultat � avec des hypoth
eses plus restrictives � a �et�e �etabli par Pardoux� Peng �����
Pour une d�emonstration sous les hypoth
eses ci�dessus� on pourra consulter Pardoux �
$��
Nous allons indiquer la d�emonstration de ce th�eor
eme sous l	hypoth
ese suppl�ementaire �

jf�x� y� z�� f�x� y�� z�j � Kjy � y�j�����

Preuve �sous les hypoth
eses ����� ����� ����� ������ On note B� la classe des processus
adapt�es 
a valeurs dans Rk 
Rk�d� qui v�eri�ent �$�� Etant donn�e �U� V � � B�� on d�e�nit
�X� Y � � %�U� V � comme suit

Yt � E

�
g�XT� �

Z T

t

f�Xs� Us� Vs�ds
���Ft

�
�

et fZt� � � t � Tg est donn�e par le th�eor
eme de repr�esentation d	It�o appliqu�e au v�a�


 �

Z T

�
f�Xs� Us� Vs�ds�
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�Etienne Pardoux ���

Alors

Yt � g�XT � �

Z T

t

f�Xs� Us� Vs�ds�

Z T

t

ZsdBs�

Puisque une solution de ��� est un point �xe de % dans B�� il reste 
a montrer que % est une
contraction stricte dans B� muni d	une certaine norme� Il r�esulte de la formule d	It�o que si
 U � U�U ��  V � V �V �� �Y� Z� � %�U� V �� �Y �� Z�� � %�U �� V ��� �  Y �  Z� � �Y �Y �� Z�Z���
et � � R�

e�tEj  Yt j
� � E

Z T

t
e�s��j  Ysj

� � k  Zsk
��ds � E E

Z T

t
e�s�  Ys� f�Xs� Us� Vs�� f�Xs� U

�
s� V

�
s��ds

�
Il r�esulte alors du caract
ere lipschitzien de f et de l	in�egalit�e de Cauchy�Schwarz

que si � � � � �K��

E

Z T

�
e�t�j  Ytj

� � k  Ztk
�dt� �

�



E

Z T

�
e�t�j  Utj

� � k  Vtk
��dt�

CQFD� �

Nous allons maintenant donner un th�eor
eme de comparaison dans le cas k � ��

Th�eor�eme ��� Soit �f� g� et �f �� g�� deux donn�ees satisfaisant les conditions ����������
et d�esignons respectivement par �Y� Z� et �Y �� Z�� la solution de ��� associ�ee �a �f� g� et
celle associ�ee �a �f �� g���

Si g�x� � g��x�� f�x� y� z� � f ��x� y� z�� ��x� y� z� � Rd 
 Rk 
 Rd� alors Yt � Y �
t �

� � t � T � Si en outre Y� � Y �
�� alors Yt � Y �

t � � � t � T � p�s� En particulier� si
f�Xt� y� z� � f ��Xt� y� z�� ��y� z� � R
 Rd� sur un ensemble de dt 
 dPmesure positive�
alors Y� � Y �

��

Nous admettrons ce th�eor
eme� dont la preuve repose sur la formule pour la solution
des EDSR lin�eaires�

Nous allons maintenant pr�eciser le lien entre l	EDSR �$� et le syst
eme suivant d	EDP
semilin�eaires�

�
�ui
�t

�t� x� � L ui�t� x� � fi�x� u�t� x�� �ru���t� x�� � �� i � � � � �k� x � Rd� � � t � T

u�T� x� � g�x�� x � Rd�
����

On suppose que

L �
�




X
i�j

aij�x�
��

�xi�xj
�
X
i

bi�x�
�

�xi

est le g�en�erateur in�nit�esimal de la di�usion solution de l	EDS �

dXt � b�Xt�dt� ��Xt�dBt�
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��� Quelques m�ethodes probabilistes pourles �equations aux d�eriv�ees partielles

i�e� a � ���� On suppose par exemple que b et � sont globalement lipschitziens� On note
fX t�x

s � s � tg la solution partant de x 
a l	instant t� et f�Y t�x
s � Zt�x

s �� t � s � Tg la solution
de l	EDS r�etrograde

Y t�x
s � g�X t�x

T � �

Z T

s
f�X t�x

r � Y t�x
r � Zt�x

r ��dr�

Z T

s
Zt�x
r dBr�����

qui est telle que Y t�x
t est d�eterministe �t joue ici le r�ole de l	instant � dans ����� On a le

Th�eor�eme ��� Soit u � C������� T �
Rd�Rk� une solution classique du syst�eme d��equations
����� qui satisfait pour certains c� q � ��

ju�t� x�j� jrxu�t� x�j � c�� � jxjq��

Alors� pour tout �t� x� � ��� T � 
 Rd� f�u�s�X t�x
s �� �ru���s�X t�x

s ��� t � s � Tg est la
solution de l�EDSR ����� En particulier� u�t� x� � Y t�x

t �

Preuve La condition de l	�enonc�e entra�"ne que

E

�
sup

t�s�T
ju�s�X t�x

s �j� �

Z T

t
k�rxu���s�X

t�x
s �k�ds

�
���

Il reste 
a appliquer la formule d	It�o 
a u�s�X t�x
s ��

�

Le r�esultat suivant dit que sous les hypoth
eses du Th�eor
eme ��
� u�t� x�
�
� Y t�x

t est
solution de viscosit�e du syst
eme d	EDP ����� Cependant� pour que la notion de solution
de viscosit�e ait un sens� on est oblig�e de supposer que la i�
eme coordonn�ee fi de la fonction
f ne d�epend que de la i�
eme ligne de la matrice z� ce qui fait que fi ne d�epend que du
gradient de ui� D�e�nissons la notion de sous�solution de viscosit�e �la notion de sur�solution
se d�e�nit de fa!con analogue� et une solution est 
a la fois une sous et une sur�solution��

D�e�nition ��	 u � C���� T �
 Rd�Rk� est appel�ee sous�solution de viscosit�e de ���� si
ui�T� x� � gi�x�� �� � i � k� et pour tout � � i � k� � � C������� T �
 Rd� et �t� x� �
��� T �
Rd qui est un minimum local de ui � ��

�
��

�t
�t� x�� L ��t� x�� fi�x� u�t� x�� �r����t� x��� ��

Th�eor�eme ��
 u�t� x�
�
� Y

t�x
t est continue� et elle est solution de viscosit�e du syst�eme

d�EDP �����
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Preuve Nous ne d�emontrerons pas la continuit�e� Montrons que u est une sous�solution�
Soit � � i � k� � � C������� T �
Rd�Rk�� et �t� x� � ��� T �
Rd qui est un maximum

local de ui � �� On suppose par exemple que ui�t� x� � ��t� x�� et que � t � s � t � 
�
jy � xj � 
� ui�s� y� � ��s� y�� On va supposer par l	absurde que pour les m�emes �s� y� �
il su�t de choisir 
 su�samment petit �

��

�t
� �L ���s� y� � fi�s� y� u�s� y�� �r����s� y��� ��

Posons

���� � inffs � t� jX t�x
s ���� xj � 
g 
 �t� 
��

�  Ys�  Zs� �
	
�Y t�x

s	��
i� ����� ��s��Z

t�x
s �i



� t � s � t � 


� �Ys� �Zs� �
	
��s�X t�x

s	��� ����� ��s��r����s�X
t�x
s �



� t � s � t � 
�

On remarque que ces processus sont respectivement solution de �la seconde EDSR r�esulte
de la formule d	It�o� et le fait que  Y� � ui���X

t�x
� � est une cons�equence de la relation

Y t�x
t
h � Y

t
h�Xt�x
t�h

t
h h � �� qui r�esulte de l	unicit�e de la solution de l	EDSR ����� �

 Ys � ui���X
t�x
� � �

Z t
�

s
����� ��r�fi�X

t�x
r � uk�X t�x

r ��  Zr�dr

�

Z t
�

s

 ZrdBr� t � s � t � 


 Ys � ����X t�x
� ��

Z t
�

s
����� ��r�

�
��

�r
� L�

�
�r�X t�x

r �dr

�

Z t
�

s

�ZrdBr� t � s � t � 


le th�eor
eme de comparaison ��� entra�"ne� d	apr
es l	hypoth
ese faite sur ��  Yt � �Yt� soit
ui�t� x� � ��t� x�� ce qui est absurde�

Remarque ��� Si l�on pose v�t� x� � u�T � t� x�� alors on a une formule probabiliste pour
le syst�eme d�EDP paraboliques progressives�

�v

�t
�t� x� � L v�t� x� � f�x� v�t� x�� �rv���t� x��� t � �� x � Rd�

v��� x� � g�x�� x � Rd�

en terme de la solution de l�EDSR

 Y t�x
s � g�X��x

t � �

Z t

s
f�X��x

r �  Y t�x
r �  Zt�x

r �dr �

Z t

s

 Zt�x
r dBr� � � s � t�

au sens o�u v�t� x� �  Y t�x
� �
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��� Quelques m�ethodes probabilistes pourles �equations aux d�eriv�ees partielles

Remarque ��� Notons que l�on peut consid�erer des conditions au bord de type Dirichlet�
ainsi que des conditions de Neumann non lin�eaires �cf� Pardoux� Zhang ������

On a �egalement des formules probabilistes pour des syst�emes d�EDP elliptiques�

Signalons encore deux extensions des r�esultats ci�dessus� D�une part� on peut consid�
�erer un syst�eme d�EDP du second ordre o�u l�op�erateur lin�eaire L qui appara��t est di��erent
sur chaque ligne� cf� Pardoux �	��

En
n� on peut traiter des �equations quasilin�eaires� en faisant d�ependre les coe�cients
de l��equation de X de la solution �Y� Z� de l�EDSR� cf� Pardoux� Tang �����

	 Propagation d�onde dans les �equations de

r�eaction
di�usion�

Les �equations renormalis�ees de Kolmogorov� Petrovskii� Piskunov s	�ecrivent sous la forme

�
�u�

�t
�t� x� � �L u��t� x� � �

�c�x�u
��t� x���� u��t� x��� t � �� x � Rd�

u���� x� � g�x�� x � Rd�

avec L op�erateur elliptique� � � c � c�x� �  c� g est positive born�ee� Freidlin ���� a montr�e

a l	aide de techniques de grandes d�eviations que pour tout x � Rd� il existe une valeur
critique tx � � telle que si t � tx u��t� x� tend vers �� et si t � tx� u

��t� x� tend vers
�� quand � tend vers �� Evans� Souganidis ���� et Barles� Souganidis ��� ont pr�ecis�e ce
r�esultat en �etudiant� 
a l	aide de techniques de solutions de viscosit�e� la convergence de
� log u��t� x� vers une fonction V � ��

Cela permet d	�etablir une vitesse de convergence exponentielle vers �� sur l	ensemble
V � �� La vitesse de convergence vers � s	�etudie en calculant la limite de � log���u��t� x���

Pradeilles ���� g�en�eralise ces r�esultats 
a l	aide des EDSR dans deux directions� D	une
part� il remplace l	hypoth
ese d	ellipticit�e par une hypoth
ese d	hypoellipticit�e� D	autre part�
il consid
ere des nonlin�earit�es d�ependant du gradient de la solution� En�n� dans ����� il
�etudie le cas des syst
emes d	�equations� Il semble que l	int�er�et des EDSR r�eside � pour cet
exemple � dans la capacit�e de contr�oler ru� par u��

� Homog�en�eisation d�EDP semilin�eaires

�a coe
cients p�eriodiques

Nous allons �enoncer deux r�esultats en homog�en�eisation des EDP semilin�eaires 
a coe�cients
p�eriodiques� qui ont �et�e d�emontr�es r�ecemment 
a l	aide des EDSR�

���

Le premier de ces r�esultats� d�u 
a Buckdahn� Hu� Peng �$�� traite l	homog�en�eisation du
syst
eme d	EDP semilin�eaires paraboliques
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�
�u�

�t
� L�u�i �t� x� � fi�x�

x

�
� u��t� x�� �ru�i���t� x�� �� i � k�

u���� x� � u��x��
����

o
u L� �
�




X
i�j

aij�
x

�
�

��

�xi�dj
�
�

�

X
i

	x
�


 �

�x�
� a � ���� � et b sont p�eriodiques de p�eriode

un dans chaque direction et globalement lipschitziens� a�x� � 
I � �� �x � R
d� On

suppose f et u� born�es et uniform�ement continus� et f�x� y� z� globalement lipschitzienne
en �y� z�� uniform�ement par rapport 
a x�

Soit ��dx� � p�x�dx l	unique probabilit�e invariante du processus fUt� t � �g sur le
tore Td� solution de l	EDS �

d Ut � b�Ut�dt� ��Ut�dBt� t � ��

De fa!con �equivalente on peut d�e�nir p comme l	unique solution positive de l	EDP
sur le tore Td

�L���p�x� � ��

qui v�eri�e

Z
Td

p�x�dx � �� On suppose satisfaite l	hypoth
ese de centrage

Z
bi�x���dx� � �� � � i � d�

Sous cette hypoth
ese� pour chaque i il existe une unique solution dansW ��p�Td�� � centr�ee�
de l	�equation de Poisson

L �bi�x� � bi�x� � �� � � i � d�

qui est donn�ee par la formule

�bi�x� �

Z �

�
Ex �bi�Ut��dt�

cf� ci�dessus section 
�
On d�e�nit alors les coe�cients de l	�equation homog�en�eis�ee �

A �

Z
Td

�I �r�b�a�I �r�b���x���dx�

 f�x� y� z� �

Z
Td

f�x� y� z�I �r�b���x�����dx��

On d�e�nit u � Cb���� T �
R
d�Rk� comme la solution du syst
eme d	EDP homog�en�eis�ees �
�

�
�u�
�t

�t� x� �
�




X
i�j

Aiju��t� x� �  f��x� u�t� x��ru��t� x�� a�
����� � � � � k� t � �� x � Rd�

u��� x� � u��x��
��$�
et on a le r�esultat � u��t� x�	 u�t� x�� �t � �� x � Rd�

ESAIM� Proc
� Vol
 �� Septembre 
���� �
�
��



��� Quelques m�ethodes probabilistes pourles �equations aux d�eriv�ees partielles

���

Le second r�esultat� d�u 
a Pardoux �
��� consid
ere une EDP semilin�eaire o
u la nonlin�earit�e
ne peut pas d�ependre du gradient� mais on a une nonlin�earit�e fortement oscillante� L	EDP

a homog�en�eiser s	�ecrit ��

�u�

�t
�t� x� � L�u��t� x� �

�

�
e�
x

�
� u��t� x�� � f�

x

�
� u��t� x���

u���� x� � u��x��
����

On suppose que

L� �
�




X
i�j

aij�
x

�
�

��

�xi�xj
�

�

�

X
i

bi�
x

�
�
�

�xi
�
X
i

ci�
x

�
�
�

�xi
�

avec a continue� b et c mesurables born�es� et les trois coe�cients sont p�eriodiques de

p�eriode � dans chaque direction� a�x� � 
I � �� aij � aji� et
dX

j��

�aij
�xj

est une fonction

born�ee� � � i � k� On suppose 
a nouveau queZ
Td

bi�x���dx� � �� � � i � k�

et aussi que Z
Td

e�x� y���dx� � �� y � R�

o
u � est la mesure invariante de la section ���� On suppose en outre que e est de classe
C�
b en y� uniform�ement par rapport 
a x�

En�n on suppose que f est mesurable et v�eri�e

�f�x� y�� f�x� y����y � y�� � �jy � y�j�

jf�x� y�j � K�� � jyj���

pour certains �� K et tous les x� y� y��
En�n� u� est suppos�ee continue 
a croissance polynomiale 
a l	in�ni�
Outre les fonctions �bi� � � i � k de la section ���� on d�e�nit pour chaque y � R la

solution de l	�equation de Poisson sur Td �

L �e�x� y� � e�x� y� � ��

Sous des conditions suppl�ementaires assurant que la solution de l	EDP ���� est
unique et �co'"ncide avec la solution de l	EDSR correspondante�� on a u��t� x� 	 u�t� x��
o
u u est la solution de l	EDP semilin�eaire �


��
��

�u

�t
�t� x� �

�




X
i�j

Aij
��u

�xi�xj
�t� x� �

dX
i��

Ci�u�t� x��
�u

�xi
�t� x� �D�u�t� x���

u��� x� � u��x��

ESAIM� Proc
� Vol
 �� Septembre 
���� �
�
��



�Etienne Pardoux ���

et
A �

R
Td
�I �r�b�a�I �r�b���x���dx�

C�y� �
R
Td

h
�I �r�b�c� a 	��e�

	x�	y��� y��
i
�x���dx�

D�y� �
R
Td
�� 	�e

	x��� y�� c � � 	�e
	ye��� y� �

	��e
	x	ya

	�e�

	x ��� y� � f��� y���x���dx��

Remarque 	�� On trouvera d�autres r�esultats d�homog�en�eisation d�EDP non lin�eaires� y
compris d�homog�en�eisation stochastique �au lieu de p�eriodique�� d�emontr�es par des m�eth�
odes analogues� dans Gaudron� Pardoux ����� Voir aussi Briand� Hu� ���� Hu� Peng �����
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