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R�esum�e�

Ce texte d�ecrit l�apparition des id�ees concernant l�Homog�en�eisation et les H�mesures�
et sugg�ere quelques aspects qui pourraient �etre utiles en Analyse Num�erique�
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Souvenirs

Parce que je voulais �etre ing�enieur� sans avoir aucune id�ee de ce que pouvait �etre le
travail d�un ing�enieur� j�avais pr�ef�er�e l�Ecole Polytechnique �encore sur la Montagne Sainte
Genevi�eve �a cette �epoque� �a l�Ecole Normale Sup�erieure� J�eus ainsi la chance d�avoir deux
enseignants remarquables� Laurent SCHWARTZ comme professeur d�Analyse la premi�ere
ann�ee� et Jacques	Louis LIONS comme professeur d�Analyse Num�erique la seconde ann�ee�
Un soir de l�automne 
���� au d�ebut de ma deuxi�eme ann�ee d��etudes� j�allais �ecouter
une conf�erence que Laurent SCHWARTZ donnait pour les �el�eves dans l�amphi POINCAR�E o�u
il avait enseign�e l�ann�ee pr�ec�edente �les cours de Jacques	Louis LIONS avaient lieu dans
l�amphi GAY	LUSSAC�� Sa conf�erence avait un titre comme 
le devoir et la responsabilit�e
du scienti�que�� mais il y parla vite d�autres choses et quand il mentionna que ses amis
ing�enieurs regrettaient qu�apr�es quelques ann�ees passionnantes ils en �etaient arriv�es �a ne
faire pratiquement que de l�administration� j�en d�eduisis que la carri�ere d�ing�enieur n��etait
pas faite pour moi car j�avais beaucoup trop de di�cult�es d�expression �a l��epoque� tant
orales qu��ecrites� pour choisir une voie o�u je risquais d�avoir �a faire de l�administration�
J�arrivai vite ce soir	l�a �a la d�ecision de faire de la recherche en Math�ematiques�
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��� Homog�en�eisation et H�mesures

Assez naturellement� je demandai �a Jacques	Louis LIONS de me guider dans la
recherche� Je sus assez vite que j�aurais un poste de Stagiaire de Recherche au CNRS
�a partir d�octobre 
���� apr�es la �n de mon contrat de trois ans avec l�arm�ee� mais peut	
�etre parce que le Gouvernement faisait un e�ort de d�eveloppement pour la recherche �a
cette �epoque� je passai cette troisi�eme ann�ee avec comme seule obligation de passer mon
DEA� Jacques	Louis LIONS mentionna plus tard la possibilit�e d�avoir un poste �a l�IRIA�
o�u il allait diriger un groupe de recherches en Analyse Num�erique� mais le statut de cet
institut n��etait pas tr�es clair �a ce moment l�a� Les cours d�Analyse Num�erique avaient lieu
�a l�Institut Blaise PASCAL dans le Nord de Paris� mais je suivais aussi des cours ainsi que
le s�eminaire LIONS	SCHWARTZ �a l�IHP� ainsi que des cours et s�eminaires �a l�IRIA�

Je ne connaissais alors l�Analyse Num�erique qu��a travers ce que Jacques	Louis LIONS
enseignait� et il y mettait bien s�ur un peu plus d�Analyse Fonctionnelle qu�il n��etait vrai	
ment n�ecessaire� Il m�avait cependant demand�e d�apprendre le Fortran� ce que j�avais fait
en trouvant un stage �a IBM� mais je d�ecouvrais ensuite que le langage o�ciel du DEA
�etait Algol � J��ecrivis quand m�eme en Fortran le programme pour tester l�algorithme que
Mo��se SIBONY m�avait demand�e d��etudier pour mon stage de DEA� Je n�avais pas trouv�e
cet algorithme tr�es performant du point de vue th�eorique� et quand je me d�ecidai �a tester
mon programme� j�eus la surprise de trouver l�Institut Blaise PASCAL ferm�e � la gr�eve
g�en�erale de mai �� venait de commencer � Je connaissais �a Polytechnique une salle avec
un ordinateur IBM� et comme la porte �etait ouverte et que personne n��etait l�a quand j�y
allais� je traitais mon paquet de cartes tout seul et comme mon programme tourna alors
sans probl�eme� je partis avec quelques pages de r�esultats sans que personne ne m�ait de	
mand�e ce que je faisais l�a � Comme la suite montra que j�avais des tendances de th�eoricien�
ce court programme fut le seul que j��ecrivis en trente ans�

Pendant ces ann�ees d�initiation� j�apprenais de Jacques	Louis LIONS comment trans	
former les �equations aux d�eriv�ees partielles de la M�ecanique des Milieux Continus ou de la
Physique en probl�emes variationnels� mais malgr�e ce que j�avais appris en M�ecanique et en
Physique �a Polytechnique� je n�avais gu�ere acquis d�intuition concernant le sens physique
des �equations que j��etudiais� �a grand renfort de th�eor�emes g�en�eraux d�Analyse Fonction	
nelle et d�espaces de SOBOLEV� Ce ne fut qu�apr�es mes travaux avec Fran�cois MURAT� issus
d�un sujet d�optimisation purement acad�emique o�u nous avions red�ecouvert et �etendu des
r�esultats ant�erieurs de Sergio SPAGNOLO et d�Ennio DE GIORGI� que je compris comment
d�ecrire les relations entre grandeurs microscopiques et macroscopiques �a l�aide de diverses
convergences faibles� ce qui me donnait en�n une plateforme plus math�ematique pour ini	
tialiser l�immense t�ache de donner des bases rationnelles pour ce qu�on m�avait enseign�e
dans mes cours de Physique �et mettre au rebut les arguments pseudo	probabilistes qu�on
avan�cait alors comme explications�� Si nos r�esultats sont maintenant connus sous le titre
d�Homog�en�eisation� choisi par Ivo BABU�SKA� et souvent utilis�es par certains qui se les ap	
proprient tout en montrant par leurs erreurs qu�ils ne les ont m�eme pas bien compris� je
tiens toujours �a mentionner que c��etait gr�ace aux travaux d�Henri SANCHEZ	PALENCIA que
nous avions compris pourquoi nos r�esultats abstraits avaient un rapport avec les questions
de propri�et�es e�ectives de m�elanges�
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Ceux de ma g�en�eration ont vu l�Analyse Num�erique des �equations aux d�eriv�ees
partielles passer de l�enfance des ann�ees �� o�u on pouvait certes d�eceler quelques exc�es
d�Analyse Fonctionnelle� �a la maturit�e des ann�ees �� o�u on oublie souvent de compl�eter
par des �etudes th�eoriques les r�esultats de simulations num�eriques e�ectu�ees quelquefois
sans trop y r�e��echir� comme si on aimait �a croire que la rapidit�e des ordinateurs allait
corriger les erreurs de mod�elisation�

Il est bon de temps �a autre de se pencher sur l��evolution d�une discipline pour
analyser les facteurs qui l�ont fait �evoluer� et on pourrait certainement apprendre beaucoup
en �etudiant les programmes des congr�es annuels d�Analyse Num�erique organis�es depuis
trente ans� mais je suis mal plac�e pour faire cette analyse� n�ayant essentiellement assist�e
qu�aux congr�es o�u on m�avait invit�e� en 
��� �a Imbours� en 
��� �a Lamoura� et en 
��� �a
Belgod�ere� et je suis tr�es reconnaissant �a mes amis de Marseille d�avoir pens�e �a m�inviter
�a nouveau� en 
��� �a Arles� Je pense que c�est Jean C�EA qui avait organis�e le premier
de ces congr�es il y a trente ans� alors qu�il enseignait encore �a Rennes� et j�esp�ere que lui
et peut	�etre aussi les organisateurs des congr�es suivants prendront leur plume pour nous
rappeler comment les choses se passaient dans ces temps	l�a� o�u ces congr�es ressemblaient
beaucoup plus �a des r�eunions de famille�

Isaac NEWTON �
���	
���� avait �ecrit 
If I have seen a little further it is by standing
on the shoulders of Giants�� et je suis d�avis qu�on devrait suivre son exemple et penser
de temps �a autre �a remercier ceux qui ont ouvert avant nous les voies qui nous permettent
maintenant d�acc�eder �a de nouvelles d�ecouvertes�

Je ne rappellerai pas l�oeuvre des pionniers de l�Analyse Fonctionnelle� au d�ebut du
si�ecle� et je me bornerai comme d�habitude �a citer surtout des math�ematiciens que j�ai
rencontr�es personnellement� m�eme si je ne peux pr�etendre avoir assez parl�e avec eux pour
qu�ils m�aient expliqu�e pourquoi et comment ils avaient introduit telle ou telle id�ee� Bien
s�ur� il faut au moins remonter aux ann�ees �� pour citer les travaux de Sergei SOBOLEV et
ceux de Jean LERAY� donnant le ton fondamental � s�int�eresser aux �equations aux d�eriv�ees
partielles de la M�ecanique des Milieux Continus et de la Physique et une fois identi��es
les probl�emes importants �ce qui n�est pas toujours si facile�� cr�eer de nouveaux outils
math�ematiques pour pouvoir en�n traiter ces probl�emes correctement� Il faut cependant
noter que si certains espaces de SOBOLEV sont naturels pour un probl�eme donn�e �car ils
expriment en g�en�eral qu�une �energie est �nie�� d�autres espaces� comme ceux qu�on utilise
pour des questions de r�egularit�e de solutions� n�ont rien de naturel� m�eme s�ils portent un
nom c�el�ebre� que ce soit celui de SOBOLEV ou un autre�

On m�a rapport�e que Jean LERAY avait conclu son expos�e �a un congr�es en l�honneur
de Jacques	Louis LIONS par les mots 
et c�est ainsi que SOBOLEV inventa les distributions��
On ne m�a pas rapport�e les r�eactions de Laurent SCHWARTZ ce jour	l�a� mais malgr�e son
refus de m�aider pour la d�efense de mes droits dans la lutte solitaire que j�ai men�e contre le
groupe des faussaires d�Orsay� je ne voudrais pas voler une seule id�ee �a Laurent SCHWARTZ

pour l�attribuer �a un autre � je n�ai pas encore men�e mon enqu�ete sur la gen�ese de ces
id�ees� et bien qu�un ami am�ericain m�ait signal�e qu�on devrait citer Herman WEYL pour la
th�eorie des distributions� je n�ai pas encore pris le temps d��etudier cette piste� Les noms
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��� Homog�en�eisation et H�mesures

de LERAY et de SCHWARTZ apparaissent certainement dans ma liste des G�eants�
Bien s�ur� je mettrai aussi le nom de Jacques	Louis LIONS dans cette liste� Son

r�ole a �et�e capital dans le d�eveloppement d�une �ecole fran�caise d�Analyse Num�erique des
�equations aux d�eriv�ees partielles� et dans la formation d�un certain nombre d�analystes
appliqu�es� form�es comme je l�ai �et�e �a l�utilisation des id�ees de l�Analyse Fonctionnelle et
de la th�eorie des distributions pour certaines �equations aux d�eriv�ees partielles issues de
la M�ecanique des Milieux Continus� On doit cependant se demander si son int�er�et initial
pour l�Analyse Num�erique ne tenait pas �a ce qu�il avait observ�e que dans les travaux de
Peter LAX il y avait �enorm�ement d�Analyse Fonctionnelle associ�ee �a l��etude des sch�emas
num�eriques � la philosophie qu�un sch�ema lin�eaire est convergent si et seulement si il est
stable et consistant avec l��equation aux d�eriv�ees partielles qu�il est cens�e approcher a d�u
lui permettre d�envisager un programme syst�ematique de traduction de tous les sch�emas
num�eriques d�ej�a utilis�es par les ing�enieurs dans le langage de l�Analyse Fonctionnelle et le
cadre des espaces de SOBOLEV�

Bien que Jacques	Louis LIONS ait le plus souvent choisi ses probl�emes en liaison avec
des questions de M�ecanique des Milieux Continus� ou plus g�en�eralement dans les Sciences
de l�Ing�enieur� je m��etais vite aper�cu qu�il ne s�int�eressait pas vraiment �a la M�ecanique� et
que son but �etait �nalement assez di��erent du mien� Pour expliquer certains de ses choix�
je me demande �nalement si son but n��etait pas oppos�e au mien� car cela expliquerait
pourquoi il avait �a plusieurs reprises choisi soit d�attribuer mes r�esultats �a d�autres �sans
tenir compte de mes protestations�� soit de ne pas mentionner mon nom quand il utilisait
une des m�ethodes que j�avais d�evelopp�ees� Je n�oublie pas l�accumulation de ses m�erites�
et le nom de LIONS appara��t dans ma liste des G�eants�

Convergences faibles et Homog�en�eisation

Au d�ebut des ann�es ��� j�ai d�evelopp�e avec Fran�cois MURAT les bases d�une th�eorie
math�ematique� qu�on appelle maintenant l�Homog�en�eisation� m�eme si ce terme est souvent
mal compris par beaucoup qui l�utilisent un peu n�importe comment�

Les premiers r�esultats math�ematiques avaient �et�e obtenus par Sergio SPAGNOLO�
qui suivait des suggestions d�Ennio DE GIORGI� Sergio SPAGNOLO avait ainsi trait�e en

������ des probl�emes de di�usion� elliptiques ou paraboliques� dans le cas d�op�erateurs
sym�etriques� et il avait choisi le terme de G	convergence pour d�ecrire ces r�esultats� pour
rappeler qu�il s�agissait en fait de la convergence des fonctions de GREEN  !�"� !�"�

Fran�cois MURAT avait obtenu en 
��� des r�esultats de non existence pour un prob	
l�eme d�optimisation purement acad�emique� que Jacques	Louis LIONS avait pos�e  �
"� ��"�
Comme nous partagions un bureau �a Jussieu �a l��epoque� j�avais �et�e intrigu�e par ses r�e	
sultats et nous avions ainsi commenc�e �a travailler ensemble� Nous n��etions pas conscients
que les id�ees que Fran�cois utilisait pour ses contre	exemples �etaient analogues �a celles que
Laurence C� YOUNG avaient introduites �a la �n des ann�ees ��  ��"� et semblables �a celles
dont j�avais entendu parler au s�eminaire PALLU DE LA BARRI�ERE �a l�IRIA �o�u les mesures
de YOUNG �etaient appel�ees mesures param�etr�ees� et l�id�ee attribu�ee �a GHOUILA	HOURI��
Ce n�est que plus tard� parce que nous avions trouv�e des d�emonstrations simples� que le
lien avec des r�esultats ant�erieurs est apparu� Sans conna��tre les r�esultats ant�erieurs de
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Sergio SPAGNOLO� nous avons �etudi�e le probl�eme d�existence et d�e�ni une notion un peu
di��erente� que Fran�cois choisit plus tard d�appeler la H	convergence dans son cours �a Alger
 ��"� le H rappelant maintenant le terme Homog�en�eisation� introduit par Ivo BABU�SKA  
"�

Puis nous avons d�ecouvert les travaux des Italiens� Tullio ZOLEZZI� l�article d�Ennio
DE GIORGI et Sergio SPAGNOLO  �" pr�ecurseur de la #	convergence� et celui d�Antonio
MARINO et Sergio SPAGNOLO  ��"� mais nous avions besoin de bornes plus pr�ecises dans
notre travail et nous avons mis au point une premi�ere m�ethode pour obtenir des bornes
sur les coe�cients e�ectifs �les quali�catifs homog�en�eis�es ou e�ectifs n��etaient pas encore
utilis�es�� et j�en parlais �a Rome en Avril 
���  !�" �en oubliant de mentionner Fran�cois
MURAT� je crois�� En passant en revue tous les cas o�u nous �etions capables de calculer
les limites� nous avons ensuite d�ecouvert le lemme Divergence	Rotationnel� pr�ecurseur de
la Compacit�e par Compensation� et en Juin 
��� �a Rocquencourt j�utilisais nos r�esultats
pour d�eduire des conditions n�ecessaires d�optimalit�e �plus pr�ecises que celles que Jean C�EA

utilisait avec son �equipe �a Nice�� et je d�ecrivais pour la premi�ere fois la convergence faible
comme moyen de relier des grandeurs microscopiques et macroscopiques  !�"�

Nous avions compris que nos probl�emes de convergences faibles �etaient reli�es aux
questions de propri�et�es e�ectives des m�elanges gr�ace aux travaux d�Henri SANCHEZ	
PALENCIA� qui utilisait des d�eveloppements asymptotiques pour des milieux p�eriodiques
 !�"� !
"�

Je passai l�ann�ee 
�����! �a Madison et je mis au point une m�ethode plus e�cace
que celle d�evelopp�ee avec Fran�cois MURAT� bas�ee sur l�utilisation syst�ematique du lemme
Divergence	Rotationnel �gr�ace aux explications de Joel ROBBIN je comprenais mieux la
relation avec les formes di��erentielles�� et je montrai cette m�ethode �a Jacques	Louis LIONS
�a un congr�es �a Marseille en Septembre 
��!  �!"� et il l�utilisa plus tard de mani�ere syst�e	
matique� appelant ma m�ethode 
m�ethode de l��energie� mais sans beaucoup me l�attribuer
�certains Italiens l�appellent la 
m�ethode de dualit�e�� et je l�appelle moi m�eme la 
m�eth	
ode des fonctions tests oscillantes��� Curieusement� Jacques	Louis LIONS n�avait pas paru
int�eress�e par nos r�esultats avant 
���� et il s��etait mis �a travailler pendant mon absence
avec Alain BENSOUSSAN et George PAPANICOLAOU sur des probl�emes avec structures p�eri	
odiques parce qu�Ivo BABU�SKA l�avait convaincu de l�int�er�et de cette question pour des
probl�emes d�ing�enieur� mais il n�avait pas pens�e �a nous demander les d�etails de ce que
j�avais �ecrit dans  !�"�

Du point de vue th�eorique� Leon SIMON d�ecouvrit ind�ependamment la m�eme m�eth	
ode � il connaissait les articles de Sergio SPAGNOLO� et avait fait travailler son �el�eve
MCCONNELL sur le sujet  ��" et il mit ensuite lui	m�eme la main �a la p�ate � le referee�
probablement de l�Ecole Italienne� lui signala ensuite mes travaux  !�"�

Olga OLEINIK d�ecouvrit la m�eme m�ethode mais probablement pas ind�ependamment�
car elle avait d�u lire ou entendre en quoi consistait la m�ethode dans le cas p�eriodique et
elle l��etendit d�abord au cas presque p�eriodique puis au cas g�en�eral� Apr�es ma lutte �a
Orsay� j�ai d�u constater qu�on �evitait syst�ematiquement de citer mon nom et que certains
s�attribuaient souvent mes id�ees� J�ai cru qu�Olga OLEINIK �evitait de mentionner mon
nom pour la m�eme raison� mais elle a un jour expliqu�e qu�elle ignorait la r�ef�erence �a la
H	convergence du cours d�Alger de Fran�cois MURAT  ��"� J�en ai d�eduit que la th�eorie
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g�en�erale� sans hypoth�ese de p�eriodicit�e� que j�avais d�evelopp�ee avec Fran�cois MURAT et
que j�avais expos�ee dans mon cours PECCOT au Printemps 
���� avait �et�e pass�ee sous
silence�

Avant qu�il y ait une d�e�nition math�ematique de ce que sont les coe�cients e�ectifs
d�un m�elange en utilisant la G	convergence �SPAGNOLO et DE GIORGI� ou la H	convergence
�MURAT et TARTAR�� il y avait eu pas mal de r�esultats formels� car on doit se rappeler
que seuls les math�ematiciens prennent le temps de d�e�nir les choses dont ils parlent�
Parmi ces calculs formels� certains sont tout simplement faux� d�autres sont des conjec	
tures qui ne sont pas toujours faciles �a trancher� et d�autres sont exacts et se d�emontrent
sans trop de di�cult�es une fois les d�e�nitions math�ematiques pr�ecis�ees� Dans  
" Ivo
BABU�SKA a mentionn�e des contributions anciennes� POISSON �
����� MAXWELL �
�����
RAYLEIGH �
����� et il a compar�e les r�esultats de diverses formules anciennes propos�ees
en M�ecanique� Physique� Chimie� J�avais auparavant �et�e tr�es surpris de trouver dans un
cours de Physique Th�eorique de LANDAU et LIFCHITZ un paragraphe o�u ils pr�etendaient
calculer la conductivit�e d�un m�elange en fonction des proportions des di��erents mat�eriaux
conducteurs utilis�es� et j�en avais d�eduit qu�ils ne savaient pas de quoi ils parlaient � les
calculs que j�avais faits avec Fran�cois MURAT montraient que� m�eme en supposant le r�e	
sultat isotrope� on ne pouvait pas d�eduire la H	limite en fonction des mesures de YOUNG

�ce qui est la mani�ere math�ematique de dire que les statistiques �a un point sont insu�	
isantes�� Notre premi�ere m�ethode pour obtenir des bornes sur les coe�cients e�ectifs ne
faisait que d�emontrer des in�egalit�es 
classiques� que nous ne connaissions pas �a l��epoque �

quand on dit qu�un r�esultat est bien connu� on veut dire qu�il est connu de ceux qui
le connaissent bien�� car il est souvent encore inconnu d�un autre groupe de personnes�
Quand j�ai parl�e �a Rome en 
���� Sergio SPAGNOLO et Ennio DE GIORGI ignoraient ces
bornes �el�ementaires que j�avais d�ecouvertes avec Fran�cois MURAT� et Ennio DE GIORGI

�etait de la liste des G�eants� et si je ne l�ai pas mentionn�e dans ma liste au d�ebut� c�est
parce que je n�ai pas �et�e in�uenc�e par ses id�ees� Nous n�avions pas red�ecouvert ces bornes
car elles �etaient inconnues des math�ematiciens et personne ne nous avait signal�e ces in�egal	
it�es 
bien connues�� qui d�ailleurs ne pouvaient qu��etre quali��ees de conjectures �puisqu�il
fallait d�abord conjecturer qu�on pourrait d�e�nir correctement des coe�cients e�ectifs et
qu�ensuite certaines in�egalit�es seraient vraies� � Ennio DE GIORGI et Sergio SPAGNOLO au	
raient pu ais�ement d�eduire ces bornes de leur approche  �" si on les leur avait mentionn�ees
�notre m�ethode �etait adapt�ee �a la H	convergence� et donc n��etait pas li�ee �a un principe de
minimisation comme dans le cas de la G	convergence��

En France� j�ai d�ej�a cit�e Henri SANCHEZ	PALENCIA comme ayant obtenu des r�esultats
formels dans le cas p�eriodique� et une fois la th�eorie g�en�erale d�evelopp�ee� il n�a pas �et�e
di�cile de v�eri�er qu�il avait eu raison sur certains probl�emes� mais il y avait pas mal
de di�cult�es pour d�autres� par exemple pour sa d�erivation de la loi de DARCY �a partir
des �equations de STOKES stationnaires �ou NAVIER	STOKES stationnaires� dans un mod�ele
p�eriodique de milieu poreux � Jacques	Louis LIONS m�avait signal�e qu�il n�arrivait pas �a
appliquer ma m�ethode car dans ce probl�eme elle requiert d��etendre la pression dans le solide
avec des estimations pr�ecises� ce que j�ai ensuite fait pour une g�eom�etrie bidimensionnelle
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��uide entourant le solide� et Gr�egoire ALLAIRE l�a fait plus tard dans le cas �p�eriodique�
g�en�eral� Il faut noter que MATHERON avait aussi obtenu la loi de DARCY en invoquant
des principes probabilistes� mais j�ignore s�il existe une d�emonstration math�ematique de
ses r�esultats �la description des milieux poreux dans son approche �etait bien plus r�ealiste
que la mod�elisation par un milieu p�eriodique�� Je ne pense pas que la Nature utilise
des probabilit�es� et elles ne sont postul�ees �a certains endroits que pour masquer notre
incompr�ehension de ce qui s�y passe� et je pr�ef�ere mod�eliser cette incertitude par des
questions de convergences faibles adapt�ees� ce qui �a premi�ere vue n�est pas trop di��erent
puisqu�une esp�erance consiste �a int�egrer dans une variable cach�ee �� mais cela s�av�ere �etre
tr�es di��erent du point de vue philosophique� car mon approche permet de consid�erer des
solutions d��equations aux d�eriv�ees partielles et de les laisser avoir toutes les oscillations
possibles �a condition qu�elles soient compatibles avec l��equation� et c�est di�cile pour
l�approche probabiliste qui postule trop les lois suivies �Joe KELLER rapportait un jour
qu�il y a assez longtemps il y avait pas mal d�articles sur la statistique des longueurs
d�ondes des vagues �a la surface de la mer� mais quand les satellites ont p�u mesurer ce qui
se passait dans la r�ealit�e� on s�est aper�cu que toutes les lois propos�ees �etaient fausses��

Aux Etats	Unis� j�avais appris �par Carl DEBOOR� l�existence d�articles d�Ivo
BABU�SKA � et j�avais ensuite b�en�e�ci�e de ses conseils� Bien s�ur� si on s�int�eresse �a l�Analyse
Num�erique des probl�emes d�Homog�en�eisation �pour des structures p�eriodiques� on doit
consulter ses travaux  
"� �"� �"� �"� !"� ��"�

J�avais fait un expos�e au COURANT Institute �a NYU� et Louis NIRENBERG m�avait
montr�e des calculs de MCCONNELL �pour le cas des mat�eriaux feuillet�es en Elasticit�e
lin�earis�ee� �etendant les calculs que Fran�cois MURAT avait fait pour le cas d�une �equation
de di�usion�  ��"� Je n�avais pas rencontr�e Joe KELLER car� comme il me l�a dit peu apr�es�
il n�avait pas �et�e int�eress�e par le titre de mon expos�e �qui parlait de contr�ole dans les coef	
�cients�� Il m�avait racont�e qu�apr�es avoir trouv�e comment homog�en�eiser l��equation de la
chaleur en une dimension d�espace� il avait demand�e �a Louis NIRENBERG s�il pouvait deviner
comment on passait �a la limite� et Louis NIRENBERG lui avait r�epondu qu�il fallait consid	
�erer la limite faible de l�inverse du coe�cient de conductivit�e et� apr�es cet e�et de surprise�
avait avou�e qu�on lui avait expliqu�e ce r�esultat � il revenait de Pise et Sergio SPAGNOLO
lui avait parl�e de ses travaux� Joe KELLER avait en fait d�ej�a publi�e plusieurs articles sur
des questions li�ees �a l�Homog�en�eisation  
�"� ��"� ��"� ��"� ��"� �
"� ��"� ��"� �!"� ��"�

J�avais aussi d�ecouvert un article de George PAPANICOLAOU o�u j�avais trouv�e une
ressemblance avec ce que j�avais fait avec Fran�cois MURAT� Bien s�ur� je n�ai jamais travaill�e
sur des mod�eles probabilistes� mais j�ai pu noter plus tard que ma m�ethode avait inspir�e
George PAPANICOLAOU et Srinivasa VARADHAN pour leur d�emonstration dans un cadre
purement probabiliste  ��"�

J�ai appris plus tard qu�il y avait aussi eu des pr�ecurseurs en URSS� HRUSLOV d�es les
ann�ees �� et BAHVALOV dans les ann�ees ��� mais une mention particuli�ere doit �etre faite
de K� LUR�IE� Ind�ependamment de ce que Fran�cois MURAT faisait aussi en 
���� mais en
travaillant sur un probl�eme d�optimisation r�ealiste� K� LUR�IE avait d�ecouvert un probl�eme
d�optimisation sans solution optimale� et s�il n�avait pas d�ecouvert l�Homog�en�eisation�
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il n�en �etait pas tr�es loin� mais il avait suivi �consciemment� les id�ees de PONTRYAGIN�
alors que nous avions suivi �inconsciemment� les id�ees de L� C� YOUNG � il avait trouv�e
comment �ecrire des conditions d�optimalit�e plus fortes que celles qu�on obtient en suivant
l�id�ee habituelle due �a HADAMARD �et ce n��etait pas une extension �evidente des r�esultats
ant�erieurs�� mais il avait seulement une intuition de ce que pouvaient �etre des solutions
g�en�eralis�ees � il l�avait appris en d�ecouvrant mon article  !�"� C�est ce qu�il avait expliqu�e
�a Jean	Louis ARMAND quand celui	ci �etait venu le voir �a Leningrad� ajoutant qu�il avait eu
de la chance que  !�" ait �et�e publi�e pour un congr�es portant sur le contr�ole et non sur les
�equations aux d�eriv�ees partielles � Jean	Louis ARMAND avait d�ecouvert quelques situations
paradoxales dans les calculs que lui et d�autres ing�enieurs faisaient pour trouver des formes
optimales� et dans la litt�erature il n�avait trouv�e que les travaux de LUR�IE qui semblaient
en donner une explication� et c�est LUR�IE qui avait donc mentionn�e mes travaux �a Jean	
Louis ARMAND� qui m�avait ensuite demand�e de participer �a un enseignement qu�il faisait�
Malheureusement Robert KOHN ��a qui j�avais expliqu�e mes travaux avec Fran�cois MURAT

en juin 
���� semble avoir d�ecid�e �a partir de 
��� de faire croire que lui et ses amis �etaient
les inventeurs des id�ees que j�avais d�evelopp�ees� seul ou en collaboration avec Fran�cois
MURAT� et en particulier il a essay�e de faire croire que LUR�IE avait invent�e la deuxi�eme
m�ethode pour obtenir des bornes sur les coe�cients e�ectifs �bas�ee sur la Compacit�e par
Compensation que j�avais d�evelopp�ee en collaboration avec Fran�cois MURAT en 
��������
que j�avais expos�ee en 
���  !�" � comme ce texte �etait en fran�cais� et que je n�en connaissais
pas la r�ef�erence exacte car on avait oubli�e de m�envoyer un exemplaire des comptes rendus
de la conf�erence� je l�avais mentionn�ee en anglais dans un congr�es �a Minneapolis en 
���
�dont KOHN �etait un des organisateurs�  !�"� Pendant un s�ejour au COURANT Institute en
juin 
���� j�avais d�ecouvert comment choisir certaines fonctionnelles apparaissant dans ma
m�ethode� et ayant signal�e ces nouvelles bornes pour le cas isotrope� George PAPANICOLAOU

m�avait dit de les comparer aux bornes de HASHIN et SHTRIKMAN  �!"�

C��etait bien les m�emes bornes� et j�en avais donc donn�e la premi�ere d�emonstration�
car la d�erivation de leur formule par HASHIN et SHTRIKMAN ne tenait pas debout � par
contre� leur construction de sph�eres concentriques pour montrer que ces bornes �etaient
atteintes �etait assez claire pour moi et je n�eus pas de mal �a l�utiliser� Optimiste� Fran�cois
MURAT sugg�era de montrer que ma m�ethode donnerait aussi les bornes optimales pour le
cas anisotrope � il avait raison� mais il nous fallut un peu de temps pour faire les calculs
pour une construction avec des ellipso��des confocaux �malgr�e les formules fournies par
Edward FRAENKEL�� et j�exposai notre r�esultat en juin 
��
 �a un congr�es �a New York�
mais sans r�ediger ma conf�erence� J�enseignais ces r�esultats dans un cours d�option �a l�Ecole
Polytechnique l�ann�ee suivante et deux �el�eves� P� BRAIDY et D� POUILLOUX� montr�erent
qu�on pouvait arriver au m�eme r�esultat sans la construction des ellipso��des confocaux�
simplement en it�erant la construction des mat�eriaux feuillet�es� Au printemps 
��� �a
Berkeley� je g�en�eralisai leur r�esultat en trouvant comment it�erer avec des directions de
feuilletage arbitraires� et j�expliquai ces r�esultats �a Robert KOHN� et comme il devait aller
�a Leningrad voir LUR�IE il me demanda m�eme l�autorisation de lui expliquer mes r�esultats
expos�es �a New York deux ans avant� ce que je n�avais pas de raison de refuser �a ce
moment l�a� A l�automne� je r�edigeai ces r�esultats pour une conf�erence d�edi�ee �a Ennio DE
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GIORGI  ��"� mais LUR�IE les r�edigea aussi� s�appropriant nos r�esultats que Robert KOHN

lui avait expliqu�es� et Robert KOHN fait depuis r�ef�erence au travail de LUR�IE comme
s�il avait invent�e ma m�ethode de  !�"� Pour ne rien arranger� Graeme MILTON �qui est
honn�ete�� avait baptis�e ma m�ethode 
m�ethode des translations� �ce qui ne m�avait pas
paru un bon choix�� et cela a permis �a beaucoup de citer ma m�ethode sans me l�attribuer�
Une d�emonstration des bornes de HASHIN et SHTRIKMAN en suivant leur m�ethode fut
obtenue par la suite par D� TALBOT et John WILLIS  !!" et par Robert KOHN et Graeme
MILTON  ��" dans le cas p�eriodique � il faut �a ce sujet mentionner que les adeptes du cas
p�eriodique �qui peut	�etre ne savent pas utiliser les m�ethodes g�en�erales que j�ai d�evelopp�ees
avec Fran�cois MURAT� �ecrivent souvent qu�il su�t de d�emontrer les bornes dans le cas
p�eriodique� et peut	�etre ne se rendent	ils pas compte que ce type de phrase n�a absolument
aucun sens pour un lecteur auquel on n�a pas signal�e qu�il existe une th�eorie g�en�erale
n�utilisant pas la p�eriodicit�e� Pourquoi d�ailleurs essayent	ils de cacher cette information
aux lecteurs $ En fait� on pourrait maintenant donner un sens �a la d�erivation de HASHIN et
SHTRIKMAN dans le cas g�en�eral en utilisant les H	mesures que j�ai introduites en 
������ �
ma troisi�eme m�ethode pour l�obtention de bornes �qui est bas�ee sur l�utilisation des H	
mesures�� est d�une certaine mani�ere une g�en�eralisation de leur id�ee� valable sans principe
de minimisation  �
"�

Robert KOHN ayant agi de telle mani�ere que beaucoup d�attributions post�erieures
�a 
��� sont maintenant erron�ees� il a aussi essay�e de brouiller les pistes des r�esultats
anciens� au moins pour ceux qui ne lisent pas le fran�cais� Dans un livre ��nalement �edit�e
avec Andrej CHERKAEV�� il a fait traduire des textes r�edig�es initialement en fran�cais et
d�autres r�edig�es initialement en russe  �"� mais il a tenu �a attribuer  !�" aussi �a Fran�cois
MURAT� ce que j�ai accept�e� et Fran�cois MURAT� en contrepartie� a demand�e que  ��" me
soit aussi attribu�e� et que  !�" soit inclus� ce qui a �et�e accept�e� Robert KOHN savait	il que
 !�" �etait la r�ef�erence �a ma 
m�ethode des translations� $ Dans l�introduction ma m�ethode
est mentionn�ee comme m�ethode de Compacit�e par Compensation� mais elle ne m�est pas
attribu�ee� et il n�est pas mentionn�e que l�article o�u elle est parue est traduit dans le livre �
Pourquoi d�ailleurs n�avoir pas traduit  ��" $

Pourquoi insister sur ces questions de chronologie $ Tout simplement parce que
certains de ceux qui n�avaient pas particip�e �a la cr�eation de ces id�ees mais voudraient
maintenant faire croire qu�ils en sont sp�ecialistes peuvent induire leurs lecteurs en erreur
�j�ignore si c�est consciemment ou non�� Attribuer �a tort un r�esultat �a quelqu�un qui n�y
est pour rien n�est pas toujours tr�es grave� mais il est plus important de noter que certains
de leurs r�esultats sont incomplets ou peut	�etre m�eme faux car ils ne dominent pas le sujet
dont ils traitent� Il faut donc se m�e�er par exemple de ceux qui font des trous dans des
mat�eriaux sans s�occuper de la r�egularit�e du bord des trous� ou qui pr�etendent qu�on peut
approcher un trou par un mat�eriau peu conducteur ou peu �elastique �ce qui est vrai� et en
pro�tent pour intervertir deux limites sans le dire �ce qui est au moins douteux puisque les
topologies qu�ils manipulent ne sont pas m�etrisables si on ne se restreint pas �a des born�es��
Si un auteur est pr�et �a attribuer �a d�autres des r�esultats� pourquoi s�encombrerait	il de
pareilles broutilles $
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En septembre 
��!� �a un congr�es �a l�Institute for Mathematics and its Applications
�a Minneapolis� quelqu�un qui par ses propres termes ne se consid�erait pas comme un math	
�ematicien annon�ca qu�il avait d�emontr�e des bornes sur les coe�cients e�ectifs en Elasticit�e
lin�earis�ee que les math�ematiciens n�avaient pas obtenues � bien s�ur� les math�ematiciens
s�erieux connaissent les d�efauts de l�Elasticit�e lin�earis�ee et ne passent pas trop de temps �a
ce jeu et cela aurait p�u �etre vrai� mais ensuite il �enon�ca un r�esultat faux� ce que je signalai
su�samment fort pour �etre entendu� mais personne ne r�eagit � il y avait deux erreurs
dans ce qu�il faisait� et seul John WILLIS est venu m�expliquer que le conf�erencier avait
bien fait une erreur dans son utilisation du terme 
non elliptique�� et je lui ai expliqu�e plus
tard o�u �etait la deuxi�eme erreur� Cela ne d�erangeait nullement les autres� qui peut	�etre
propageront des erreurs analogues dans les articles qu�ils �ecriront�

Il faut savoir que la #	convergence� bien qu�elle g�en�eralise en principe la G	
convergence� n�est pas la m�eme chose que l�Homog�en�eisation� terme qui devrait �etre com	
pris comme la d�ecouverte des lois constitutives des mat�eriaux h�et�erog�enes et la description
des oscillations qui sont cr�e�ees dans les solutions par les oscillations des coe�cients� sans
faire d�hypoth�ese de p�eriodicit�e� et aussi sans utiliser les conditions aux limites� car sinon
on ne doit pas parler de propri�etes e�ectives mais de comportement global du corps� Il
est utile de signaler qu�il n�y a pas encore de th�eorie raisonnable de l�Homog�en�eisation
pour l�Elasticit�e non lin�eaire� en d�epit de ce qu�ont �ecrit certains qui sont tomb�es dans le
pi�ege de la #	convergence � on peut toujours minimiser une �energie pour des mat�eriaux
qui sont sortis depuis longtemps du domaine o�u leur r�eponse est �elastique� mais on ne de	
vrait pas parler d��Elasticit�e �cela arrive pour les alliages �a m�emoire de forme� � on pourra
consulter le livre de Ekhard SALJE par exemple  ��"� pour les d�e�nitions de termes comme
co�elastique� ferro��que� ferro�elastique�

Peut	on encore admettre d�entendre parler de l�Elasticit�e sans jamais entendre parler
de contraintes� et peut	on prendre au s�erieux des gens qui croient encore que les mat�eriaux
�elastiques passent leur temps �a minimiser des �energies $ Quand on fait de l�Analyse
Num�erique� on cherche �a �etre e�cace� et si on veut r�esoudre A�u� % � et qu�on connait
plusieurs fonctions Fi qui ont la propri�et�e que grad Fi�u� % � implique A�u� % �� on a
parfaitement le droit de minimiser l�une des fonctions Fi pour approcher une solution de
A�u� % �� et il importe peu que la fonction qu�on a choisie ait un sens physique ou non�
On ne doit pas en d�eduire qu�il est utile de ne rien savoir sur la M�ecanique des Milieux
Continus et la Physique�

Y	a	t	il besoin de conna��tre quoi que ce soit sur l�Homog�en�eisation quand on
s�int�eresse �a l�Analyse Num�erique $ Certainement� et je me souviens d�une question de
James HYMAN� �a Los Alamos il y a une quinzaine d�ann�ees � dans un code multigrille il
y avait �a chaque niveau une valeur constante pour le coe�cient de di�usion sur chaque
maille� et l�id�ee �etait d�utiliser l�information venant des petites mailles pour am�eliorer la
constante donn�ee sur une grande maille� et le code utilisait une formule pour faire �ca� et
il se demandait si on pouvait l�am�eliorer en utilisant l�Homog�en�eisation� Ce n��etait pas
exactement une question d�Homog�en�eisation� mais si un algorithme est robuste pour des
questions d�oscillations sur des �echelles arbitrairement petites� on devrait pouvoir l�utiliser
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pour des coe�cients pas tr�es r�eguliers et obtenir de bons r�esultats �en dimension 
 on
utilise la moyenne de l�inverse de la conductivit�e�� car il faut se rappeler que les esti	
mations classiques d�erreurs ne sont valables que pour des coe�cients assez r�eguliers� Les
formules d�Homog�en�eisation de faible amplitude utilisant les H	mesures  �
" devraient �etre
utiles en Analyse Num�erique �j�avais initialement d�evelopp�e les H	mesures pour obtenir
des termes de correction car je m��etais aper�cu qu�une formule de LANDAU et LIFCHITZ
semblait donner de bons r�esultats� alors que sa d�erivation �etait tout	�a	fait farfelue��

Quand un math�ematicien cherche �a r�esoudre un probl�eme� il essaie en g�en�eral de
r�esoudre une classe de probl�emes� la di�cult�e �etant de d�ecouvrir quels �el�ements sont
importants dans le probl�eme initial� mais il arrive souvent qu�apr�es avoir mis au point une
th�eorie g�en�erale� elle s�av�ere un peu lourde pour un probl�eme donn�e et il est bon alors de
mettre au point des m�ethodes interm�ediaires qui perdent en g�en�eralit�e mais gagnent en
souplesse�

Par exemple� il est vraiment rare qu�on ait besoin des mesures de YOUNG� et je ne
crois pas �a l�utilit�e de les approcher� Pour le montrer� j�ai souvent utilis�e l�exemple suivant �
on veut minimiser la fonction co�ut J�u� %

R T
�

�jy�t�j��ju�t�j��dt sachant que la commande
u est n�importe quelle fonction mesurable v�eri�ant �
 � u�t� � 
 presque partout et
l��etat y est d�e�ni par l��equation d��etat y� % u� y��� % �� On v�eri�e imm�ediatement que
J�u� � �T et que si une suite un ne prend que les valeurs �
 et converge faiblement vers
�� alors J�un� converge vers �T �c�est Ivar EKELAND qui m�avait mentionn�e ce probl�eme�
et sa recette consistait �a introduire je ne sais quel compacti��e abstrait�� On pourrait
introduire les mesures de YOUNG pour d�e�nir des solutions g�en�eralis�ees� mais les mesures
de YOUNG peuvent pr�edire la limite faible de n�importe quelle fonction d�une �sous	�suite
vn� alors qu�on s�aper�coit vite que seules les limites faibles v et w de vn et de v�n sont
n�ecessaires� Le probl�eme relax�e qu�on obtient alors est convexe et consiste �a minimiser la
fonction co�ut eJ�v� w� %

R T
�

�jy�t�j�� w�t��dt sachant que l��etat y est d�e�ni par l��equation
d��etat y� % v� y��� % �� et que la commande �v� w� est n�importe quelle fonction mesurable
prenant ses valeurs dans l�enveloppe convexe du morceau de parabole o�u �un� u�n� prend
ses valeurs� i�e� �
 � v�t� � 
 and v��t� � w�t� � 
 �d�apr�es un r�esultat d�emontr�e avec
Fran�cois MURAT en 
���� r�esultat dont Ivar EKELAND m�apprit ensuite qu�il �etait li�e au
th�eor�eme de LYAPUNOV� qui �etait cach�e dans la plupart des d�emonstrations qui se faisaient
au s�eminaire PALLU DE LA BARRI�ERE� � ce probl�eme relax�e convexe a un seul minimum�
v % �� w % 
�

La m�eme simpli�cation a lieu pour des probl�emes d�optimisation o�u l�Homog�en�eisa	
tion appara��t� car ayant d�evelopp�e des m�ethodes g�en�erales pour �etudier cette question avec
Fran�cois MURAT� nous avions pass�e pas mal de temps �a comprendre comment obtenir des
bornes optimales pour les coe�cients e�ectifs �ce que nous avions fait pour les m�elanges de
deux conducteurs isotropes en 
��
  ��"�� avant de nous apercevoir que ces bornes n��etaient
pas n�ecessaires dans certains cas  ��"� cette remarque ayant d�ailleurs d�ej�a �et�e faite au	
paravant par RA�ITUM  ��"� Dans  ��"� j�ai �etendu cet argument au cas o�u on m�elange
des mat�eriaux conducteurs qui peuvent �etre anisotropes� avec des tenseurs de conduc	
tivit�e �sym�etriques d�e�nis positifs� M�� � � � �Mm� dans des proportions locales arbitraires
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��� � � � � �m� c�est �a dire ne v�eri�ant que les conditions ��� � � � � �m � �� �� & � � �& �m % 

presque partout dans un ouvert ' de RN � Cela veut dire qu�on consid�ere une suite de
tenseurs de conductivit�e

An %
mX
k��

�kn�Rk
n�TMkRk

n dans '�

o�u� pour chaque n� les �kn� k % 
� � � � � m� sont les fonctions caract�eristiques d�ensembles
mesurables disjoints� et tels que

�kn � �k dans L��'� faible �etoile� quand n� �� pour k % 
� � � � � m�

et les Rk
n sont des rotations �mesurables en x�� On suppose que An converge au sens de

la H	convergence vers Aeff � c�est	�a	dire que

En � E� dans L�loc�'�RN� faible�

Dn % AnEn � D� dans L�loc�'�RN� faible�

��En�i
�xj

�
��En�j
�xi

reste dans un compact de H��
loc

�'� fort� pour i� j % 
� � � � � N�

NX
i��

��Dn�i
�xi

reste dans un compact de H��
loc

�'� fort�

impliquent D� % AeffE� presque partout dans '� Le probl�eme di�cile de l�Homog�e	
n�eisation est de caract�eriser l�ensemble K���� � � � � �m�M�� � � � �Mm� de tous les Aeff qui
peuvent ainsi appara��tre� et cet ensemble n�est pas connu en g�eneral sauf dans le cas N % 

�o�u on doit faire la moyenne harmonique des conductivit�es� car ce sont les r�esistivit�es
qu�on doit ajouter pour des conducteurs en s�erie�� et dans le cas d�un m�elange de deux
conducteurs isotropes obtenu avec Fran�cois MURAT en 
��
  ��"� Fort heureusement� il
n�est pas toujours n�ecessaire de conna��tre cet ensemble K� et on peut souvent se contenter
pour un vecteur E donn�e de caract�eriser toutes les valeurs possibles de D % AeffE quand
Aeff parcourt K� et la caract�erisation de cette projection est

fAeffE � Aeff � K���� � � � � �m�M�� � � � �Mm�g % boule de diam�etre  	�E� 	�E"�




	�
%

mX
k��

�k

	��Mk�
�

	� %
mX
k��

�k	N�Mk��

o�u 	��M� et 	N�M� d�esignent respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre
de M � Si on d�enote par B���� � � � � �m�M�� � � � �Mm� l�ensemble des matrices sym�etriques
M satisfaisant 	� � 	��M� � 	N�M� � 	�� alors on a

K���� � � � � �m�M�� � � � �Mm� � B���� � � � � �m�M�� � � � �Mm��
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fAeffE � Aeff � K���� � � � � �m�M�� � � � �Mm�g % fM E � M � B���� � � � � �m�M�� � � � �Mm�g�

	E � RN � mais K 
% B �B est convexe� mais il y a des cas o�u K n�est pas convexe��
Bien que les d�efauts de l�Elasticit�e lin�earis�ee soient bien connus� il n�en reste pas

moins que beaucoup de probl�emes d�optimisation de forme ont trait �a des questions
d�Elasticit�e� et comme on sait en fait tr�es peu de choses en Elasticit�e non lin�eaire� il
serait quand m�eme utile de conna��tre un r�esultat analogue pour l�Elasticit�e lin�earis�ee�

En fait il serait utile de d�evelopper ce type de r�esultats de mani�ere plus g�en�erale�
Par exemple� la di�cult�e fondamentale pour les �ecoulements turbulents vient du fait que
la classe des op�erateurs de transport du premier ordre n�est pas stable par Homog�en�ei	
sation � on sait trouver les �equations e�ectives dans certains cas� et cela fait appara��tre
des termes non locaux� et m�eme sans caract�eriser la classe exacte des �equations e�ectives�
on pourrait peut	�etre obtenir des �equations simpli��ees ayant les m�emes solutions ou des
solutions assez proches�

H�mesures et variantes

J�ai introduit les H	mesures en 
������ d�abord pour des questions d�Homog�en�eisa	
tion de faible amplitude �d�o�u mon choix du pr�e�xe H�� puis je les ai utilis�ees pour obtenir
des bornes sur les coe�cients e�ectifs et en�n pour d�emontrer des th�eor�emes de propa	
gation d�oscillations �et d�e�ets de concentration� pour des syst�emes hyperboliques �o�u x

et t jouent le m�eme r�ole�� mais je n�ai pas r�eussi �a les utiliser pour obtenir des r�esultats
de compacit�e par moyenne  �
"� Patrick G�ERARD a introduit les m�emes objets ind�epen	
damment �dans un cadre plus g�en�eral car il consid�erait des fonctions �a valeurs dans des
espaces de HILBERT alors que je ne travaillais qu�en dimension �nie�� et il les a appel�ees

mesures de d�efaut microlocales� car il avait �et�e form�e �a l��ecole de Lars H�ORMANDER o�u
on s�int�eresse �a la r�egularit�e microlocale de solutions d��equations aux d�eriv�ees partielles
�a coe�cients r�eguliers �et o�u malheureusement on appelle propagation de singularit�es ce
qui est en fait de la propagation de r�egularit�e microlocale�� et il a introduit ces mesures
pr�ecis�ement pour d�emontrer des r�esultats de compacit�e par moyenne  
�"�

Il n�est pas �etonnant que ceux qui veulent �eviter de m�attribuer mes id�ees utilisent
le terme de mesures de d�efaut microlocales m�eme pour parler de r�esultats de propagation
d�oscillations �et d�e�ets de concentration� que j�avais �et�e le premier �a introduire correcte	
ment� mais heureusement Patrick G�ERARD est honn�ete� Sa formation ne l�avait pas pr�epar�e
�a avoir le m�eme point de vue que moi concernant les applications de ces mesures� et c�est
ce qui lui a fait �ecrire qu�on ne peut pas d�e�nir ces mesures microlocales sur les vari�et�es
et qu�elles sont seulement d�e�nies �a une multiplication par une fonction pr�es� mais que
ce n�est pas grave car seul le support de ces mesures est important � c��etait naturel pour
une personne famili�ere avec les propri�et�es du support singulier essentiel d�une distribution
introduit par Lars H�ORMANDER  ��"� car ce n�est qu�un objet g�eom�etrique qui est une r�e	
gion interdite� et il ne pensait pas qu�il �etait important d�y d�e�nir quelque chose� Certains
adeptes de la th�eorie de Lars H�ORMANDER pr�etendent �a tort d�emontrer des r�esultats de
propagation de singularit�es car ils montrent seulement que le support singulier essentiel est
une union de bicaract�eristiques� et m�eme avec des am�eliorations consid�erant la r�egularit�e
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Hs microlocale� ils n�ont toujours que des objets g�eom�etriques et ils ne peuvent pas dire
s�il y a ou non un �echange d�informations entre deux rayons passant au m�eme point au
m�eme instant�

Certains diront que l�Optique G�eom�etrique n�est pas une th�eorie formelle car certains
calculs peuvent �etre faits avec pr�ecision � on cherche une solution de la forme Aei �� o�u
l�amplitude A et la phase 
 d�ependent d�un param�etre de fr�equence � et on essaye d�obtenir
ainsi une solution de l��equation des ondes quand la fr�equence tend vers l�in�ni� et on
trouve que la phase doit satisfaire l��equation eikonale �qui est une �equation de HAMILTON	
JACOBI et pr�esente des di�cult�es le long des caustiques� et que l�amplitude doit satisfaire
une �equation de transport qui a besoin de grad
� et comme on peut dire des choses
pr�ecises sur ces �equations on peut �evidemment faire correctement l�analyse qu�il existe des
solutions de l��equation des ondes qui ressemblent �a �ca et dont l��energie est transport�ee le
long des bicaract�eristiques� les rayons lumineux� C�est une petite v�erit�e envelopp�ee dans
un gros mensonge �l�arme habituelle de la propagande�� car le probl�eme est de savoir si
les solutions oscillantes de l��equation des ondes qu�on ne fabrique pas soi	m�eme ont les
m�emes propri�et�es� Qu�est	ce	qui emp�eche d�autres solutions oscillantes de l��equation des
ondes de se comporter di��eremment $ La Th�eorie G�eom�etrique de la Di�raction de Joe
KELLER va plus loin que l�Optique G�eom�etrique� puisqu�elle traite par exemple des rayons
rasants qui perdent leur int�er�et si la fr�equence devient trop grande� mais Joe KELLER a
signal�e lui	m�eme qu�elle donne des r�esultats faux sur les caustiques car elle pr�evoit une
amplitude in�nie�

Les H	mesures permettent de montrer que toutes les solutions oscillantes �j�utilise
ce terme comme incluant les e�ets de concentration� de l��equation des ondes suivent les
r�egles de l�Optique G�eom�etrique� et cela pourra para��tre paradoxal quand on sait que les
H	mesures n�ont pas de longueur caract�eristique et donc ne peuvent pas voir la fr�equence et
n�ont pas la possibilit�e de d�eterminer la phase �alors que grad
 intervient explicitement
dans l��equation de transport pour l�amplitude�� Il pourra para��tre paradoxal aussi que
les H	mesures utilisent seulement l�id�ee de ce que sont les op�erateurs pseudo	di��erentiels�
que Joseph KOHN et Louis NIRENBERG avaient introduit initialement pour des probl�emes
de nature elliptique  ��"� et non les op�erateurs FOURIER int�egraux que Lars H�ORMANDER

avait introduits justement pour pouvoir traiter des situations hyperboliques  ��" �ma con	
struction ressemble un peu �a celle du support singulier essentiel�� Ce sont des remarques
parfaitement valables� qui montrent qu�il est important de rester ouvert �a des points de
vue nouveaux quand on fait de la recherche� et qu�il est utile de se demander d�o�u viennent
les id�ees qu�on utilise � l�id�ee des H	mesures �etait tr�es naturelle pour certaines questions
d�Homog�en�eisation et apr�es avoir entrevu leur utilit�e dans une formule obtenue en 
���
 !�"� j�avais trouv�e la motivation en 
��� pour expliquer pourquoi une d�erivation tr�es far	
felue de LANDAU et LIFCHITZ donnait de bons r�esultats� mais je n�ai trouv�e qu�en 
���
le maillon manquant dans ma d�emonstration d�existence � j�ai ensuite d�ecid�e d��etudier la
propagation des oscillations pour une �equation du premier ordre pour voir si elle avait lieu
le long des m�emes bicaract�eristiques qui servaient �a propager la r�egularit�e microlocale� et
ma d�emonstration de 
��� s�appliquait ais�ement �a d�autres �equations lin�eaires ayant une
loi de conservation sesquilin�eaire pour leurs solutions complexes� l��equation des ondes� de
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MAXWELL� de DIRAC� de l�Elasticit�e lin�earis�ee�
Si j�avais pris les probl�emes dans l�ordre inverse� je ne serais probablement arriv�e �a

rien � la raison pour laquelle on arrive �a se passer de la phase �pour la limite de l�Optique
G�eom�etrique� est que les H	mesures peuvent d�ecrire l��energie se propageant dans une
direction � ��a la vitesse c par exemple�� et comme ce sont des mesures en �x� t� et sa variable
duale ��� 
� normalis�ee �a la norme 
 �et ces mesures vivent sur l�ensemble o�u j
 j % cj�j��
l��equation qu�on d�ecouvre pour la H	mesure � est une �equation aux d�eriv�ees partielles du
premier ordre dans toutes les variables � il n�y a aucune di�cult�e �a avoir plusieurs ondes
planes oscillant �a des fr�equences grandes �mais pas forc�ement des fr�equences voisines� car
elles correspondent �a des � di��erents et il ne peut pas y avoir d��echange d�informations
entre ces ondes quand elles passent en m�eme temps en un point puisque les informations
sont �a des endroits di��erents en �x� t� ���

Je voudrais essayer de d�ecrire� comme je l�avais d�ej�a fait dans  ��"� quelques id�ees con	
cernant l�Analyse Num�erique� et je pense que les consid�erations qui pr�ec�edent sont utiles
pour bien montrer pourquoi il est important de penser �a des formulations nouvelles� Je ne
veux pas r�ep�eter ici toutes les d�e�nitions� qu�on peut consulter dans  �
"� ��"� ��"� �!"� ��"
par exemple� et qu�on peut comparer aux id�ees de Patrick G�ERARD  �"� 
�"����� �
"�  ��"� ou
�a l�id�ee de Pierre	Louis LIONS et T� PAUL  ��"� A force de r�ep�eter que j�aimerais qu�on
m�attribue mes r�esultats� il est arriv�e qu�on m�attribue une d�emonstration utilisant des
termes que je ne connaissais pas� et dont Patrick G�ERARD devait �etre l�auteur� et il doit
�etre clair que j�aimerais qu�on attribue �a chacun ses r�esultats �nous avons collabor�e sans
avoir �ecrit d�article en commun� et j�ai moi	m�eme signal�e certaines de nos remarques dans
 ��"��

Les probl�emes de transport d�oscillations dans les syst�emes hyperboliques ont une
certaine importance pratique� et il est bon de conna��tre les outils th�eoriques ou tout au
moins d�en avoir une certaine id�ee� mais j�ai peut	�etre bross�e un tableau trop idyllique de
la situation� car il y a encore beaucoup de choses �a am�eliorer�

Par exemple les coe�cients des �equations doivent �etre de classe C� pour obtenir
l��equation de transport satisfaite par les H	mesures� �a part dans des situations acad�emiques
comme la r�e�ection sur un bord plat trait�ee dans  ��"� je ne sais pas �etudier les probl�emes de
r�e�ection ou de r�efraction aux interfaces � comme la Th�eorie G�eom�etrique de la Di�rac	
tion de Joe KELLER pr�evoit une forte d�ependance par rapport �a la fr�equence pour les
rayons rasants� on doit donc certainement utiliser une approche di��erente en utilisant
des variantes de H	mesures prenant en compte des longueurs caract�eristiques �comme les
mesures semi	classiques introduites par Patrick G�ERARD��

A ce sujet� il faut noter que la th�eorie de Joe KELLER pr�evoit que les rayons rasants
suivent les g�eod�esiques du bord et qu�il y a un coe�cient d�att�enuation exponentiel o�u
la racine cubique du nombre d�onde intervient � il y a une id�ee de Patrick G�ERARD pour
traiter cette propagation le long du bord dans ses travaux avec E� LEICHTNAM  ��"� ��"
�pour les mesures semi	classiques et non pour les H	mesures� puisque la fr�equence joue un
r�ole important��

La prise en compte des conditions initiales �et des conditions aux limites� doit �etre
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am�elior�ee� J�avais trait�e le cas d�une �equation scalaire du premier ordre  �
"� mais la situa	
tion est plus compliqu�ee en g�en�eral� et le cas de l��equation des ondes a �et�e trait�e par Gilles
FRANCFORT et Fran�cois MURAT  

" �avec les conseils techniques de Patrick G�ERARD�� Le
cas de l�Elasticit�e lin�earis�ee pose cependant un probl�eme plus di�cile� et il est important
pour les applications �on pourra consulter les comptes rendus d�une conf�erence �edit�es par
Guy CHAVENT� George PAPANICOLAOU� P� SACKS et Bill SYMES  �"� pour apprendre �a quoi
servent ces �etudes��

Il semble important de penser �a l�approximation num�erique de mesures port�ees par
des vari�et�es� Dans  �
"� j�ai d�e�ni les H	mesures sur un ouvert ' de RN comme �etant des
mesures de RADON sur '�SN��� mais en fait SN�� devrait �etre remplac�e par un quotient�
Bien qu�assez semblable �a la d�e�nition de Patrick G�ERARD des mesures semi	classiques�
mon approche pour les variantes �a une longueur caract�eristique expos�ee sur un exemple
dans  ��" est plus di�cile �a manipuler parce que le choix de SN�� n�est pas tr�es bon� et le
choix de la repr�esentation n�est donc pas tout �a fait anodin� Ce choix pourrait devenir bien
plus crucial pour les variantes �a plusieurs longueurs caract�eristiques� pour des situations
hi�erarchiques comme je l�ai mentionn�e dans  ��"� Comme pour le cas des mesures de
YOUNG o�u on a rarement besoin d�approcher les mesures de YOUNG compl�etes� les H	
mesures interviennent souvent par certains de leurs moments� et on pourrait se restreindre
�a la description de ces moments � les probl�emes qu�on obtient alors ne sont pas toujours
simples� comme dans l��etude que j�ai faite avec Gilles FRANCFORT et Fran�cois MURAT des
moments d�ordre � d�une mesure positive sur la sph�ere S�� en liaison avec des probl�emes
d�Elasticit�e lin�earis�ee  
�"�

Il y a des probl�emes o�u interviennent �a la fois des mesures de YOUNG et des H	
mesures� comme les probl�emes de micromagn�etisme que j�avais expos�es dans  ��"� �!"� mais
parce que je m�int�eressais seulement au cas o�u le terme d��echange disparaissait �a la limite�
j�avais utilis�e des r�esultats �non publi�es� obtenus avec Fran�cois MURAT concernant les
relations entre mesures de YOUNG et H	mesures pour d�eduire un probl�eme relax�e utilisant
seulement les mesures de YOUNG� et m�eme me ramener au cas d�un probl�eme convexe� Il
y a d�autres probl�emes o�u une meilleure compr�ehension de ces relations semble n�ecessaire�

Conclusions�

J�ai essay�e de retracer une partie du chemin parcouru en trente ans� De l�Homog�e	
n�eisation dont j�ai d�ecrit les origines� de la Compacit�e par Compensation dont je n�ai pas
parl�e mais o�u j�aurais aussi pu d�ecrire quelques erreurs propag�ees par des gens qui ont
peut	�etre consciemment essay�e d�induire les d�ebutants en erreur� des H	mesures dont j�ai
fait aussi un survol trop rapide� rien de tout cela n��etait enseign�e quand je passais mon
DEA d�Analyse Num�erique en 
����

J�avais suivi �a l�Ecole Polytechnique un cours d�Architecture� qui consistait en une
projection de diapositives que le professeur commentait �il s�appelait ARSAC� je crois� � je
me souviens qu�un jour il avait �enonc�e que les grandes oeuvres architecturales prenaient
dix ans �a construire� mais je ne me souviens pas de la liste de ces oeuvres qu�il nous
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avait montr�ees �a l�appui de sa th�ese� J�ai enseign�e l�Homog�en�eisation et la Compacit�e par
Compensation en 
������� et j�ai parl�e de H	mesures �a partir de 
���� mais les id�ees que
j�ai essay�e de d�evelopper ensuite n��etaient pas pr�etes pour 
����

Il �etait clair pour moi que pendant que je d�eveloppais l�Homog�en�eisation� la Com	
pacit�e par Compensation� les H	mesures� j�aidais les math�ematiciens �a mieux comprendre
la M�ecanique des Milieux Continus et la Physique� mais je me suis aper�cu que l�inertie est
beaucoup plus grande que ce que j�imaginais� Je pensais aussi que cela devait d�eboucher
sur des m�ethodes plus e�caces pour l�approximation des �equations aux d�eriv�ees partielles
de la M�ecanique des Milieux Continus et la Physique�
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