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Résumé.

Ce texte décrit 'apparition des idées concernant ’'Homogénéisation et les H-mesures,
et suggere quelques aspects qui pourraient étre utiles en Analyse Numérique.

Mots clés.

Homogénéisation, H-mesures.

Abstract.
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Souvenirs

Parce que je voulais étre ingénieur, sans avoir aucune idée de ce que pouvait étre le
travail d’un ingénieur, j’avais préféré I’Ecole Polytechnique (encore sur la Montagne Sainte
Genevieve a cette époque) a I’Ecole Normale Supérieure. J’eus ainsi la chance d’avoir deux
enseignants remarquables, Laurent SCHWARTZ comme professeur d’Analyse la premiere
année, et Jacques-Louis LIONS comme professeur d’Analyse Numérique la seconde année.
Un soir de automne 1966, au début de ma deuxieme année d’études, j’allais écouter
une conférence que Laurent SCHWARTZ donnait pour les éleves dans I'amphi POINCARE ou
il avait enseigné 'année précédente (les cours de Jacques-Louis LIONs avaient lieu dans
I’amphi GAy-Lussac). Sa conférence avait un titre comme “le devoir et la responsabilité
du scientifique”, mais il y parla vite d’autres choses et quand il mentionna que ses amis
ingénieurs regrettaient qu’apres quelques années passionnantes ils en étaient arrivés a ne
faire pratiquement que de I’administration, j’en déduisis que la carriere d’ingénieur n’était
pas faite pour moi car j’avais beaucoup trop de difficultés d’expression a I’époque, tant
orales qu’écrites, pour choisir une voie ou je risquais d’avoir a faire de "administration.
Jarrivai vite ce soir-la a la décision de faire de la recherche en Mathématiques.
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Assez naturellement, je demandai a Jacques-Louis LioNs de me guider dans la
recherche. Je sus assez vite que jaurais un poste de Stagiaire de Recherche au CNRS
a partir d’octobre 1968, apres la fin de mon contrat de trois ans avec 'armée, mais peut-
étre parce que le Gouvernement faisait un effort de développement pour la recherche a
cette époque, je passai cette troisieme année avec comme seule obligation de passer mon
DEA. Jacques-Louis L1ONS mentionna plus tard la possibilité d’avoir un poste a I'IRIA,
ol il allait diriger un groupe de recherches en Analyse Numérique, mais le statut de cet
institut n’était pas tres clair a ce moment la. Les cours d’Analyse Numérique avaient lieu
a I'Institut Blaise PAscAL dans le Nord de Paris, mais je suivais aussi des cours ainsi que
le séminaire LIONS-SCHWARTZ a I'ITHP, ainsi que des cours et séminaires a I'IRIA.

Je ne connaissais alors I’Analyse Numérique qu’a travers ce que Jacques-Louis LIONS
enseignait, et il y mettait bien sir un peu plus d’Analyse Fonctionnelle qu’il n’était vrai-
ment nécessaire. Il m’avait cependant demandé d’apprendre le Fortran, ce que javais fait
en trouvant un stage & IBM, mais je découvrais ensuite que le langage officiel du DEA
était Algol ! J’écrivis quand méme en Fortran le programme pour tester I’algorithme que
Moise SIBONY m’avait demandé d’étudier pour mon stage de DEA. Je n’avais pas trouvé
cet algorithme tres performant du point de vue théorique, et quand je me décidai a tester
mon programme, jeus la surprise de trouver I'Institut Blaise PascalL fermé : la greve
générale de mai 68 venait de commencer ! Je connaissais a Polytechnique une salle avec
un ordinateur IBM, et comme la porte était ouverte et que personne n’était la quand j’y
allais, je traitais mon paquet de cartes tout seul et comme mon programme tourna alors
sans probleme, je partis avec quelques pages de résultats sans que personne ne m’ait de-
mandé ce que je faisais 1a ! Comme la suite montra que j’avais des tendances de théoricien,
ce court programme fut le seul que j’écrivis en trente ans.

Pendant ces années d’initiation, j’apprenais de Jacques-Louis LIONS comment trans-
former les équations aux dérivées partielles de la Mécanique des Milieux Continus ou de la
Physique en problemes variationnels, mais malgré ce que j’avais appris en Mécanique et en
Physique a Polytechnique, je n’avais guere acquis d’intuition concernant le sens physique
des équations que j’étudiais, a grand renfort de théoréemes généraux d’Analyse Fonction-
nelle et d’espaces de SOBOLEV. Ce ne fut qu’apres mes travaux avec Francois MURAT, issus
d’un sujet d’optimisation purement académique ol nous avions redécouvert et étendu des
résultats antérieurs de Sergio SPAGNOLO et d’Ennio DE GIORGI, que je compris comment
décrire les relations entre grandeurs microscopiques et macroscopiques a ’aide de diverses
convergences faibles, ce qui me donnait enfin une plateforme plus mathématique pour ini-
tialiser I'immense tiache de donner des bases rationnelles pour ce qu’on m’avait enseigné
dans mes cours de Physique (et mettre au rebut les arguments pseudo-probabilistes qu’on
avancait alors comme explications). Si nos résultats sont maintenant connus sous le titre
d’Homogénéisation, choisi par Ivo BABUSKA, et souvent utilisés par certains qui se les ap-
proprient tout en montrant par leurs erreurs qu’ils ne les ont méme pas bien compris, je
tiens toujours a mentionner que ¢’était grace aux travaux d’Henri SANCHEZ-PALENCIA que
nous avions compris pourquoi nos résultats abstraits avaient un rapport avec les questions
de propriétés effectives de mélanges.
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Ceux de ma génération ont vu I’Analyse Numérique des équations aux dérivées
partielles passer de I’enfance des années 60 ol on pouvait certes déceler quelques exces
d’Analyse Fonctionnelle, a la maturité des années 90 ot on oublie souvent de compléter
par des études théoriques les résultats de simulations numériques effectuées quelquefois
sans trop y réfléchir, comme si on aimait a croire que la rapidité des ordinateurs allait
corriger les erreurs de modélisation.

Il est bon de temps a autre de se pencher sur ’évolution d’une discipline pour
analyser les facteurs qui ’ont fait évoluer, et on pourrait certainement apprendre beaucoup
en étudiant les programmes des congres annuels d’Analyse Numérique organisés depuis
trente ans, mais je suis mal placé pour faire cette analyse, n’ayant essentiellement assisté
qu’aux congres oll on m’avait invité, en 1977 a Imbours, en 1979 a Lamoura, et en 1982 a
Belgodere, et je suis tres reconnaissant a mes amis de Marseille d’avoir pensé a m’inviter
a nouveau, en 1998 & Arles. Je pense que c’est Jean CEA qui avait organisé le premier
de ces congres il y a trente ans, alors qu’il enseignait encore a Rennes, et j’espere que lui
et peut-étre aussi les organisateurs des congres suivants prendront leur plume pour nous
rappeler comment les choses se passaient dans ces temps-la, ou ces congres ressemblaient
beaucoup plus a des réunions de famille.

Isaac NEWTON (1642-1727) avait écrit “If I have seen a little further it is by standing
on the shoulders of Giants”, et je suis d’avis qu’on devrait suivre son exemple et penser
de temps & autre a remercier ceux qui ont ouvert avant nous les voies qui nous permettent
maintenant d’accéder a de nouvelles découvertes.

Je ne rappellerai pas 'oeuvre des pionniers de I’Analyse Fonctionnelle, au début du
siecle, et je me bornerai comme d’habitude & citer surtout des mathématiciens que j’ai
rencontrés personnellement, méme si je ne peux prétendre avoir assez parlé avec eux pour
qu’ils m’aient expliqué pourquoi et comment ils avaient introduit telle ou telle idée. Bien
siir, il faut au moins remonter aux années 30 pour citer les travaux de Sergei SOBOLEV et
ceux de Jean LERAY, donnant le ton fondamental : s’intéresser aux équations aux dérivées
partielles de la Mécanique des Milieux Continus et de la Physique et une fois identifiés
les problémes importants (ce qui n’est pas toujours si facile), créer de nouveaux outils
mathématiques pour pouvoir enfin traiter ces problemes correctement. Il faut cependant
noter que si certains espaces de SOBOLEV sont naturels pour un probléeme donné (car ils
expriment en général qu’une énergie est finie), d’autres espaces, comme ceux qu’on utilise
pour des questions de régularité de solutions, n’ont rien de naturel, méme s’ils portent un
nom célebre, que ce soit celui de SOBOLEV ou un autre.

On m’a rapporté que Jean LERAY avait conclu son exposé a un congres en ’honneur
de Jacques-Louis L1ONS par les mots “et c’est ainsi que SOBOLEV inventa les distributions”.
On ne m’a pas rapporté les réactions de Laurent SCHWARTZ ce jour-la, mais malgré son
refus de m’aider pour la défense de mes droits dans la lutte solitaire que j’ai mené contre le
groupe des faussaires d’Orsay, je ne voudrais pas voler une seule idée a Laurent SCHWARTZ
pour lattribuer a un autre ; je n’ai pas encore mené mon enquéte sur la genese de ces
idées, et bien qu’un ami américain m’ait signalé qu’on devrait citer Herman WEYL pour la
théorie des distributions, je n’ai pas encore pris le temps d’étudier cette piste. Les noms
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de LERAY et de SCHWARTZ apparaissent certainement dans ma liste des Géants.

Bien sir, je mettrai aussi le nom de Jacques-Louis LioNs dans cette liste. Son
role a été capital dans le développement d’une école francaise d’Analyse Numérique des
équations aux dérivées partielles, et dans la formation d’un certain nombre d’analystes
appliqués, formés comme je 1’ai été a l'utilisation des idées de I’Analyse Fonctionnelle et
de la théorie des distributions pour certaines équations aux dérivées partielles issues de
la Mécanique des Milieux Continus. On doit cependant se demander si son intérét initial
pour ’Analyse Numérique ne tenait pas a ce qu’il avait observé que dans les travaux de
Peter LaX il y avait énormément d’Analyse Fonctionnelle associée a ’étude des schémas
numériques ; la philosophie qu’un schéma linéaire est convergent si et seulement si il est
stable et consistant avec I’équation aux dérivées partielles qu’il est censé approcher a du
lui permettre d’envisager un programme systématique de traduction de tous les schémas
numériques déja utilisés par les ingénieurs dans le langage de I’Analyse Fonctionnelle et le
cadre des espaces de SOBOLEV.

Bien que Jacques-Louis LIONS ait le plus souvent choisi ses problémes en liaison avec
des questions de Mécanique des Milieux Continus, ou plus généralement dans les Sciences
de I'Ingénieur, je m’étais vite apercu qu’il ne s’intéressait pas vraiment a la Mécanique, et
que son but était finalement assez différent du mien. Pour expliquer certains de ses choix,
je me demande finalement si son but n’était pas opposé au mien, car cela expliquerait
pourquoi il avait & plusieurs reprises choisi soit d’attribuer mes résultats a d’autres (sans
tenir compte de mes protestations), soit de ne pas mentionner mon nom quand il utilisait
une des méthodes que j’avais développées. Je n’oublie pas I'accumulation de ses mérites,
et le nom de LIONS apparait dans ma liste des Géants.

Convergences faibles et Homogénéisation

Au début des annés 70, j’ai développé avec Francois MURAT les bases d’une théorie
mathématique, qu’on appelle maintenant ’Homogénéisation, méme si ce terme est souvent
mal compris par beaucoup qui I"utilisent un peu n’importe comment.

Les premiers résultats mathématiques avaient été obtenus par Sergio SPAGNOLO,
qui suivait des suggestions d’Ennio DE GIORGI. Sergio SPAGNOLO avait ainsi traité en
1967/68 des problemes de diffusion, elliptiques ou paraboliques, dans le cas d’opérateurs
symétriques, et il avait choisi le terme de G-convergence pour décrire ces résultats, pour
rappeler qu’il s’agissait en fait de la convergence des fonctions de GREEN [53],[54].

Frangois MURAT avait obtenu en 1970 des résultats de non existence pour un prob-
leme d’optimisation purement académique, que Jacques-Louis LIONS avait posé [41],[42].
Comme nous partagions un bureau a Jussieu a I’époque, j'avais été intrigué par ses ré-
sultats et nous avions ainsi commencé a travailler ensemble. Nous n’étions pas conscients
que les idées que Francois utilisait pour ses contre-exemples étaient analogues a celles que
Laurence C. YOUNG avaient introduites & la fin des années 30 [67], et semblables a celles
dont j’avais entendu parler au séminaire PALLU DE LA BARRIERE a I'IRIA (ol les mesures
de YOuNG étaient appelées mesures paramétrées, et 'idée attribuée a GHOUILA-HOURI).
Ce n’est que plus tard, parce que nous avions trouvé des démonstrations simples, que le
lien avec des résultats antérieurs est apparu. Sans connaitre les résultats antérieurs de
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Sergio SPAGNOLO, nous avons étudié le probleme d’existence et défini une notion un peu
différente, que Francois choisit plus tard d’appeler la H-convergence dans son cours a Alger
[43], le H rappelant maintenant le terme Homogénéisation, introduit par Ivo BABUSKA [1].

Puis nous avons découvert les travaux des Italiens, Tullio ZoLEZzI, 'article d’Ennio
DE GIoRGI et Sergio SPAGNOLO [9] précurseur de la ['-convergence, et celui d’Antonio
MARINO et Sergio SPAGNOLO [37], mais nous avions besoin de bornes plus précises dans
notre travail et nous avons mis au point une premiere méthode pour obtenir des bornes
sur les coefficients effectifs (les qualificatifs homogénéisés ou effectifs n’étaient pas encore
utilisés), et j’en parlais & Rome en Avril 1974 [56] (en oubliant de mentionner Frangois
MURAT, je crois). En passant en revue tous les cas ol nous étions capables de calculer
les limites, nous avons ensuite découvert le lemme Divergence-Rotationnel, précurseur de
la Compacité par Compensation, et en Juin 1974 & Rocquencourt j'utilisais nos résultats
pour déduire des conditions nécessaires d’optimalité (plus précises que celles que Jean CEA
utilisait avec son équipe a Nice), et je décrivais pour la premiere fois la convergence faible
comme moyen de relier des grandeurs microscopiques et macroscopiques [57].

Nous avions compris que nos problemes de convergences faibles étaient reliés aux
questions de propriétés effectives des mélanges grace aux travaux d’Henri SANCHEZ-
PALENCIA, qui utilisait des développements asymptotiques pour des milieux périodiques
[50],[51].

Je passai 'année 1974/75 & Madison et je mis au point une méthode plus efficace
que celle développée avec Francois MURAT, basée sur I'utilisation systématique du lemme
Divergence-Rotationnel (grace aux explications de Joel ROBBIN je comprenais mieux la
relation avec les formes différentielles), et je montrai cette méthode a Jacques-Louis LioNs
a un congres a Marseille en Septembre 1975 [35], et il I'utilisa plus tard de maniere systé-
matique, appelant ma méthode “méthode de I’énergie” mais sans beaucoup me l'attribuer
(certains Italiens I'appellent la “méthode de dualité”, et je 'appelle moi méme la “méth-
ode des fonctions tests oscillantes”). Curieusement, Jacques-Louis LIONS n’avait pas paru
intéressé par nos résultats avant 1974, et il s’était mis a travailler pendant mon absence
avec Alain BENSOUSSAN et George PAPANICOLAOU sur des problemes avec structures péri-
odiques parce qu’lvo BABUSKA ’avait convaincu de l'intérét de cette question pour des
problemes d’ingénieur, mais il n’avait pas pensé a nous demander les détails de ce que
jlavais écrit dans [57].

Du point de vue théorique, Leon SIMON découvrit indépendamment la méme méth-
ode : il connaissait les articles de Sergio SPAGNOLO, et avait fait travailler son éleve
McCoNNELL sur le sujet [38] et il mit ensuite lui-méme la main & la pate ; le referee,
probablement de I’Ecole Italienne, lui signala ensuite mes travaux [52].

Olga OLEINIK découvrit la méme méthode mais probablement pas indépendamment,
car elle avait du lire ou entendre en quoi consistait la méthode dans le cas périodique et
elle 'étendit d’abord au cas presque périodique puis au cas général. Apres ma lutte a
Orsay, j’ai dii constater qu’on évitait systématiquement de citer mon nom et que certains
s’attribuaient souvent mes idées. J’ai cru qu’Olga OLEINIK évitait de mentionner mon
nom pour la méme raison, mais elle a un jour expliqué qu’elle ignorait la référence a la
H-convergence du cours d’Alger de Francois MURAT [43]. J’en ai déduit que la théorie
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générale, sans hypothese de périodicité, que j’avais développée avec Francois MURAT et
que j’avais exposée dans mon cours PECCOT au Printemps 1977, avait été passée sous
silence.

Avant qu’il y ait une définition mathématique de ce que sont les coefficients effectifs
d’un mélange en utilisant la G-convergence (SPAGNOLO et DE GIORGI) ou la H-convergence
(MURAT et TARTAR), il y avait eu pas mal de résultats formels, car on doit se rappeler
que seuls les mathématiciens prennent le temps de définir les choses dont ils parlent.
Parmi ces calculs formels, certains sont tout simplement faux, d’autres sont des conjec-
tures qui ne sont pas toujours faciles a trancher, et d’autres sont exacts et se démontrent
sans trop de difficultés une fois les définitions mathématiques précisées. Dans [1] Ivo
BABUSKA a mentionné des contributions anciennes, Poisson (1822), MaXwEgLL (1873),
RAYLEIGH (1892), et il a comparé les résultats de diverses formules anciennes proposées
en Mécanique, Physique, Chimie. J’avais auparavant été tres surpris de trouver dans un
cours de Physique Théorique de LANDAU et LIFCHITZ un paragraphe ot ils prétendaient
calculer la conductivité d’un mélange en fonction des proportions des différents matériaux
conducteurs utilisés, et j’en avais déduit qu’ils ne savaient pas de quoi ils parlaient : les
calculs que j’avais faits avec Francois MURAT montraient que, méme en supposant le ré-
sultat isotrope, on ne pouvait pas déduire la H-limite en fonction des mesures de YOouNG
(ce qui est la maniére mathématique de dire que les statistiques a un point sont insuff-
isantes). Notre premiere méthode pour obtenir des bornes sur les coefficients effectifs ne
faisait que démontrer des inégalités “classiques” que nous ne connaissions pas a ’époque :
“quand on dit qu’un résultat est bien connu, on veut dire qu’il est connu de ceux qui
le connaissent bien”, car il est souvent encore inconnu d’un autre groupe de personnes.
Quand j’ai parlé & Rome en 1974, Sergio SPAGNOLO et Ennio DE GIORGI ignoraient ces
bornes élémentaires que j’avais découvertes avec Francois MURAT, et Ennio DE GIORGI
était de la liste des Géants, et si je ne ’ai pas mentionné dans ma liste au début, c’est
parce que je n’ai pas été influencé par ses idées. Nous n’avions pas redécouvert ces bornes
car elles étaient inconnues des mathématiciens et personne ne nous avait signalé ces inégal-
ités “bien connues”, qui d’ailleurs ne pouvaient qu’étre qualifiées de conjectures (puisqu’il
fallait d’abord conjecturer qu’on pourrait définir correctement des coefficients effectifs et
qu’ensuite certaines inégalités seraient vraies) ; Ennio DE GIORGI et Sergio SPAGNOLO au-
raient pu aisément déduire ces bornes de leur approche [9] si on les leur avait mentionnées
(notre méthode était adaptée a la H-convergence, et donc n’était pas liée & un principe de
minimisation comme dans le cas de la G-convergence).

En France, j’ai déja cité Henri SANCHEZ-PALENCIA comme ayant obtenu des résultats
formels dans le cas périodique, et une fois la théorie générale développée, il n’a pas été
difficile de vérifier qu’il avait eu raison sur certains problemes, mais il y avait pas mal
de difficultés pour d’autres, par exemple pour sa dérivation de la loi de DARCY a partir
des équations de STOKES stationnaires (ou NAVIER-STOKES stationnaires) dans un modele
périodique de milieu poreux : Jacques-Louis LIONS m’avait signalé qu’il n’arrivait pas a
appliquer ma méthode car dans ce probleme elle requiert d’étendre la pression dans le solide
avec des estimations précises, ce que j’ai ensuite fait pour une géométrie bidimensionnelle
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(fluide entourant le solide) et Grégoire ALLAIRE I’a fait plus tard dans le cas (périodique)
général. Il faut noter que MATHERON avait aussi obtenu la loi de DARCY en invoquant
des principes probabilistes, mais j'ignore s’il existe une démonstration mathématique de
ses résultats (la description des milieux poreux dans son approche était bien plus réaliste
que la modélisation par un milieu périodique). Je ne pense pas que la Nature utilise
des probabilités, et elles ne sont postulées a certains endroits que pour masquer notre
incompréhension de ce qui 8’y passe, et je préfere modéliser cette incertitude par des
questions de convergences faibles adaptées, ce qui a premiere vue n’est pas trop différent
puisqu’une espérance consiste a intégrer dans une variable cachée w, mais cela s’avere étre
tres différent du point de vue philosophique, car mon approche permet de considérer des
solutions d’équations aux dérivées partielles et de les laisser avoir toutes les oscillations
possibles & condition qu’elles soient compatibles avec I’équation, et c’est difficile pour
I’approche probabiliste qui postule trop les lois suivies (Joe KELLER rapportait un jour
qu’il y a assez longtemps il y avait pas mal d’articles sur la statistique des longueurs
d’ondes des vagues a la surface de la mer, mais quand les satellites ont pit mesurer ce qui
se passait dans la réalité, on s’est aper¢u que toutes les lois proposées étaient fausses).

Aux Etats-Unis, j’avais appris (par Carl DEBOOR) lexistence d’articles d’lvo
BABUSKA , et j’avais ensuite bénéficié de ses conseils. Bien sir, si on s’intéresse a I’Analyse
Numérique des problemes d’Homogénéisation (pour des structures périodiques) on doit
consulter ses travaux [1],[2],[3],[4],[5],[39].

J’avais fait un exposé au COURANT Institute & NYU, et Louis NIRENBERG m’avait
montré des calculs de McCONNELL (pour le cas des matériaux feuilletés en Elasticité
linéarisée, étendant les calculs que Francois MURAT avait fait pour le cas d’une équation
de diffusion) [38]. Je n’avais pas rencontré Joe KELLER car, comme il me I’a dit peu apres,
il n’avait pas été intéressé par le titre de mon exposé (qui parlait de controle dans les coef-
ficients). Il m’avait raconté qu’apres avoir trouvé comment homogénéiser I’équation de la
chaleur en une dimension d’espace, il avait demandé a Louis NIRENBERG s’il pouvait deviner
comment on passait a la limite, et Louis NIRENBERG lui avait répondu qu’il fallait consid-
érer la limite faible de I'inverse du coefficient de conductivité et, apres cet effet de surprise,
avait avoué qu’on lui avait expliqué ce résultat : il revenait de Pise et Sergio SPAGNOLO
lui avait parlé de ses travaux. Joe KELLER avait en fait déja publié plusieurs articles sur
des questions liées a I’Homogénéisation [10],[27],[28],[29],[30],[31],[32],[40],[45],[48].

J’avais aussi découvert un article de George PAPANICOLAOU ol j’avais trouvé une
ressemblance avec ce que j’avais fait avec Francois MURAT. Bien siir, je n’ai jamais travaillé
sur des modeles probabilistes, mais j’ai pu noter plus tard que ma méthode avait inspiré
George PAPANICOLAOU et Srinivasa VARADHAN pour leur démonstration dans un cadre
purement probabiliste [46].

J’ai appris plus tard qu’il y avait aussi eu des précurseurs en URSS, HRUSLOV deés les
années 60 et BAHVALOV dans les années 70, mais une mention particuliere doit étre faite
de K. LUR'IE. Indépendamment de ce que Francois MURAT faisait aussi en 1970, mais en
travaillant sur un probleme d’optimisation réaliste, K. LUR'IE avait découvert un probleme
d’optimisation sans solution optimale, et s’il n’avait pas découvert I’Homogénéisation,
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il n’en était pas tres loin, mais il avait suivi (consciemment) les idées de PONTRYAGIN,
alors que nous avions suivi (inconsciemment) les idées de L. C. YOUNG : il avait trouvé
comment écrire des conditions d’optimalité plus fortes que celles qu’on obtient en suivant
'idée habituelle due & HADAMARD (et ce n’était pas une extension évidente des résultats
antérieurs), mais il avait seulement une intuition de ce que pouvaient étre des solutions
généralisées ; il ’avait appris en découvrant mon article [57]. C’est ce qu’il avait expliqué
a Jean-Louis ARMAND quand celui-ci était venu le voir a Leningrad, ajoutant qu’il avait eu
de la chance que [57] ait été publié pour un congres portant sur le contréle et non sur les
équations aux dérivées partielles ; Jean-Louis ARMAND avait découvert quelques situations
paradoxales dans les calculs que lui et d’autres ingénieurs faisaient pour trouver des formes
optimales, et dans la littérature il n’avait trouvé que les travaux de LUR'IE qui semblaient
en donner une explication, et c’est LURTE qui avait donc mentionné mes travaux a Jean-
Louis ARMAND, qui m’avait ensuite demandé de participer a un enseignement qu’il faisait.
Malheureusement Robert KOHN (a qui j’avais expliqué mes travaux avec Frangois MURAT
en juin 1980) semble avoir décidé a partir de 1983 de faire croire que lui et ses amis étaient
les inventeurs des idées que j’avais développées, seul ou en collaboration avec Francois
MURAT, et en particulier il a essayé de faire croire que LUR'IE avait inventé la deuxieme
méthode pour obtenir des bornes sur les coefficients effectifs (basée sur la Compacité par
Compensation que j’avais développée en collaboration avec Frangois MURAT en 1976/77),
que j’avais exposée en 1977 [58] ; comme ce texte était en francgais, et que je n’en connaissais
pas la référence exacte car on avait oublié de m’envoyer un exemplaire des comptes rendus
de la conférence, je I'avais mentionnée en anglais dans un congres & Minneapolis en 1984
(dont KOHN était un des organisateurs) [59]. Pendant un séjour au COURANT Institute en
juin 1980, j’avais découvert comment choisir certaines fonctionnelles apparaissant dans ma
méthode, et ayant signalé ces nouvelles bornes pour le cas isotrope, George PAPANICOLAOU
m’avait dit de les comparer aux bornes de HASHIN et SHTRIKMAN [25].

(C’était bien les mémes bornes, et j’en avais donc donné la premiere démonstration,
car la dérivation de leur formule par HASHIN et SHTRIKMAN ne tenait pas debout ; par
contre, leur construction de spheres concentriques pour montrer que ces bornes étaient
atteintes était assez claire pour moi et je n’eus pas de mal a 'utiliser. Optimiste, Francois
MURAT suggéra de montrer que ma méthode donnerait aussi les bornes optimales pour le
cas anisotrope ; il avait raison, mais il nous fallut un peu de temps pour faire les calculs
pour une construction avec des ellipsoides confocaux (malgré les formules fournies par
Edward FRAENKEL), et jexposai notre résultat en juin 1981 & un congres a New York,
mais sans rédiger ma conférence. J’enseignais ces résultats dans un cours d’option a I’Ecole
Polytechnique ’année suivante et deux éleves, P. BRAIDY et D. POUILLOUX, montrerent
qu’on pouvait arriver au méme résultat sans la construction des ellipsoides confocaux,
simplement en itérant la construction des matériaux feuilletés. Au printemps 1983 a
Berkeley, je généralisai leur résultat en trouvant comment itérer avec des directions de
feuilletage arbitraires, et j’expliquai ces résultats a Robert KoHN, et comme il devait aller
a Leningrad voir LUR'IE il me demanda méme "autorisation de lui expliquer mes résultats
exposés a New York deux ans avant, ce que je n’avais pas de raison de refuser a ce
moment la. A Pautomne, je rédigeai ces résultats pour une conférence dédiée a Ennio DE
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GIORGTI [60], mais LUR'IE les rédigea aussi, s’appropriant nos résultats que Robert KoHN
lui avait expliqués, et Robert KOHN fait depuis référence au travail de LURIE comme
s’il avait inventé ma méthode de [58]. Pour ne rien arranger, Graeme MILTON (qui est
honnéte), avait baptisé ma méthode “méthode des translations” (ce qui ne m’avait pas
paru un bon choix), et cela a permis a beaucoup de citer ma méthode sans me 'attribuer.
Une démonstration des bornes de HASHIN et SHTRIKMAN en suivant leur méthode fut
obtenue par la suite par D. TALBOT et John WILLIs [55] et par Robert KOHN et Graeme
MirTon [33] dans le cas périodique ; il faut & ce sujet mentionner que les adeptes du cas
périodique (qui peut-étre ne savent pas utiliser les méthodes générales que j’ai développées
avec Frangois MURAT) écrivent souvent qu’il suffit de démontrer les bornes dans le cas
périodique, et peut-étre ne se rendent-ils pas compte que ce type de phrase n’a absolument
aucun sens pour un lecteur auquel on n’a pas signalé qu’il existe une théorie générale
n’utilisant pas la périodicité. Pourquoi d’ailleurs essayent-ils de cacher cette information
aux lecteurs 7 En fait, on pourrait maintenant donner un sens a la dérivation de HASHIN et
SHTRIKMAN dans le cas général en utilisant les H-mesures que j’ai introduites en 1987/88 ;
ma troisieme méthode pour 'obtention de bornes (qui est basée sur 'utilisation des H-
mesures), est d’une certaine maniére une généralisation de leur idée, valable sans principe
de minimisation [61].

Robert KoHN ayant agi de telle maniere que beaucoup d’attributions postérieures
a 1983 sont maintenant erronées, il a aussi essayé de brouiller les pistes des résultats
anciens, au moins pour ceux qui ne lisent pas le frangais. Dans un livre (finalement édité
avec Andrej CHERKAEV), il a fait traduire des textes rédigés initialement en francais et
d’autres rédigés initialement en russe [8], mais il a tenu a attribuer [57] aussi & Francois
MURAT, ce que j’ai accepté, et Francois MURAT, en contrepartie, a demandé que [43] me
soit aussi attribué, et que [58] soit inclus, ce qui a été accepté. Robert KoHN savait-il que
[58] était la référence a ma “méthode des translations” 7 Dans l'introduction ma méthode
est mentionnée comme méthode de Compacité par Compensation, mais elle ne m’est pas
attribuée, et il n’est pas mentionné que article ou elle est parue est traduit dans le livre !
Pourquoi d’ailleurs n’avoir pas traduit [60] 7

Pourquoi insister sur ces questions de chronologie 7 Tout simplement parce que
certains de ceux qui n’avaient pas participé a la création de ces idées mais voudraient
maintenant faire croire qu’ils en sont spécialistes peuvent induire leurs lecteurs en erreur
(jignore si c’est consciemment ou non). Attribuer & tort un résultat & quelqu’un qui n’y
est pour rien n’est pas toujours tres grave, mais il est plus important de noter que certains
de leurs résultats sont incomplets ou peut-étre méme faux car ils ne dominent pas le sujet
dont ils traitent. Il faut donc se méfier par exemple de ceux qui font des trous dans des
matériaux sans s’occuper de la régularité du bord des trous, ou qui prétendent qu’on peut
approcher un trou par un matériau peu conducteur ou peu élastique (ce qui est vrai) et en
profitent pour intervertir deux limites sans le dire (ce qui est au moins douteux puisque les
topologies qu’ils manipulent ne sont pas métrisables si on ne se restreint pas a des bornés).
Si un auteur est prét a attribuer a d’autres des résultats, pourquoi s’encombrerait-il de
pareilles broutilles 7
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En septembre 1995, & un congres a ’'Institute for Mathematics and its Applications
a Minneapolis, quelqu’un qui par ses propres termes ne se considérait pas comme un math-
ématicien annonca qu’il avait démontré des bornes sur les coefficients effectifs en Elasticité
linéarisée que les mathématiciens n’avaient pas obtenues ; bien sir, les mathématiciens
sérieux connaissent les défauts de I’Elasticité linéarisée et ne passent pas trop de temps a
ce jeu et cela aurait pli étre vrai, mais ensuite il énonca un résultat faux, ce que je signalai
suffisamment fort pour étre entendu, mais personne ne réagit : il y avait deux erreurs
dans ce qu’il faisait, et seul John WILLIS est venu m’expliquer que le conférencier avait
bien fait une erreur dans son utilisation du terme “non elliptique”, et je lui ai expliqué plus
tard ou était la deuxieme erreur. Cela ne dérangeait nullement les autres, qui peut-étre
propageront des erreurs analogues dans les articles qu’ils écriront.

Il faut savoir que la I'-convergence, bien qu’elle généralise en principe la G-
convergence, n’est pas la méme chose que ’Homogénéisation, terme qui devrait étre com-
pris comme la découverte des lois constitutives des matériaux hétérogenes et la description
des oscillations qui sont créées dans les solutions par les oscillations des coefficients, sans
faire d’hypothése de périodicité, et aussi sans utiliser les conditions auzx limites, car sinon
on ne doit pas parler de propriétes effectives mais de comportement global du corps. 1l
est utile de signaler qu’il n’y a pas encore de théorie raisonnable de I’Homogénéisation
pour ’Elasticité non linéaire, en dépit de ce qu’ont écrit certains qui sont tombés dans le
piege de la [-convergence : on peut toujours minimiser une énergie pour des matériaux
qui sont sortis depuis longtemps du domaine ol leur réponse est élastique, mais on ne de-
vrait pas parler d’Elasticité (cela arrive pour les alliages a mémoire de forme) ; on pourra
consulter le livre de Ekhard SALJE par exemple [49], pour les définitions de termes comme
coélastique, ferroique, ferroélastique.

Peut-on encore admettre d’entendre parler de I’Elasticité sans jamais entendre parler
de contraintes, et peut-on prendre au sérieux des gens qui croient encore que les matériaux
élastiques passent leur temps a minimiser des énergies 7 Quand on fait de I’Analyse
Numérique, on cherche a étre efficace, et si on veut résoudre A(u) = 0 et qu’on connait
plusieurs fonctions F; qui ont la propriété que grad F;(u) = 0 implique A(u) = 0, on a
parfaitement le droit de minimiser 'une des fonctions F; pour approcher une solution de
A(u) = 0, et il importe peu que la fonction qu’on a choisie ait un sens physique ou non.
On ne doit pas en déduire qu’il est utile de ne rien savoir sur la Mécanique des Milieux
Continus et la Physique.

Y-a-t-il besoin de connaitre quoi que ce soit sur I’Homogénéisation quand on
s’intéresse a I’Analyse Numérique ? Certainement, et je me souviens d’une question de
James HYMAN, a Los Alamos il y a une quinzaine d’années : dans un code multigrille il
y avait a chaque niveau une valeur constante pour le coefficient de diffusion sur chaque
maille, et I'idée était d’utiliser I'information venant des petites mailles pour améliorer la
constante donnée sur une grande maille, et le code utilisait une formule pour faire ca, et
il se demandait si on pouvait 'améliorer en utilisant ’'Homogénéisation. Ce n’était pas
exactement une question d’Homogénéisation, mais si un algorithme est robuste pour des
questions d’oscillations sur des échelles arbitrairement petites, on devrait pouvoir 'utiliser
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pour des coefficients pas tres réguliers et obtenir de bons résultats (en dimension 1 on
utilise la moyenne de l'inverse de la conductivité), car il faut se rappeler que les esti-
mations classiques d’erreurs ne sont valables que pour des coeflicients assez réguliers. Les
formules d’Homogénéisation de faible amplitude utilisant les H-mesures [61] devraient étre
utiles en Analyse Numérique (j’avais initialement développé les H-mesures pour obtenir
des termes de correction car je m’étais apercu qu’une formule de LANDAU et LIFCHITZ
semblait donner de bons résultats, alors que sa dérivation était tout-a-fait farfelue).

Quand un mathématicien cherche a résoudre un probleme, il essaie en général de
résoudre une classe de problemes, la difficulté étant de découvrir quels éléments sont
importants dans le probleme initial, mais il arrive souvent qu’apres avoir mis au point une
théorie générale, elle s’avere un peu lourde pour un probléeme donné et il est bon alors de
mettre au point des méthodes intermédiaires qui perdent en généralité mais gagnent en
souplesse.

Par exemple, il est vraiment rare qu’on ait besoin des mesures de YOUNG, et je ne
crois pas a 'utilité de les approcher. Pour le montrer, j’ai souvent utilisé ’exemple suivant :
on veut minimiser la fonction cott J(u) = fOT(|y(t) |2 —|u(t)|?) dt sachant que la commande
u est n’importe quelle fonction mesurable vérifiant —1 < w(t) < 1 presque partout et
’état y est défini par 1’équation d’état ' = u, y(0) = 0. On vérifie immédiatement que
J(u) > =T et que si une suite u, ne prend que les valeurs £1 et converge faiblement vers
0, alors J(u,,) converge vers —T' (c’est Ivar EKELAND qui m’avait mentionné ce probleme,
et sa recette consistait & introduire je ne sais quel compactifié abstrait). On pourrait
introduire les mesures de YOUNG pour définir des solutions généralisées, mais les mesures
de YouNG peuvent prédire la limite faible de n’importe quelle fonction d’une (sous-)suite
v,, alors qu’on s’apercoit vite que seules les limites faibles v et w de v, et de v? sont
nécessaires. Le probleme relaxé qu’on obtient alors est convexe et consiste a minimiser la
fonction coiit J (v, w) = fOT(|y(t)|2 — w(t)) dt sachant que I’état y est défini par I’équation
d’état y' = v, y(0) = 0, et que la commande (v, w) est n’importe quelle fonction mesurable
prenant ses valeurs dans I’enveloppe convexe du morceau de parabole ot (u,,u?) prend
ses valeurs, i.e. —1 < o(t) <1 and v%(t) < w(t) < 1 (d’apres un résultat démontré avec
Frangois MURAT en 1970, résultat dont Ivar EKELAND m’apprit ensuite qu’il était 1ié au
théoreme de LYAPUNOV, qui était caché dans la plupart des démonstrations qui se faisaient
au séminaire PALLU DE LA BARRIERE) ; ce probleme relaxé convexe a un seul minimum,
v=0,w=1.

La méme simplification a lieu pour des problemes d’optimisation ot ’'Homogénéisa-
tion apparait, car ayant développé des méthodes générales pour étudier cette question avec
Francois MURAT, nous avions passé pas mal de temps a comprendre comment obtenir des
bornes optimales pour les coefficients effectifs (ce que nous avions fait pour les mélanges de
deux conducteurs isotropes en 1981 [60]), avant de nous apercevoir que ces bornes n’étaient
pas nécessaires dans certains cas [44], cette remarque ayant d’ailleurs déja été faite au-
paravant par RAaiTum [47]. Dans [62], j’ai étendu cet argument au cas o on mélange
des matériaux conducteurs qui peuvent étre anisotropes, avec des tenseurs de conduc-
tivité (symétriques définis positifs) M1, ..., M™, dans des proportions locales arbitraires
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6l,...,0™, c’est a dire ne vérifiant que les conditions #*,...,6™ > 0, ' + ...+ 6™ =
presque partout dans un ouvert © de RV. Cela veut dire qu’on considere une suite de
tenseurs de conductivité

m

A, = Zxﬁ(Ri)TMkRﬁ dans Q,
k=1
oil, pour chaque n, les x5, k = 1,...,m, sont les fonctions caractéristiques d’ensembles
mesurables disjoints, et tels que
5 — 6% dans L= (Q) faible étoile, quand n — oo, pour k =1,...,m,

et les R sont des rotations (mesurables en z). On suppose que A, converge au sens de
la H-convergence vers A.;y, c’est-a-dire que

E, — E., dans L? _(Q; RY) faible,

loc
D, =A,F, -~ D, dans LZQOC(Q; RN) faible,
I(En)i  O(En);

- reste dans un compact de HI_I(Q) fort, pour 4,7 =1,..., N,
8$]‘ Ox; oc

N
Dy); -

E 8(8 ) reste dans un compact de H; () fort,
Lq

=1

impliquent D., = AcssFo presque partout dans €. Le probleme difficile de 'Homogé-
néisation est de caractériser I'ensemble K(6',...,0™; M1, ..., M™) de tous les A.¢; qui
peuvent ainsi apparaitre, et cet ensemble n’est pas connu en géneral sauf dans le cas N =1
(ot on doit faire la moyenne harmonique des conductivités, car ce sont les résistivités
qu’on doit ajouter pour des conducteurs en série), et dans le cas d’un mélange de deux
conducteurs isotropes obtenu avec Frangois MURAT en 1981 [60]. Fort heureusement, il
n’est pas toujours nécessaire de connaitre cet ensemble K, et on peut souvent se contenter
pour un vecteur I donné de caractériser toutes les valeurs possibles de D = A.;yE quand
Acyy parcourt K, et la caractérisation de cette projection est

{Ag B Agpp € K(OY,...,0™ MY, ..., M™)} = boule de diamétre [A_FE, A\ E],

N N (MFY
A k=1 AI(M )
Ap = 0 AN (MY,
k=1
ol Ay (M) et An (M) désignent respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre
de M. Si on dénote par B(6',...,0™; M' ... M™) lensemble des matrices symétriques
M satisfaisant A\_ < A\ (M) < Ay (M) < A4, alors on a

K@Y, ...,0m MY ... oM™y C B(0',...,0" ;M ... . M™),
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{Ag B Agpp e K(OY, ., 0m MY ... . M™y={MFE:McB(@,....0m" M . ...M™)},

VE € RV, mais K # B (B est convexe, mais il y a des cas ol K n’est pas convexe).

Bien que les défauts de I’Elasticité linéarisée soient bien connus, il n’en reste pas
moins que beaucoup de problemes d’optimisation de forme ont trait a des questions
d’Elasticité, et comme on sait en fait tres peu de choses en Elasticité non linéaire, il
serait quand méme utile de connaitre un résultat analogue pour I’Elasticité linéarisée.

En fait il serait utile de développer ce type de résultats de maniere plus générale.
Par exemple, la difficulté fondamentale pour les écoulements turbulents vient du fait que
la classe des opérateurs de transport du premier ordre n’est pas stable par Homogénéi-
sation ; on sait trouver les équations effectives dans certains cas, et cela fait apparaitre
des termes non locaux, et méme sans caractériser la classe exacte des équations effectives,
on pourrait peut-étre obtenir des équations simplifiées ayant les mémes solutions ou des
solutions assez proches.

H-mesures et variantes

J’ai introduit les H-mesures en 1987/88 d’abord pour des questions d’Homogénéisa-
tion de faible amplitude (d’ott mon choix du préfixe H), puis je les ai utilisées pour obtenir
des bornes sur les coefficients effectifs et enfin pour démontrer des théoremes de propa-
gation d’oscillations (et d’effets de concentration) pour des systémes hyperboliques (ou
et ¢t jouent le méme role), mais je n’ai pas réussi a les utiliser pour obtenir des résultats
de compacité par moyenne [61]. Patrick GERARD a introduit les mémes objets indépen-
damment (dans un cadre plus général car il considérait des fonctions & valeurs dans des
espaces de HILBERT alors que je ne travaillais qu’en dimension finie), et il les a appelées
“mesures de défaut microlocales” car il avait été formé a 1’école de Lars HORMANDER ou
on s’intéresse a la régularité microlocale de solutions d’équations aux dérivées partielles
a coefficients réguliers (et ou malheureusement on appelle propagation de singularités ce
qui est en fait de la propagation de régularité microlocale), et il a introduit ces mesures
précisément pour démontrer des résultats de compacité par moyenne [13].

Il n’est pas étonnant que ceux qui veulent éviter de m’attribuer mes idées utilisent
le terme de mesures de défaut microlocales méme pour parler de résultats de propagation
d’oscillations (et d’effets de concentration) que j’avais été le premier a introduire correcte-
ment, mais heureusement Patrick GERARD est honnéte. Sa formation ne ’avait pas préparé
a avoir le méme point de vue que moi concernant les applications de ces mesures, et c’est
ce qui lui a fait écrire qu’on ne peut pas définir ces mesures microlocales sur les variétés
et qu’elles sont seulement définies & une multiplication par une fonction pres, mais que
ce n’est pas grave car seul le support de ces mesures est important : ¢’était naturel pour
une personne familiere avec les propriétés du support singulier essentiel d’une distribution
introduit par Lars HORMANDER [26], car ce n’est qu'un objet géométrique qui est une ré-
gion interdite, et il ne pensait pas qu’il était important d’y définir quelque chose. Certains
adeptes de la théorie de Lars HORMANDER prétendent a tort démontrer des résultats de
propagation de singularités car ils montrent seulement que le support singulier essentiel est
une union de bicaractéristiques, et méme avec des améliorations considérant la régularité
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H? microlocale, ils n’ont toujours que des objets géométriques et ils ne peuvent pas dire
§’il y a ou non un échange d’informations entre deux rayons passant au méme point au
méme instant.

Certains diront que I’Optique Géométrique n’est pas une théorie formelle car certains
calculs peuvent étre faits avec précision : on cherche une solution de la forme A €%, ol
I’amplitude A et la phase ¢ dépendent d’un parametre de fréquence v et on essaye d’obtenir
ainsi une solution de I’équation des ondes quand la fréquence tend vers l’infini, et on
trouve que la phase doit satisfaire I’équation eikonale (qui est une équation de HAMILTON-
JacoBl et présente des difficultés le long des caustiques) et que 'amplitude doit satisfaire
une équation de transport qui a besoin de grad, et comme on peut dire des choses
précises sur ces équations on peut évidemment faire correctement ’analyse qu’il existe des
solutions de I’équation des ondes qui ressemblent & ca et dont ’énergie est transportée le
long des bicaractéristiques, les rayons lumineux. C’est une petite vérité enveloppée dans
un gros mensonge (I’arme habituelle de la propagande), car le probleme est de savoir si
les solutions oscillantes de ’équation des ondes qu’on ne fabrique pas soi-méme ont les
meémes propriétés. Qu’est-ce-qui empéche d’autres solutions oscillantes de ’équation des
ondes de se comporter différemment 7 La Théorie Géométrique de la Diffraction de Joe
KELLER va plus loin que I’Optique Géométrique, puisqu’elle traite par exemple des rayons
rasants qui perdent leur intérét si la fréquence devient trop grande, mais Joe KELLER a
signalé lui-méme qu’elle donne des résultats faux sur les caustiques car elle prévoit une
amplitude infinie.

Les H-mesures permettent de montrer que toutes les solutions oscillantes (j’utilise
ce terme comme incluant les effets de concentration) de I’équation des ondes suivent les
regles de I’Optique Géométrique, et cela pourra paraitre paradoxal quand on sait que les
H-mesures n’ont pas de longueur caractéristique et donc ne peuvent pas voir la fréquence et
n’ont pas la possibilité de déterminer la phase (alors que grad ¢ intervient explicitement
dans I’équation de transport pour I'amplitude). Il pourra paraitre paradoxal aussi que
les H-mesures utilisent seulement 1'idée de ce que sont les opérateurs pseudo-différentiels,
que Joseph KOHN et Louis NIRENBERG avaient introduit initialement pour des problemes
de nature elliptique [34], et non les opérateurs FOURIER intégraux que Lars HORMANDER
avait introduits justement pour pouvoir traiter des situations hyperboliques [26] (ma con-
struction ressemble un peu a celle du support singulier essentiel). Ce sont des remarques
parfaitement valables, qui montrent qu’il est important de rester ouvert a des points de
vue nouveaux quand on fait de la recherche, et qu’il est utile de se demander d’ol viennent
les idées qu’on utilise : I'idée des H-mesures était treés naturelle pour certaines questions
d’Homogénéisation et apres avoir entrevu leur utilité dans une formule obtenue en 1984
[59], j’avais trouvé la motivation en 1986 pour expliquer pourquoi une dérivation tres far-
felue de LANDAU et LIFCHITZ donnait de bons résultats, mais je n’ai trouvé qu’en 1987
le maillon manquant dans ma démonstration d’existence ; j’ai ensuite décidé d’étudier la
propagation des oscillations pour une équation du premier ordre pour voir si elle avait lieu
le long des mémes bicaractéristiques qui servaient a propager la régularité microlocale, et
ma démonstration de 1988 s’appliquait aisément a d’autres équations linéaires ayant une
loi de conservation sesquilinéaire pour leurs solutions complexes, I’équation des ondes, de
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MAXWELL, de DIRAC, de I’Elasticité linéarisée.

Si j’avais pris les problemes dans I'ordre inverse, je ne serais probablement arrivé a
rien : la raison pour laquelle on arrive a se passer de la phase (pour la limite de I’Optique
Géométrique) est que les H-mesures peuvent décrire 1’énergie se propageant dans une
direction & (& la vitesse ¢ par exemple), et comme ce sont des mesures en (z, t) et sa variable
duale (&, 7) normalisée a la norme 1 (et ces mesures vivent sur I’ensemble ou |7| = ¢[{]),
I’équation qu’on découvre pour la H-mesure p est une équation aux dérivées partielles du
premier ordre dans toutes les variables ; il n’y a aucune difficulté a avoir plusieurs ondes
planes oscillant a des fréquences grandes (mais pas forcément des fréquences voisines) car
elles correspondent a des & différents et il ne peut pas y avoir d’échange d’informations
entre ces ondes quand elles passent en méme temps en un point puisque les informations
sont a des endroits différents en (z,¢,¢).

Je voudrais essayer de décrire, comme je I’avais déja fait dans [66], quelques idées con-
cernant I’Analyse Numérique, et je pense que les considérations qui précedent sont utiles
pour bien montrer pourquoi il est important de penser a des formulations nouvelles. Je ne
veux pas répéter ici toutes les définitions, qu’on peut consulter dans [61],[63],[64],[65],[66]
par exemple, et qu’on peut comparer aux idées de Patrick GERARD [6],[13],...,[21], [24], ou
a idée de Pierre-Louis LioNs et T. PAUL [36]. A force de répéter que jaimerais qu’on
m’attribue mes résultats, il est arrivé qu’on m’attribue une démonstration utilisant des
termes que je ne connaissais pas, et dont Patrick GERARD devait étre ’auteur, et il doit
étre clair que j’aimerais qu’on attribue & chacun ses résultats (nous avons collaboré sans
avoir écrit d’article en commun, et j’ai moi-méme signalé certaines de nos remarques dans

[66]).

Les problemes de transport d’oscillations dans les systemes hyperboliques ont une
certaine importance pratique, et il est bon de connaitre les outils théoriques ou tout au
moins d’en avoir une certaine idée, mais j’ai peut-étre brossé un tableau trop idyllique de
la situation, car il y a encore beaucoup de choses a améliorer.

Par exemple les coefficients des équations doivent étre de classe C'' pour obtenir
I’équation de transport satisfaite par les H-mesures; a part dans des situations académiques
comme la réflection sur un bord plat traitée dans [64], je ne sais pas étudier les problémes de
réflection ou de réfraction aux interfaces ; comme la Théorie Géométrique de la Diffrac-
tion de Joe KELLER prévoit une forte dépendance par rapport a la fréquence pour les
rayons rasants, on doit donc certainement utiliser une approche différente en utilisant
des variantes de H-mesures prenant en compte des longueurs caractéristiques (comme les
mesures semi-classiques introduites par Patrick GERARD).

A ce sujet, il faut noter que la théorie de Joe KELLER prévoit que les rayons rasants
suivent les géodésiques du bord et qu’il y a un coefficient d’atténuation exponentiel ol
la racine cubique du nombre d’onde intervient ; il y a une idée de Patrick GERARD pour
traiter cette propagation le long du bord dans ses travaux avec E. LEICHTNAM [22],[23]
(pour les mesures semi-classiques et non pour les H-mesures, puisque la fréquence joue un
role important).

La prise en compte des conditions initiales (et des conditions aux limites) doit étre
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améliorée. J’avais traité le cas d’une équation scalaire du premier ordre [61], mais la situa-
tion est plus compliquée en général, et le cas de I’équation des ondes a été traité par Gilles
FRANCFORT et Frangois MURAT [11] (avec les conseils techniques de Patrick GERARD). Le
cas de I’Elasticité linéarisée pose cependant un probleme plus difficile, et il est important
pour les applications (on pourra consulter les comptes rendus d’une conférence édités par
Guy CHAVENT, George PAPANICOLAOU, P. SACKS et Bill SymESs [7], pour apprendre a quoi
servent ces études).

Il semble important de penser a I'approximation numérique de mesures portées par
des variétés. Dans [61], j’ai défini les H-mesures sur un ouvert Q de R™ comme étant des
mesures de RADON sur Qx S™V=1 mais en fait S™V=! devrait &étre remplacé par un quotient.
Bien qu’assez semblable a la définition de Patrick GERARD des mesures semi-classiques,
mon approche pour les variantes & une longueur caractéristique exposée sur un exemple
dans [64] est plus difficile & manipuler parce que le choix de S™V~! n’est pas trés bon, et le
choix de la représentation n’est donc pas tout a fait anodin. Ce choix pourrait devenir bien
plus crucial pour les variantes a plusieurs longueurs caractéristiques, pour des situations
hiérarchiques comme je I’ai mentionné dans [64]. Comme pour le cas des mesures de
YOUNG ou on a rarement besoin d’approcher les mesures de YOUNG completes, les H-
mesures interviennent souvent par certains de leurs moments, et on pourrait se restreindre
a la description de ces moments ; les problemes qu’on obtient alors ne sont pas toujours
simples, comme dans I’étude que j’ai faite avec Gilles FRANCFORT et Francois MURAT des
moments d’ordre 4 d’une mesure positive sur la spheére S?, en liaison avec des problémes
d’Elasticité linéarisée [12].

Il y a des problemes ou interviennent a la fois des mesures de YOUNG et des H-
mesures, comme les problémes de micromagnétisme que j’avais exposés dans [63],[65], mais
parce que je m’intéressais seulement au cas ou le terme d’échange disparaissait a la limite,
javais utilisé des résultats (non publiés) obtenus avec Frangois MURAT concernant les
relations entre mesures de YOUNG et H-mesures pour déduire un probleme relaxé utilisant
seulement les mesures de YOUNG, et méme me ramener au cas d’un probleme convexe. Il
v a d’autres problemes ol une meilleure compréhension de ces relations semble nécessaire.

Conclusions.

J’ai essayé de retracer une partie du chemin parcouru en trente ans. De ’'Homogé-
néisation dont j’ai décrit les origines, de la Compacité par Compensation dont je n’ai pas
parlé mais ou jaurais aussi pu décrire quelques erreurs propagées par des gens qui ont
peut-étre consciemment essayé d’induire les débutants en erreur, des H-mesures dont j’ai
fait aussi un survol trop rapide, rien de tout cela n’était enseigné quand je passais mon
DEA d’Analyse Numérique en 1968.

J’avais suivi a I’Ecole Polytechnique un cours d’Architecture, qui consistait en une
projection de diapositives que le professeur commentait (il s’appelait ArRsAc, je crois) ; je
me souviens qu’un jour il avait énoncé que les grandes oeuvres architecturales prenaient
dix ans a construire, mais je ne me souviens pas de la liste de ces oeuvres qu’il nous
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avait montrées a I’appui de sa these. J’ai enseigné ’Homogénéisation et la Compacité par
Compensation en 1977/78, et j’ai parlé de H-mesures a partir de 1988, mais les idées que
j’ai essayé de développer ensuite n’étaient pas prétes pour 1998.

Il était clair pour moi que pendant que je développais I’'Homogénéisation, la Com-
pacité par Compensation, les H-mesures, j’aidais les mathématiciens a mieux comprendre
la Mécanique des Milieux Continus et la Physique, mais je me suis apercu que l'inertie est
beaucoup plus grande que ce que j'imaginais. Je pensais aussi que cela devait déboucher
sur des méthodes plus efficaces pour "approximation des équations aux dérivées partielles
de la Mécanique des Milieux Continus et la Physique.
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