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INTRODUCTION AUX PRODUITS TENSORIELS
DE FONCTIONNELLES CONVEXES

Marc ATTEIA!

Abstract. This paper gives new results on tensor products of convex functionals. It extends the
work of Alexandre Grothendieck regarding to tensor products of semi-norms contained in his thesis on
tensor products of topological spaces [5] and in his paper about the metric theory of topological tensor
products [6].

This paper provides basic tools for the study of biconvex functionals which play an essential role in
many parts of experimental sciences.

Résumé. Cet article présente des résultats nouveaux que j’ai obtenus dans I’étude systématique des
produits tensoriels de fonctionnelles convexes. Il étend I’étude des produits tensoriels de semi-normes
faite par Alexandre Grothendieck dans sa theése sur les produits tensoriels topologiques [5] et dans son
article sur la théorie métrique des produits tensoriels topologiques [6]. Cet article fait référence & des
travaux de recherche que j’ai dirigés dans le cadre du Laboratoire d’Analyse Numérique de ’Université
Paul Sabatier ( [2-4]). Il pose les bases d’une théorie des fonctionnelles biconvexes qui jouent un role
fondamental dans différentes branches des sciences expérimentales.

1. INTRODUCTION

Dans deux notes aux CRAS, publiées en 1973, j’ai présenté les bases de I’analyse conveze projective ; j’y
explicitais formellement le fait que la théorie classique des fonctionnelles convexes était, dans un certain
sens, une extension de la théorie élémentaire des espaces vectoriels topologiques localement convexes.
Dans une de ces notes, je montrais, en particulier, que le théoréeme de Dieudonné sur la fermeture de
la somme de deux ensembles convexes fermés, dans un espace vectoriel topologique localement convexe,
se déduisait par dualité projective du théoreme fondamental de Ky-Fan.
(La théorie des fonctionnelles convexes apparait donc, ainsi, comme une extension de la théorie
classique des semi-normes, elle-méme extension de la théorie des fonctionnelles quadratiques).
Il était donc naturel de développer une théorie des produits tensoriels de fonctionnelles convexes en
s’inspirant de la théorie des produits tensoriels de semi-normes dans la these d’A. Grothendieck.
Dans cette perspective, j’ai dirigé plusieurs travaux, dans le cadre du Laboratoire d’Analyse numérique
de Toulouse. Je citerai principalement :
(1) La these de J. P. Dedieu [3], qui établissait les premieres propriétés essentielles des produits ten-
soriels 7 et € de deux fonctionnelles convexes.
(2) La these d’A. El Qortobi [4], qui étudiait en particulier les produits tensoriels 7 et £ de deux
fonctionnelles convexes par tranches.
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(3) L’article de M. Atteia et M. Raissouli [2], qui mettait en évidence et étudiait un nouveau produit
tensoriel autodual o de deux fonctionnelles convexes.
(4) L’étude des fonctionnelles tensoriellement convexes et ses applications a 1’élasticité non linéaire et
au controle, récemment publiée, [1].
Dans l’article qui suit, nous présentons les propriétés des produits tensoriels 7 ,& et o de fonctionnelles
convexes; nous montrons aussi comment les idées développées par A. Grothendieck dans son ”Résumé
de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques” peuvent étre étendues au cas des produits
tensoriels de fonctionnelles convexes. Nous en déduisons en particulier, dans quelles conditions on a :
T<o<Le.
1.3 On sait qu’étant donné trois espaces vectoriels E, I\, G et une application bilinéaire B de E x F' dans
G, il existe une application linéaire L de E' ® F' dans G telle que :

V(z,y) € Ex F, B(x,y) = L(x ® y).

Etendre cette propriété au cas des fonctionnelles biconvexes semble naturel.

Notons que si f (resp. g) est une fonctionnelle convexe sur E (resp. F'), Papplication qui de F x F
dans R qui & tout (z,y) € E x F associe f(x).g(y) est biconvexe.

Avec des hypotheses convenables, si v = m,0,¢, on a :

V(z,y) € EXF, (fvg)(x @y) = f(z).9(y).

Si @ est une fonctionnelle biconvexe sur E x F', en général il n’existe donc pas de fonctionnelle
convexe unique ® sur £ @ F' telle que :

V(z,y) € ExX F, Q(z,y) = ®(z Qy).

Nous expliciterons dans un article ultérieur les liens (que nous avons établis) entre les fonctionnelles
biconvexes (multiconvexes) et les produits tensoriels ainsi que les applications & la mécanique ou & la
physique. On trouvera un type de résultat, dans ce sens, dans larticle cité en [1].

2. RAPPELS SUR LES PRODUITS TENSORIELS DE SEMI-NORMES.

Définition 2.1. Soient (E,p) et (F,q) deuz espaces vectoriels semi-normés. On pose:

Ve E@F, (pra)(z) = Inf § D p(@;) - alys)i 2 =3 (v; @)

J
D’odi, en particulier : ¥Y(x,y) € E x F, (prq)(z ®@y) = p(x) - q(y).
7 est appelée la semi-norme projective sur le produit tensoriel de (E,p) et (F,q).
(E,p) étant un espace semi-normé, on pose : S(p;1) = {zr € F; p(z) < 1}
On montre que :
Proposition 2.1. S (pmg;1) = co( S (p;1) ® S (g;1)).

Soit E* (resp.F™*) le dual topologique de (E,p) (resp. (F,q)) et < .,. >g (resp. < .,. >p) le crochet de
dualité entre (E,p) et E* (resp. (F,q)et F*).

On désigne par p° (resp.q°), la semi-norme duale de p (resp.q) sur E* (resp.F™*).

On pose : V(z,y) € Ex F ,V(z*,y*) € E* x F* |

<rRu,r QY >=<z,2* > <y, y* >p
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etVz:Z(mj®yj)€E®F , Vz*zZ(xZ@y,ﬁ)GE*@F*,
J k

<z z >®:Z <z QYT QY >e.
gk
Alors,

Définition 2.2. On poseVz € EQ F,
(peq)(z) = Sup{< z, 2" @y* > g ; (z*,y") € B* x F* , p°(z*) <1, ¢°(y*) < 1}
D’ou, en particulier :

V(z,y) € Ex F, (peq)(z ® y) = p(x).q(y)-
e est appelée la semi-norme inductive sur le produit tensoriel de (E,p) et (F,q).

On montre que :

Proposition 2.2. S (peq;1) = ((S(p;1))% @ (S(¢:1))%)% ot = ()% (resp.()%). ()& ) désigne la polarité
relative a < .,. >g (resp. < .,. >p,) < ., . >g) -

De méme :

Proposition 2.3. Quels que soient les espaces semi-normés (E,p) et (F,q),Vz€ EQF , on a :

(peq)(2) < (pmq)(2).

On dira que ¢ < 7.

Définition 2.3. On dira qu’une semi-norme v sur E ® F est raisonnable si e <y <7, c’est a dire :

Vze E®F, (peq)(2) < (pyvq)(2) < (pmq)(2).

Remarque 2.1. On notera, dans la suite, EvF, le produit tensoriel E ® F' muni de la semi-norme v et on
notera ENF un complété de EyF.
Soit v telle que : € <y <. Alors :

(EeF)* C (EyF)" C (EnF)".
D’autre part, siz€ EQF, on a :
V(z*,y*) € E* X F*, < z, ¥ Q y* >o< p°(z") - ¢°(y") - (peq)(2).
Il en résulte que E® F est contenu algébriqguement dans (E*eF*)*, donc dans (E*yF*)*. Sidim(F) < +oo et
dim(F) <400 ,0na: EQF = (E*vF*)* .

3. PRODUIT TENSORIEL DE DEUX CONES

Soit (E,p) (resp.(F,q)) un espace vectoriel semi-normé, A (resp.B) un coéne contenu dans E (resp.F’) ayant
Iorigine pour sommet.

Définition 3.1. Onpose : AQB ={2€ EQF;z2=a®b,ac A,be B} et AnrB= co (A® B).
Soit E* (resp.F™*) le dual topologique de (E,p) (resp.(F,q)) et

A°={a* € E*;Va€ A, < a,a” >g> 0},
B°={b" € E*;Vbe B,<b,b* >p>0}.
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Posons :
(A°®B°)°g ={2z€ EQ F;V(a",b") € (A° ® B°),< z,a" @ b" >g> 0}
On montre facilement que :
A®BC (A°® B°)°g.

Définition 3.2. AeB = (A° ® B°)°g.

On en déduit que :
AxB® c AeB.
Plus généralement , si € < < 7, posons :

(A% @ B%)°y ={ue (E"yF7)"; V(a",b7) € (A° ® B®), u(a” ®0b%) = 0}

Alors :
(Ao ®B0)o€ C (AO ®B0)o’y C (Ao ®BO)OT{"
(Il n’y a pas, a priori, de relation entre A ® B (ou AnB) et (A° ® B°)°, ).

4. PRODUITS TENSORIELS DE DEUX FONCTIONNELLES

Remarque 4.1. Soit G un espace vectoriel et Q une partie de G. On pose : C1(Q) = UAeij\(Q x {1}) .
C4(Q) est un cone épointé contenu dans G x R Si ¢ est une fonctionnelle sur G, on pose :

epi(p) = {(z,0) € G x R;p(z) < o},

epi(p) = {(z,0) € G x R;p(z) < o},
Ci(p) = Ci(epi(p)), C+(p) = C1(epi(p)).
Cr(p) (resp. Cy(p)) est un cone épointé contenu dans G x R xRY . Soit G* un espace vectoriel en dualité
avec G et < .,.>q le crochet de dualité entre G et G*.
Posons :
V(z,0,0) € GxRx RV(z" 0", 0")eG xR x R,
< (zy0,0),(z%, 0%, 0%) >=<x,2% >q +p.p* +0.0".

Alors, < ., .> met en dualité G xR xR et G* x R xR . On posera alors :
(C1(9)? ={(@",0",0") € G" xR Ry V(x,0,0) € Ci(p),<z,2" >g +p.p" +0.0" > 0}.
(on explicitera, plus loin, le lien qui existe entre (C(9))° et Ci(¢*)).

Soit F (resp. F) un espace vectoriel et f € EE (resp. g € EF) Par analogie avec ce qui précede
définissons frg comme 1’élément de EE(@Ftel que : Ci(frg) = CL(f)mCy(g) . Alors
Proposition 4.1. V2 € EQ F,
( fmg)(z) = Inf{}2; 0; f(z;)9(y;) i 2= 05(x; @y;) ot a; 20,3 05 =1,(xj,y;) € Ex F}.

fmg est une fonctionnelle conveze, positive sur E® F .
Soit (E, p) (resp.(F, q)) un espace vectoriel semi-normé et E* (resp. F™*) son dual topologique. On définit, comme

. . 14 =EQF
ci-dessus, < .,.>p, < .,.>p, <.,.>g . S0it feg I’élément de R el que :

Ci(feg) = (C+(f))° @ (C+(9))°)°e-
Alors :
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g . =E —E* —F —F*
Proposition 4.2. Si feR, , f*feR, ,geR, ,g"c€R, ,0ma:Vz€EQF
feg = Sup{< z,z* @y* >¢ —fHa*).¢* (*); (z*,y") € B* x F*}

on: fr=f*(=), 9" =g"(—) .

On montre que :
Proposition 4.3. feg = (fﬁ’lrgﬁ)%.

On dira que : € = (ﬂ')g@ . De I’étude sur les produits tensoriels de cones, on déduit que :

feg < frg.

Définition 4.1. Soit ~y tel que : € <y < m . Posons : feyg= (fﬁwgﬁ)ﬁ7 .

Il n’y a pas, a priori, de relation entre frg et feyg.

5. PREMIERES PROPRIETES ALGEBRIQUES DE 7 ET DE €
Soit (F,p) (resp.(F,q)) un espace vectoriel semi-normé et E* (resp. F*) son dual topologique.

Proposition 5.1. Soit f,g € Rf ,he Ri tels que :  fi gt € RE , hte Ri .
Si A€ RY, alors :

—~
>
~
S~—
3
=
[

fr(AR) = M(fmh),
(fNmh = fr(hA) = (frh).A.

et

(fNeh = fe(h.X) = (feh).A
(Af)eh fe(Ah) = A(feh).

Si f <g, alors :
et

De plus :

(f +g)mh

(fOg)eh
ov : O=(+

6. ITERATION DE 7 ET DE €

Proposition 6.1. Soit (E;,p;)jen+ une famille d’espaces de Banach et ¥j € N*, E% le dual topologique de
(Ej,p;), et f; € Rfj telle que f]ﬁ € Rfj. On a :

() (himf)rfs = fim(forfs) S fim for f,
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et
(i) (hefo)efs = helfocfs) Y fiefacts.

En posant alors :

Vm e N*,  firfor..wfom = ((finfo)m.. )0 frn 0t fi7fom..7 fry € E?@ """ ®Em’

et
Vm e N*,  fiefae...efm = ((fief2)e...)efm-

On vérifie que:

Vm € N*,  fiefocucfm = ((ffwfgw...wffn))u

N =F1®
ot fiefoeefm € RY

Définition 6.1. Soit (E,p) un espace de Banach, E* son dual topologique et, f € ﬁf telle que f* € @f .
On pose, formellement :

£ =R EY
ot E9=R,E® =F et VjeN*,j>2 , E¥ =E®..QF
N
j
Et,si y=mouy=¢c, f& = fr..7f.
—

J
Formellement, on écrira, alors :

i=0 I’
et
o0 f®j
Log, (1—f) =) .
—
J
On considerera aussi : VreFE,
o0 k(,.Qk
—— f9F (@)
(Ezp,, f)(z) = Z WT,
k=0 )
et

(Log, (1— f))(a) = “L——">

7. MOYENNE DE 7 ET €
Définition 7.1. Soit (H,(- |-)y) et (K, (- |')g) deux espaces de Hilbert. On appelle produit tensoriel de ces
deuz espaces, l'espace de Hilbert (H @ K, (- |-) yo ) tel que :

Vu=Y (v;0y) EHOK, Yw=) (]@y]) eHOK, <uv>g=Y (v |ot)y - W lvi) -
J J J,k



50 ESAIM: PROCEEDINGS

Posons :
HoK =(H®K, (- [)gox)

Une question se pose naturellement : Existe-t-il une relation entre les espaces de Banach HnK, HeK et
I’espace de Hilbert Ho K 7

R. Schatten (voir [9]) a répondu & cette question en montrant que, dans un certain sens, o est la moyenne
de 7 et de €.

Nous allons généraliser la notion de moyenne qu’il a introduite pour définir le produit tensoriel fog moyenne
des produits tensoriels frg et feg.

Algorithme de construction de fog a partir de frg et feg.
Soit W un espace vectoriel et T'o(W), le cone convexe des fonctionnelles convexes s.c.i. sur W.
Notons £ la dualité qui & toute f € T'o(W) , associe f# € To(W) telle que : ff = f*(—) ot f* estla
conjuguée de f.
On vérifie facilement que, si f, g € Ty(W), alors :

(f+g>u< f“rg”_
2 )

On considere 'algorithme suivant :
A partir de f1 et g1 donnés appartenant a I'o(E) , on définit deux suites d’éléments de T'o(E), & savoir (f,) et

(gp) tels que :
#
. + i+
VPGNaprrl:fp gpa gp+1:<pp

2 2
On montre que :

Proposition 7.1. si dom fo = dom go , alors, les suites (fp)pen €t (gp)pen convergent vers la méme limite et
lUon a :

gy ilég Ip = Joo = foo inf Ip i fp

D’autre part, posons :

4o\
Vf,geTo(E), ftg_ foag (Tesp. <M> = faﬁﬂ) )

2 2
et
aerag
Apt1 = ——5—
Alors : .
X frap, g fiad g1
Vfge€ PO(E)an € N7, fp+1 = Tp) Ip+1 = Tp

Ainsi, la suite (ap)pen tend vers une limite ao lorsque p tend vers l'infini et :

foo =00 = flaoogl = flagogl-
Proposition 7.2. Soit (E,p) (resp.(F,q)) un espace vectoriel semi-normé et E* (resp. F*) son dual topologique.
Notons < -,- >g le crochet de dualité entre E* @ F* et E® F.
Soit fy € ﬁf et go € Ei telles que fg € Rf et gg € Ri .
Posons :

#
f1= fomgo, g1 = foego = (féwg8)®,
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et

#
\ + s+
vpENafp-‘rlzfp2gpvgp+1:<p2p .
®

Si, relativement a la dualité définie par le crochet < -,- >g, f1 €To(E® F),
alors, les suites (fp)pen et (gp)pen convergent, lorsque p tend vers linfini, vers une méme limite que nous
noterons fopgy et l’on aura alors :

forgo = ((fomgo)aee (fo€go)) = fopﬁgo-

8. PROPRIETES TOPOLOGIQUES DE fmg ET feg

Remarques préliminaires.

(1) La définition de fmg est algébrique.

(2) La définition de feg dépend des semi- normes p de E et ¢ de F .

(3) E® Fet E* ® F* sont mis en dualité par le crochet de dualité < -,- >5 . Notons o(E ® F, E* @ F*)
la topologie faible sur (E ® F') associée au crochet < -, >g et (E® F), l'espace (F ® F') muni de la
topologie o(E ® F, E* ® F*).

Il résulte, de sa définition, que feg est s.c.i. sur (E ® F),.
Il en va différemment de frg.
On peut montrer que, en général,

(f s.ci. sur (E,p) et gs.ci. sur (F,q)) &= (frg s.ci. sur (E®F),),
et méme que, en général,
(f s.ci. sur (E,p) et g inf-compacte sur (F,q)) &= (frg s.ci. swwr (E® F),).

Par contre:
(a) si (E® F), est quasi-complet,
(b) si f est inf-compacte sur (E, p) et si g est inf-compacte sur (F, q) alors (frg est s.c.i. sur (EQF),
ou encore :
(c) si A est une partie de E faiblement compacte dans (F, p) , si B est une partie de F' faiblement
compacte dans (F, q) alors A ® B est compacte dans (£ ® F), ;
(d) si, de plus, (F® F), est quasi complet, alors ¢o(A ® B) est compacte dans (E ® F),.
(On rappelle qu’'un espace vectoriel topologique est quasi-complet si toute partie bornée fermée de
cet espace est compléte).
(4) On sait que :
(feg = (Firgh)l) = (e = ()5)
D’autre part :
(Ffegh)ls = (fFrg™)%)5,
donc, si f € To(F) et g € To(F), alors :

(Freg)ls = (fr9)%.
Et si frg est s.ci. sur (E® F),, alors :

frg=f((e)%)g.
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(5) A. Grothendieck dans [6] a montré que :

Quelle que soit la semi-norme p sur l’espace vectoriel E et quelle que soit la semi-norme q sur l’espace

vectoriel F' on a :

peq = p((m)%)q et prg = p((€)h)a,

et quels que soient les espaces vectoriels E et F, quel que soit z € E® F, quel que soit v tel que
e<y<m:

(r79)(2) = Inf{(pyq)(v); u € M @ N, M € Vy(E), N € Vs(F)},

ou Vy(E)) (resp.Vy(F)) est l'ensemble des sous-espaces vectoriels de E (resp. F ) de dimensions
finies.
Il apparait ainsi que les propriétés de pyq sur des espaces vectoriels de dimensions quelconques se déduisent de
ses propriétés sur les espaces de dimensions finies.

Définition 8.1. Suivant A. Grothendieck, nous associerons a tout produit tensoriel v de fonctionnelles définies
sur les espaces de dimensions quelconques le produit tensoriel 7 tel que :

Quels que soient les espaces de Banach (E,p) et (F,q), quelles que soient les fonctionnelles f € Kf et g€ Ki
telles que f* € @f et gt € Ri ,
quel que soit z € E® F,

(f9)(z) = Inf (fuygn)(u); u€ M@ N, M € Vi (E), N €V (F)),

ot V§(E) (resp.Vy(F')) est l'ensemble des sous-espaces vectoriels de E (resp.F') de dimensions finies et fu
(resp. gn ) est la restriction de f (resp. g) a M (resp.N) .

On dira que 7y est de type fini si 5y = .

On sait que : € < T.

On dira que 7y est raisonnable si : € <75 < 7.

p étant le produit tensoriel défini dans la proposition 7.2, on a :

Proposition 8.1. e<p <7 .
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