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ETUDE D’UNE CLASSE DE SYSTEMES ELLIPTIQUES QUASILINEAIRES
DERIVANT D'UN POTENTIEL DANS RY

DJELLIT ALI' AND TAS SAADIA!

Abstract. we study quasilinear elliptic systems, the nonlinearities on the right hand side are the
gradient of a C''-functional. The solutions of these systems are the critical points of the associated
energy functional, the properties of this functional are intimitly connected with the growth conditions
of the nonlinearities.

Résumé. nous étudions des systémes elliptiques quasilinéaires, les non linéarités & droite sont le
gradient d’une fonctionnelle de classe C*. Les solutions de ces systémes sont les points critiques
de la fonctionnelle d’énergie correspondante dont la géométrie est étroitement liée aux conditions de
croissance des nonlinéarités.

1. INTRODUCTION

Les systemes que nous allons étudier comportent des opérateurs de forme divergence notamment I’opérateur non
linéaire, non autoadjoint dit “p—Laplacien” et défini par A,u = div(|Vul’ “?Vu). Celui-ci intervient aussi bien
dans la théorie des applications quasi-réguliéres et quasi-conformes que dans la propagation a travers des milieux
poreux ainsi que dans la mécanique des fluides non-Newtoniens pour laquelle 1 < p < 2 correspond aux fluides
pseudo-plastiques, p > 2 aux fluides dilatants et le cas p = 2 ( i.e le Laplacien) aux fluides Newtoniens. Ceci ex-
plique l'intérét croissant porté par plusieurs auteurs a ’étude de tels systemes et équations dits “quasilinéaires”.
Cependant, ces problemes sont en général non intégrables, autrement dit des solutions explicites sont pratique-
ment impossibles & déterminer, néanmoins pour certains cas on arrive a montrer l’existence de solutions. A
cette fin, différentes approches ont été explorées, elles se résument dans I’ensemble & rechercher des solutions
faibles sous forme de points critiques ou de points fixes d’une fonctionnelle ou d’un opérateur approprié. Nous
allons donc étudier une classe de systemes elliptiques quasilinéaires de deux équations a deux fonctions incon-
nues définis sur RY. Lorsque le domaine d’étude est non borné , la perte de compacité dans les inclusions de
Sobolev rend les techniques variationnelles plus délicates. Néanmoins, deux aspects assez semblables permettent
de récupérer la compacité dans un certain sens : le premier consiste a introduire des espaces de fonctions ou la
compacité est préservée tels que les espaces a symétrie sphérique ou encore les espaces de Sobolev a poids, le
second se caractérise essentiellement par la restriction de I’étude a des nonlinéarités poélynomiales sous-critiques.
En ce qui nous concerne, nous considérons le second aspect pour chercher des solutions dans des espaces de
Sobolev homogenes.

Pour un systéme dérivant d’un potentiel, les nonlinéarités & droite sont le gradient d’une fonctionnelle de classe
C', une approche variationnelle permet d’établir I'existence des points critiques de la fonctionnelle d’énergie
correspondante. Cette existence est étroitement liée a la géométrie de la fonctionnelle et par conséquent aux
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conditions de croissance des nonlinéarités. Pour des conditions sous-homogenes (ou parfois dites sous-linéaires
par analogie au cas p = 2), la fonctionnelle admet un minimum global du fait qu’elle est coercive et faiblement
semi-continue inférieurement sur un espace de Banach réflexif. Dans le cas sur-homogene (ou sur-linéaire), elle
n’est pas coercive. Toutefois, sous des hypotheses supplémentaires notamment de “traversée de valeur propre”,
elle admet un point critique du type point selle grace au théoreme de Passe-Montagne. Dans ce cas, la condition
de Palais-Smale est indispensable puisqu’elle permet d’obtenir des suites minimisantes relativement compactes.
Or, celle-ci fait défaut lorsque les nonlinéarités arborent des exposants critiques. Dans ce dernier cas, pour
pallier a cette insuffisance, on utilise le principe de concentration-compacité de P. L. Lions qui permet alors de
récupérer un intervalle de compacité a 'intérieur duquel un chemin critique est construit.

2. ETUDE D’UN SYSTEME ELLIPTIQUE QUASILINEAIRE AVEC DES EXPOSANTS SOUS
CRITIQUES

Nous nous intéressons a l'existence des solutions du systeme elliptique quasilinéaire suivant
OF
—Apu = 8—(x,u,v) dans RV
U
(S) , 1< p, g<N.

oF
—Apv = %(x,u,v) dans RV

Les nonlinéarités a droite sont le gradient d’une fonctionnelle F' de classe C!, et conferent au Systéme (S)
une structure variationnelle. Nous allons prouver l'existence de solutions non triviales pour le Systéme (S)
dans des espaces de Sobolev homogenes et sous des conditions de croissance tantoét sous-homogenes (ou encore
sous-linéaires par analogie au cas p = ¢ = 2) et tantot mixtes ( c.a.d. sous et sur-linéaires). Dans le premier
cas, la solution faible est obtenue en tant que minimum global de la fonctionnelle d’énergie et dans le second en
tant que point critique du type passe-montagne de la cette méme fonctionnelle.

Notations

(1) Pour 1 <m < N, m* = ]\J,V_—”;”n désigne I'exposant critique de sobolev de m. DV™(RM) est le complété
de C5°(RY) pour la norme

m

lully . = [Vl = / Vul™ dx
]RN

DY (RYN) est un espace de Banach uniformément convexe défini de maniére équivalente par I’ensemble
{uer™ ®Y): vue (L"®")"},
Parallelement, nous introduisons I'inégalité de Sobolev suivante (voir [4])
3 C, = C(N,m) > 0 tel que Yu € DV™(RY): llull,,« < Cm ||u||lm

(2) Sp, est la meilleure constante de Sobolev définie par

Sm=C" =1Inf { bl ,u € DV(RN)\ {O}} .

m
[/l

(3) Z est lespace produit DVP(RM) x DV4(RN), Z* son dual topologique muni de la norme duale .||,
(voir [4]).
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(4) 1, J, K sont des fonctionnelles définies pour tout (u,v) € Z par

1 P 1 olle
J(u,v) = ’ l[ully , + 7 [0ll1,q
K (u,v) = /F(x,u(x) 0 (x)) dx
RN
I(u,v) = J(uv)—K(u,v)

Nous rappelons une condition de compacité dite condition de Palais-Smale.
Définition
Une fonctionnelle I € C! (Z) satisfait la condition (Ce) si toute suite (u,,v,) de Z vérifiant
(i) (I (un,vyn)) est bornée.
i) (1+ llunlly + ol o) |7 s o)
possede une sous suite convergente dans Z.
Enfin, nous énongons 'outil essentiel utilisé de maniere réccurente tout au long de ce travail.

— 0
* M—+00

Théoréme de Passe-Montagne
Soit Z un espace de Banach réel. I € C' (Z) satisfaisant la condition (Ce) et I (0) = 0. Supposons que

(i1) 3p, 0 >0 tels que |Ul|, =p=1(U) > 0.
(i) IE € Z tels que |E||, > pet I (E) <0.

Alors I posséde une valeur critique C' > o, caractérisée par

C = inf I(U C = inf I
inf | Jnax (U) (ou inf max, (v() )

0i T ={y€C(0,1],2): 7(0) =0, (1) = E}.

2.1. Le cas sous-linéaire

Nous étudions, dans cette premiere partie, le Systeéme (.S) avec la nonlinéarité F' vérifiant les hypotheses suivantes
(H.1) FeC' (RN xR%R) , F(z,0,0) =0.
(H.2) 1l existe des fonctions positives a;, b; (i = 1,2) telles que pour tout (u,v) € R? et pour presque tout

xRN
oF _ _
‘%(x’“’“) < ay (@) [ul" T+ ag (2) o2
oF _ _
e )| < @ b o)

ot 1 < py,p2, ¢t <p, 1< qu, g2, p2 < q (conditions de sous-linéarité) a; € L (RN) , b; € L% (RN),
i = 1,2. Précisément,

*

D P q* P q* q
PE) 61 = el /62 =

= , Qg = .
p* —p1 prq* —p*(p2—1)—¢q prq* —q* (g —1)—»p q* — g2

*

ag

(H.3) Il existe des constantes R > 0, § < 1 et une fonction positive H : RV x R? — R tels que pour # € RV,
lul, |[v] < R et ¢t > 0 suffisamment petit : F (x,t%u,t%v) > t'H (v,u,v).
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Remarque 1. L’hypothése (H.3) signifie que dans un voisinage de la solution triviale, le potentiel est dans un
sens suffisament positif de sorte que la fonctionnelle d’énergie prenne des valeurs négatives.
Le résultat d’existence repose sur les lemmes suivants.

Lemme 1. Sous les hypothéses (H.1) et (H.2), la fonctionnelle K est bien définie et de classe Clsur Z. De
plus, sa dérivée est donnée par

K (u,v) (w,2) = / (gl:(amu,v)w—i— (Zf(x,u,v)z) dz , V(u,v) , (w,z) € Z.

RN

Proof. Montrons que K est Fréchet-différentiable en tout point (u,v) de Z autrement dit pour tout ¢ > 0, il
existe 0 = 0 (g, u,v) > 0 tel que (||w||1 » =l q) < 0 entraine

’

‘K(u+w,v—|—z) — K (u,v) — K (u,v) (w,z)‘ <e (||wH1)p—|— Il

1,q> ’

Soit Bg la boule de RY centrée & I'origine et de rayon R. Nous définissons une fonctionnelle K sur D*?(Bg) x
DY4(Bg) par

Kg (u,v) = [ F(z,u(z),v(x)) dz.
/

Il est connu que grace aux hypotheses (H.1) et (H.2), Kr € C' (D'?(Bg) x D"4(Bg)) et que pour tout
(w,z) € DYP(Bg) x DY9(Bg), nous avons

K;% (u,v) (w,2) = / <<2F (x,u,v)w + —ZF (:v,uw)z) dx
u v
Br

De plus, K;% est compact de Z dans Z* ( voir [15-17] ).
Ecrivons alors, pour tout (u,v) , (w,z) € Z

/

Ku+w,v+z2)— K (u,v) — K (u,v) (w, 2) +

< ’KR(quw,erz)—KR(U,U)—K;%(U,U) (w, 2)

+ / (F(;U,u—i—w,v—i—z)—F(x,u,v)—?(x,u,v)w—?(xmm)z) dz
u v

RN —-Bg

En vertu du théoréme des accroissements finis, des conditions de croissance dans (H.2) nous obtenons

oF oF

o) = 5 u0)2) da| < e (Jully + 1)

F(x,quw,erz)fF(x,u,v)f%( )

RN —Bp

K est continu sur Z. En effet, soit (tUn,vn) — (u,v) dans Z, pour (w,z) € Z, nous avons
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/ ’

K (up,vp) (w,2) — K (u,v)(w,z)‘ < ‘Ké(un,vn)(w,z)—K;%(u,v)(w,z)’—l—

oF oF
/ ((?u(:mun,vn) — au(x,u,v)> wdx| +

RN _Bp
oF oF
+ / ((%(x,umvn) — a@(m,u,v)) zdx
RN _Bp

K5, est continu sur DV?(Bg) x D4(Bg) (voir [R2], [0] ), donc

Kp (Un,vp) (w, 2) — K (u,0) (w, 2)] — 0.
n—oo
En utilisant une fois de plus (H.2), les autres termes du membre de droite tendent aussi vers zéro (]

Lemme 2. Sous les mémes hypothéses, la fonctionnelle K est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i)

dans Z .

Proof. Soit (un,v,) une suite faiblement convergente vers (u,v) dans Z.
Nous écrivons, comme précedemment

|K(unvvn)_K(uav)| < ‘KR (un’vn)_KR (uvv)|+ / (F(x,un,vn)—F(x,u,v))d:B
RN _Bp

L’opérateur de restriction étant continu, la suite (u,,v,) converge faiblement vers (u,v) dans DVP(Bg) x
DY4(Bg). Or Kg est f.s.c.i ( ceci résulte des conditions de croissance et de I'inclusion compacte

D'"?(Bg) x D"(Bg) C L*(Bg) x L'(Bg), (s,t) € [1,p*[x [1,¢*[,
pour plus de détails, voir [15,16] ). Les autres expressions du membre de droite tendent aussi vers 0 en vertu
de (H.2). O

Remarque 2. La fonctionnelle J étant une norme, est f.s.c.i . De plus, elle est de classe C' sur Z et sa
dérivée est donnée par

J (u,v) (w,z):/|Vu|p_2 Vu.deJ;+/|Vv|q_2 Vo.Vzdz.
RN RN

Ainsi les solutions faibles du Systéme (S) ne sont autres que les points critiques de la fonctionnelle d’énergie I
Lemme 3. Si les hypothéses (H.1) et (H.2) sont satisfaites alors la fonctionnelle I est coercive.
Théoreme 1. Sous les hypothéses (H.1)-(H.3), le Systéme (S) admet une solution (faible) non triviale.

Proof. Grace aux Lemmes 2 et 3, la fonctionnelle I est f.s.c.i et coercive sur Z qui est un espace de Banach
réflexif. La fonctionnelle I admet donc un minimum global. Puisqu’elle est différentiable (Lemme 1 et Remarque
2) , ce minimum est un point critique et par suite une solution faible du Systeme (S). Montrons alors qu’elle
est non triviale. Comme I (0,0) = 0, il suffit de montrer qu’il existe (u1,v1) € Z tel que I (u1,v1) < 0. Soit
R>0et (0,0) # (p,1) € CF(RYN) x C°(RN) tels que |¢|, |[¢| < R.
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En vertu de (H.3),nous avons

11 1 1 11
1(t3,t50) t(p el + ||w||‘f,q) —/F(aﬁ,tw,tqw) da

RN
1 1
< o5, g IL,) ¢ [ H (o) ds
RN
Pour t > 0 assez petit, il est clair que (t%go,t%@/}) < 0. (]

2.2. Le cas mixte

Cette section est consacrée au Systeme (S) avec le potentiel F' satisfaisant des conditions mixtes de croissance
et d’autres de “traversée de valeurs propres”. Pour prouver ’existence de solutions nontriviales, nous utilisons
une variante du théoreme de Passe-Montagne ou intervient une version faible de condition de compacité du type
Palais-Smale. Cette derniére version, introduite par Cerami [7], a été utilisée par Bartolo, Benci et Fortunato [2]
pour montrer un théoreme de déformation. D’autres auteurs comme Benci et Rabinowitz [3] se sont servi pour
obtenir des résultats de minimax plus généraux tels que le théoreme de Passe-Montagne généralisé.

Pour tout &, n € RV, rappelons d'une part les inégalités suivantes [10,17]

EF2E— P2 n) . (E—n) sip > 2
|£_77‘p§ ( ) L @

—2 -2 I
[(leP 2=l n) . =m)] " (el + )" sit<p<2
D’autre part, notons A\; la premiere valeur propre du systeme

—Apu = da (z) |u[’"?w dans RN
(SVp)
—Agv =M (z)|v|* v dans RV,
ol les poids a et b sont des fonctions positives bornées telles que a € L%(RN )et b e L%(RN ). Nous avons

M = Inf J(u,v) o
(u,v)EA

1 1

A=< (u,v) € Z: M (u,v) = f/a(x)\u|pd:c+f/b(x)\v\qu:1
p q
RN RN

Pour ce cas, nous supposons en plus de (H.1) que les hypotheses suivantes sont satisfaites.
(H.4) Pour tout U = (u,v) € R? et pour presque tout z € RV

oF _ _
e @) < a@UP T @ 0P
oF _ _
G @r)| < @

oul < py, ¢1 <min (p,q) , max(p,q) < p2, g2 < min (p*, ¢*) (conditions mixtes),

a; € LY%@RN)NLARN), by e L"(RY)N L% (RY), i=1,2

o = P = 1 o P g o P q
1 - T ) 1 T ) T .
T — ¢ prq* —p*(pi — 1) — ¢ prq* —q* (¢ — 1) — p*

P —pi
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F OF
(H.5) UVF (z,U) — F (2,U) <0,Y(2,U) € RY x R2 — {(0,0)}, ou VF = (gu’ gq)) .
. pq|F (z,U)| o pq|F (z,U)]
H.6) limsup < A1 < liminf .
(1:6) wi—o qa (@) [ul +pb () [o]T = T U=t ga (2) [uf + pb () [v]f

Remarque 3. Par analogie avec le cas p = q = 2, Uhypotheése (H.5) signifie que le potentiel F' n’est pas quadra-
tique ( et méme sous-linéaire) & infini. Rabinowitz [16] compte parmi les premiers auteurs ayant considéré
ce type de conditions notamment de super-quadraticité. L’hypothése (H.6) décrit linteraction entre le potentiel
non quadratique a linfini F' et la valeur propre A1, elle confére a la fonctionnelle d’énergie la géométrie désirée.
Costa [9] a introduit ce genre de suppositions dont une variante apparait aussi dans O [15].

Lemme 4. Sous les hypothéses (H.1) et (H.4), la fonctionnelle K est bien définie, de classe C' sur Z, sa
dérivée est donnée par

K (u,v) (w, 2) = / (gfj(x,u,v)w + g—f(x,u, v)z) dx , ¥V (u,v) , (w,2) € Z
RN

De plus K' est compact de Z dans Z*.
Lemme 5. Si (H.1), (H.4}) et (H.5) sont satisfaites alors I vérifie la condition (Ce).

Maintenant, nous prouvons que la fonctionnelle I verifie les conditions géométriques du Théoreme de Passe-
Montagne.

Lemme 6. Supposons que (H.1), (H.4) et (H.6) soient satisfaites. Alors la fonctionnelle I vérifie
(i1) 3p, 0 >0 tels que ||ull, , + v, , = p entraine I (u,v) > o > 0.
(i) 3E € Z tel que |E|, > p et I (E) <O0.

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer notre principal résultat.

Théoreéme 2. Sous les hypothéses (H.1), (H.4)-(H.6), le Systéme (S) posséde au moins une solution nontriv-
iale.

Proof. En tenant compte des Lemmes 5 et 6, il suffit d’appliquer le théoreme de Passe-Montagne. Puisque
1(0,0)=0¢et I(u,v)=C >0 >0, lasolution (u,v) est nontriviale. O

3. ETUDE D’UN SYSTEME ELLIPTIQUE QUASILINEAIRE AVEC DES EXPOSANTS CRITIQUES

Nous étudions le systéme non linéaire suivant

" F
—Apu = f(z)|uf’ “u+ Ag—u(x,u, v) dans RV

(Se) —Agv = g(x) |11|lf_2 v+ Aaa—f(x,u,v) dans RV

u, v — 0 quand |z| — 400

Ici f et ¢ sont des fonctions positives définies sur R™V; X est un parametre positif; p* , ¢* désignent les exposants
critiques de Sobolev de p et g.

Nous définissons les fonctionnelles L et I pour tout (u,v) € Z par

L(uv) = = / F(@) [uf? dz+ ~ / o) o] de
P “J
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et

I (u,v) = J (u,v) — L(u,v) — AK (u,v),VA > 0.
et

I (u,v) = J (u,v) — L(u,v) — AK (u,v),¥Y\ > 0.

Nous allons montrer 'existence de solutions non triviales pour le Systéme (S.) quelque soit A € ]0, A\1[; A1 étant
“la premiere valeur propre” du systeme suivant

oF
—Apu = /\%(z,uﬂj) dans RY
F
(Sup) —Av = /\%(gy,u,v) dans RY

u, v — 0quand |z] — +o0 ,

avec la nonlinéarité F vérifiant des conditions de croissance mixtes et sous-critiques. Le Systéme (S.) ayant une
structure variationnelle, le résultat d’existence est obtenu via le théoreme de Passe-Montagne. Les difficultés
relatives aux exposants critiques réside dans le fait que la fonctionnelle d’énergie correspondante ne vérifie pas la
condition de Palais-Smale a tous les niveaux, ceci est di essentiellement a la perte de compacité dans I'inclusion
de WP (Q) dans LP" () méme si Q est borné et régulier. Néanmoins, en utilisant le principe de concentration-
compacité de P. L. Lions, nous montrons que la condition (P-S) est satisfaite pour tout 0 < ¢ < ¢*, ¢* étant
liée & la meilleure constante de Sobolev. Nous récupérons ainsi une marge de valeurs critiques dont les suites
minimisantes sont relativement compactes et a I'intérieur de laquelle un chemin critique est érigé.
Nous introduisons les hypotheses suivantes:

(H.7) Nous supposons que f et g sont des fonctions strictement positiveb et bornéeb

(H.8) Nous supposons qu’il existe deux constantes 6, , 6, telles que - < 0, < 5 , q < b, <3 L satisfaisant
8F OF 10F 10F
0< F(x,u,v) < 8 (x,u,v)u—l—@tl%(m‘,u,v)vg 5%(x,u,v)u+6%(x,u,v)v.
N g—N
Posons ¢* = min ( , 54 gl ) Sic* ||fH * alors

(H.9) nous supposons que || f||, = f(z0), zo € RY et que dans un voisinage de xo, nous avons f(z) — f(zo) =
O (Jx — zo]) -

(H.10) De plus nous supposons qu’il existe deux constantes positives « et ¢ telles que p < a < p* satisfaisant
F(z,u,v) > clul®.
N —N
Dans le cas ou ¢* = 154 HgHZOT nous remplagons f par g dans (H.9), p par g et |u| par |v| dans (H.10).

Remarque 4. Sous les hypothéses (H.1), (H.4) et (H.7), la fonctionnelle d’énergie I est bien définie et de
classe C, de plus pour tout (u,v), (w,z) € Z, sa dérivée est donnée par

I;\ (u,v) (w, 2) /|Vu|p *Vu. dex+/|Vv\q > Vou.Vads —

/f(x) |u|p*_2 uwdzx — / (x) |v|q 2 vzde — /\/ < (z,u,v)w + Bali(x,u,v)z> dz.
RN

Ainsi, les solutions faibles du Systéme (S.) sont exactement les points critiques de la fonctionnelle Ty.
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Remarque 5. L’hypothése (H.8) exprime le fait que le potentiel F' est “super-quadratique” a 'infini au sens de
Rabinowitz (dans le cas scalaire pour p = 2). Les hypothéses (H.9) et (H.10)signifient que f est lipschitzienne
dans un certain voisinage du point pour lequel elle atteint son mazimum et dans ce méme voisinage, le potentiel
F' est sur-homogéne par rapport d u.

Rappelons que I satisfait la condition de Palais-Smale au niveau ¢ ou encore (PS), si toute suite (uy,vy,)

de Z vérifiant I (up,v,) — c et I;\ (Un,vn) — 0 dans Z* posséde une sous suite convergente dans Z. Nous
rappelons aussi le principe de concentration-compacité suivant da & P. L. Lions (voir [13], p158).

Soit (u,) une suite faiblement convergente vers u dans D'?(R™) telle que (|Vu,|"), ( respectivement <|un|p ))

convergent faiblement vers les mesures positives bornées u ( respectivement v) (dans l’espace des mesures de
Radon).
Alors, il existe (z;) C RY; (1) (v;) C 0, 400] tels que
(i) v=1|u" + X vjd,
JjEE
(i) o= |Vul® + 3 pida,
JEE
P
(iil) pj > Spv) Vi EE
olt E est un ensemble au plus dénombrable, S, est la constante de Sobolev et d,; est la masse de Dirac au point
Zj.
Un aspect crucial dans la théorie des problemes au p-Laplacien avec des exposants critiques (voir [13]) réside
1

dans le fait que la meilleure constante de Sobolev C, = S, ” (i.e la plus petite possible) est atteinte par la
fonction radiale u. définie par

N-p

1 D
gr—1
Ue (.’E) = M P P
er—T 4 |x — xo|??

olt g, x € RY |& > 0 et M est la constante de normalisation donnée par I’expression

N—p
. p—1\ Np—2N+F2p
p—1

et choisie de telle sorte que u. soit aussi solution de 1’équation critique

—Apu. = uP "' dans RV,
Nous verons plus loin que I’application du theoreme de Pass-Montagne est étroitement liée aux propriétés de la

fonction u.. Nous commencons d’abord par énoncer quelques lemmes en vue de montrer le résultat d’existence.

Lemme 7. Sous les hypotheses (H.1) et (H.4), la fonctionnelle K est faiblement semi-continue inférieurement
(f.s.c.i) sur Z et opérateur K'est compact de Z dans Z*.

Proof. Voir les démonstrations des Lemmes 1 et 2. O

Lemme 8. Sous les hypothéses (H.1), (H.4) et (H.8), la fonctionnelle J est bornée inférieurement sur
Pensemble A = {(u,v) € Z, K (u,v) =1} et atteint son minimum.

Proof. Posons Ay = Inf J(u,v). Il est clair que J est f.s.c.i et coercive sur Z donc sur A.
K (u,v)=1
L’ensemble A est faiblement fermé étant donné que K est f.s.c.i.
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D’autre part K (u,v) = 0 signifie que pour tout (w, z) € Z, nous avons
OF OF
/ <8u(ac,u,v)w + m(x,u,v)z) dr =0
RN

En vertu de (H.8) et en prenant w = f,u et z = 6,v , nous obtenons K (u,v) = 0 . Le résultat découle alors
du théoreme 6.3.2 de M. S. Berger ( [5]). O

Lemme 9. Sous les hypothéses (H.1), (H.4) et (H.8), pour tout A € 10, A1, il existe o > 0 tel que pour tout
(u,0) € Z : J (w,0) = AK (w,0) > o (Jlull}, + [[o]{,)

Proof. Raisonnons par 1’absurde et supposons donc que pour un A € 0, A1], il existe une suite (u,,v,) de Z
telle que

1
J (tns 0a) = AK (tn,00) < = (Jfunll?, + [all],)

D’apres la caractérisation variationnelle de \; , nous avons
YV(u,v) € Z, J(u,v) > MK (u,v).

Ainsi —=AK (up, vy) > —)%J(un,vn).

Par suite
A 1 » q
L= ) 7 ) < (el + oal?)
Unp

<1 _ ?1) 7 (i) < - <] a jq) .

_ P q _ N
Notons 7, = maX{”un”Lp ) ||vn||1’q} et posons U, = VL Up ; Uy = Yt vp.
Nous obtenons

Comme (ﬂn, 5n> est bornée dans Z, il existe une sous suite notée encore (ﬂn, En> qui converge faiblement vers
(u, v) .
A

La fonction norme étant f.s.c.i, nous avons lorsque n — +oo, (1 — —) J (’E, 5) < 0 ou encore A\; < \. Ce qui

Un

P
+ ’
1p

A1
constitue en somme une contradiction. O

Lemme 10. Sous les hypothéses (H.1), (H.4), (H.7) et (H.8) et pour tout A € 10, \1[ , la fonctionnelle I
satisfait la condition (PS), pour tout ¢ vérifiant 0 < ¢ < c*.

Proof. Soit (uy,vy,) une suite de Z vérifiant Iy (u,,v,) — c et I:\ (tn,vn) — 0 dans Z* avec 0 < ¢ < c*.
Nous avons

1 1
Iy (U, vn) = = |Juallf , + |vn|| /f ) |un P dz — —/ ) |vn|? da — A /F (@, Up, vp) dx
p Iy
= c+o(1)

et pour tout (w,z) € Z

14 (o) (0,2) = 0 (1) (Junllf, + onld,,) -
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A partir de la difference Iy (tn, vn) — Iy (tn, V) (Bptin, O40,) et de Phypothese (H.8), nous obtenons

1 1
o)+ o(1) (unlly + Tonll ) > (5 =0) Teall + (5 =00) Il

Cette derniere écriture montre que (uy,, v,,) est bornée dans Z, il existe donc une sous suite notée encore (uy,, vy, )

qui converge faiblement vers (u,v) dans Z. D’autre part, les suites (|Vu,|") et (|un|p> (respectivement (|Vov,|?)

et (|vn|q*)) sont bornées dans L' (R") qui s’identifie & un sous espace de M (RY) (M (R") est I'espace des
mesures de Radon bornées sur R™Y), il existe alors une sous suite notée encore (u,,v,) et des mesures positives
bornées yi, i1 , v et v définies sur RV telles que |Vup|? — 1, |un |’ — v, [Von|? = et v, — v.

En vertu du principe de concentration-compacité, il existe (z;) C RY ; (u;),
(vj) C 0,400 tels que (i), (ii), (iii) soient vérifiés. L’ensemble E ainsi défini est vide. Ce qui signifie que
unll = llull,. et loall,« — llofl,« . Comme (un,vn) — (u,v) dans Z qui est uniformément convexe, nous
avons u,, — u dans LP" (RN) et v, — v dans L9 (RN) .
D’autre part

’

(J/ (Un, V) — J (U, vm)) (U, — um,0) = (I:\ (Up, Up) — I:\ (um,vm)> (U, — U, 0) +

’

A (K/ (un,vn) — K (um,vm)) (Up, — U, 0) +

+ (L/ (U, vp) — L (um,vm)> (U, — um, 0).

Puisque I:\ (tn,v,) — 0 alors I; (tn,vy,) est une suite de Cauchy dans Z*.

Etant donné que K " est compact, K ' (tun,vy,) est aussi une suite de Cauchy dans Z*. De plus,

comme (u,) est une suite de Cauchy dans L?" (RN), en vertu de 'inégalité de Holder L (uy, v,) est aussi dans
Z*.

En utilisant les inégalités (5) introduites dans la section précédante, il est facile de voir que (u,) est bornée
dans DYP(RY) et (J/ (tn, 0p) — J (U, vm)> (Upn, — Um, 0) tend vers zéro lorsque n et m tendent vers l'infini.

Par conséquent (u,,) est une suite de Cauchy dans D*?(R™), donc convergente dans D*?(RY).
De maniere similaire, la suite (v,) converge dans D%4(RY). O

Lemme 11. Sous les hypothéses (H.1), (H.4) et (H.7), 3p, w > 0 tels que

VA0, M s ullf, + [lollf, = p = In(u,0) 2w

Proof. Nous avons

IN

* * *
e < CF N fllo llullf, -

[ lloo Nl

/ﬂmw”m
RN

o ol s

RN

IN

* * *
< 8 gl el -

[flloe Nl

D’autre part, grace au Lemme 9, nous avons

I () 2 o ([l + ol ) = € (Il + 0l

avec C' = max (C’Z’,’* 1/lloo 703* l9llos) -
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Ainsi pour un p > 0 suffisament petit, nous avons I (u,v) > w > 0. g

Nous avons vu que Iy satisfait la condition (P.S), pour tout 0 < ¢ < ¢*, dans le but d’appliquer le théoreme du
col, nous allons estimer I sur un chemin critique, autrement dit, étant donné que pour un point critique, sa
valeur critique doit appartenir & I'intervalle de compacité, nous construisons un chemin particulier £ (¢) reliant
0 & un point e de Z avec

I, (e) <0et0 <suply (£(t) < c”.
>0

N —N
Supposons que c* = %Spp ||f|\:oT Soit R > 0, gp € C°(RY) vérifiant ¢ = 1 sur B(zo, R) et ¢r = 0 sur
RN\ B(x¢,2R). Posons U. = ¢ru. et w, = #
Nous avons alors le lemme suivant:

Lemme 12. Sous les hypothéses (H.1), (H.4) et (H.7)-(H.10), il existe € > 0 et tg > 0 tels que pour tout
AE ]0,)\1[

I (towe,0) < 0 et 0 < Supl) (twe,0) < c*.
>0

Maintenant, nous allons énoncer notre principal résultat.

Théoréme 3. Sous les hypothéses (H.1), (H.4) et (H.7)-(H.10), le Systéme (S.) posséde au moins une solution
non triviale.

Proof. Nous définissons ¢ = Inf Sup I (¢ (t)) ou I' désigne la classe de tous les chemins continus ¢ dans Z
el 0<t<1

reliant 0 & tow,. ’

En vertu du Lemme 12, nous avons 0 < ¢ < ¢*. Le Lemme 10 implique que I satisfait (P.S),, les Lemmes 11 et

12 assurent les conditions géométriques. Ainsi, en appliquant le théoréme de Passe-Montagne, la fonctionnelle

I, possede un point critique avec la valeur critique correspondante ¢, ce qui signifie que le Systeme (.S.) possede

une solution faible non triviale puisque I (0,0) =0 et ¢ > 0. O
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