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MINISYMPOSIUM OPTIMISATION DE FORME: AVANT-PROPOS
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Abstract. Starting from Hadamard’s and Garabedian’s works, the shape optimisation was a part of
classical calculus of variations. The analysis of free boundary problem problems is performed as well in
the framework of the shape optimization. The most advanced applications are now in computer aided
design of optimal shapes in many domains including car and aircraft industries. In the 80’s, J.-L. Lions
suggested to use the adjoint state equations for aerodynamics shape optimization problems, which
leads to efficient numerical methods. Optimal Control for shapes is now popular domain in Applied
Mathematics and Engineering. New shape gradients were proposed for numerical solutions of such
problems (deformation velocity of J. Céa and J.-P. Zolésio; topological derivatives of shape functionals
of J. Sokolowski and A. Zochowski, M. Masmoudi based on the asymptotic analysis of the Russian
school) and the adjoint states are presently routinely used for numerical methods of shape optimiza-
tion. Today, parameterization is an important issue for general representation and for computational
efficiency. Topological derivatives were recently combined with Level Set methods. The foreword of
this minisymposium review shortly these advances and try to identify some unsolved directions. Then
the first communication presents this approach for a variational inequality. The aerodynamics-oriented
methods are studied in three subsequent communications. First, a Free-Form-Deformation is combined
with an adaptative Bézier representation of the boundary. Second, a multilevel optimisation relying
on Bézier representation is studied. Then the impact of flow and functional smoothness for supersonic
flows is analysed.
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Résumé. L’optimisation de forme a vraiment dépassé le stade du calcul variationnel (Hadamard)
et de analyse des probléemes & frontiere libre (Garabedian) lorsque 'on s’est avisé que le gradient et
Pordinateur sont les moyens modernes d’atteindre effectivement des formes optimales. Dans les années
80, Jacques-Louis Lions s’étonnait que 'on utilise si peu 1’état adjoint en aérodynamique. De fait,
le formalisme du controle optimal est désormais adopté pour optimisation de forme. Le gradient
de forme a donné lieu & de nouvelles formulations comme les champs de vitesse de déformation (J.
Céa, J.-P. Zolésio) puis les dérivées topologiques. En méme temps, ’état adjoint a trouvé une place
centrale en optimisation aérodynamique. Les méthodes de paramétrage reviennent en scéne avec deux
questions importantes, la généralité du paramétrage et son efficacité. Les dérivations topologiques
associées depuis peu avec un paramétrage Level Set permettent de rechercher des formes dont on
ignore a priori la topologie (nombre de composantes, nombre de trous,...). L’avant-propos de ce
minisymposium passe rapidement en revue ces avancées et essaie d’identifier quelques questions non-
résolues. La premieére communication de ce minisymposium présente la dérivation topologique d’un
systeme régi par une inéquation variationnelle et son adaptation a l'optimisation de forme Level Set.
Les trois communications suivantes sont plus concernées par les questions d’efficacité car elles traitent
de l'optimisation de formes aérodynamiques. La seconde communication propose un paramétrage par
déformation (Free-Form-Deformation) combiné avec une représentation de la frontiere par courbes de
Bézier adaptative. La troisitme communication explore les potentialités d’une approche multiniveau
reposant sur le paramétrage Bézier. La derniere communication étudie la relation entre régularité et
utilisation du gradient de forme pour des écoulements supersoniques.

1. INTRODUCTION

Si le dispositif ou le mécanisme est a la base de I'invention, I'ingénieur a toujours été fasciné par les questions
de forme de l'objet congu. Il est sans doute sensible a la rencontre a cette occasion entre art plastique et
mathématiques. Associer forme et mathématiques, c¢’est notamment poser le probléeme de la représentation
mathématique de la forme, son paramétrage. C’est ensuite maitriser la dépendance du systéme considéré par
rapport au parametre de forme. C’est le probleme de la sensitivité pour parler un peu anglo-saxon. L’évaluation
de cette sensitivité donne finalement acces a des algorithmes efficaces de controle par la forme. Nous passons en
revue successivement ces différents aspects et quelques unes des avancées réalisées depuis les temps légendaires
du début de cette discipline.

2. PARAMETRAGE DE LA FORME

2.1. Paramétrage fonctionnel

Si on a pensé tres tot a représenter des formes a ’aide de graphes de fonctions, le Calcul des Variations a incité
a les représenter comme des perturbations d’une forme initiale soit par un déplacement de la courbe/surface nor-
malement & elle-méme (Hadamard [10]) soit par une déformation de ’espace (méthodes des variations intérieures
de Garabedian [8], travaux de Murat et Simon [15]). La principale motivation de Garabedian dans son étude
était la résolution de probléemes de jets a frontiere libre.

Avec le progres des premiers ordinateurs, on a su simuler de plus en plus de processus physiques dans des
géométries réalistes, et on a voulu optimiser la conception d’un objet ou identifier la géométrie d’un phénomene
physique inaccessible (une nappe souterraine de pétrole, par exemple). Les recherches sur la variation des
domaines a redémarré avec pour problématique le controle optimal.

La déformation de I’espace a pris une dimension dynamique avec les dérivées matérielles de Céa et Zolesio [28].
Toutes ces représentations n’envisagent pas de changement de topologie. Ce changement est au contraire pris en
compte avec le développement des méthodes topologiques [26] et les représentations par courbes de niveau [1].
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2.2. Paramétrage discret, paramétrage multiniveau

Si on congoit bien la discrétisation des paramétrages précédents sur des maillages, ce n’est pas la seule
option intéressante. D’autres paramétrisations nous sont soufflées par les innovations issues de I'industries et
notamment les fonctions de Casteljau-Bézier jouent un role non-négligeable en vertu de leur usage en CAO. Voir
par exemple [6]. Ces discrétisations peuvent exiger de trés nombreux degrés de liberté et produire des systémes
d’optimalité de grande raideur. Le traitement de ce point difficile peut reposer sur des préconditionnements ou
des procédures multiniveau [12].

3. CONTINUITE

Une fois la géométrie décrite, on suppose que 'on sait en déduire I’état du systeéme et la fonctionnelle
cout. L’analyse théorique du probleme de controle peut étre réalisée a partir des propriétés de continuité de
la fonctionnelle. Les problemes théoriques d’existence d’un controle optimal tiennent une importante place
et font le tour des propriétés de continuité vis & vis de différentes topologies, combinées avec des propriété de
compacité (ou de manieére équivalente de régularité a la Tychonov de la fonctionnelle). Mentionnons spécialement
les ensembles de domaines compacts par régularité de leur frontiere (propriété de cone, [4]) et des travaux plus
récents [3,7] dans lesquels les contraintes géométriques s’expriment en nombres entiers .

Les problemes de continuités se heurtent aux frontieres de ce que 'on connait sur les équations d’état elles-
mémes. Nous l'illustrons sur une avancée récente en forme optimale pour 'aérodynamique.

On suppose que le gaz visqueux occupe le domaine doublement connexe 2 = B\S, ou B C R? est I'univers
contenant tous les domaines, dont la frontiere ¥ = 0B est réguliere et S C B est un obstacle compact. De plus,
on suppose que la vitesse du gaz coincide avec un champ de vecteurs donné U € C*°(R3)3 sur la surface X.
Dans ce cadre, la frontiere du domaine d’écoulement €2 est divisée en trois sous-ensembles, I’admission ¥y, le
domaine sortant Yo, et 'ensemble caractéristique g, qui sont définis par les égalités

Yn=9{2€eX:U-n<0}, Youu={ze€X: U-n>0} (1)
Yo={x €9Q: U-n =0}, ou n est la normale sortante & 92 = X U AS. A son tour, le compact ' = Lo N2

sépare la surface X en trois parties disjointes X = 35, U, UT'. Le probleme est de trouver le champ de vitesses
u et la densité de gaz p satisfaisant les équations suivantes ainsi que les conditions aux limites

Au+ AVdivu = Rpu - Vu + ng(g) dans €, (2a)
div (ou) =0 dans , (2b)

u="U sur ¥, u=0 sur 95, (2¢)

0=00 sur i, (2d)

ou la pression p = p(p) est réguliére, fonction strictement monotone de la densité, € est le nombre de Mach, R
est le nombre de Reynolds, X est le taux de viscosité, et gy est une constante positive.

Minimisation de la trainée . Une des applications principales de la théorie des écoulements visqueux compressible
est le design optimal de la forme en aérodynamique. L’exemple classique en aérodynamique est le probleme de
minimisation de la trainée d’une aile en mouvement dans l’atmosphére avec une vitesse uniforme horizontale
U On rappelle que la force aérodynamique agissant sur le corps S est définie par la formule,

J(S)=—- /as(Vu + (Vu)* + (A = 1)divul — gpI) -ndS .

Dans un cadre attaché au corps en mouvement la trainée est la composante de J parallele a U,

Ip(S) = U - J(S), (3)



ESAIM: PROCEEDINGS 159

et la portance est la composante de J dans la direction verticale. La minimisation de la trainée et la maximisation
de la portance font partie des problemes pratiques prioritaires en optimisation de formes aérodynamiques. Des
premiers résultats sur la dépendance de J par rapport & la forme S sont présentés dans [24] [25].

4. GRADIENT

4.1. Gradient continu

L’optimisation peut étre entreprise sur la base d’un optimiseur ne nécessitant pas le gradient de la fonc-
tionnelle. Néanmoins, pour des raisons d’efficacité, on peut préférer minimiser en utilisant le gradient. Les
démarches ayant pour objet d’évaluer ce gradient par rapport a la forme ont fait I'objet tres t6t d’avancées
théoriques (Hadamard, Garabedian). Ces avancées traitaient de la sensitivité au sens classique, c’est & dire de
la variation de la solution d’une Equation aux Dérivées Partielles par rapport a une donnée géométrique.

Les avancées théoriques ont continué en Contréle Optimal. Le probleme de la sensitivité de I’état a cédé la
place au gradient de la fonctionnelle, exprimé en fonction de ’état adjoint. Reprenant ’exemple (2)(3) précédent,
avec W = (p, pu), mais en version Euler (1/R = 0) qui s’écrit F(W), + GW), + HW), =0 dans €, on
obtient le gradient d’une fonctionnelle générique sous la forme du noyau suivant défini sur la variété S, cf.
e.g. [5]:

g (S = (PN G0+ GOV) G+ HOV)G) (35 V) + (Tp 1+ p VI (V) . ()

ou II est un état adjoint défini a partir de la fonctionnelle choisie. Le vecteur ‘75 définit la direction de la
perturbation de la forme S et le vecteur 7° la normale & la forme S.

4.2. Aspects numériques

Le point de vue de la mise en oeuvre numérique a lui aussi beaucoup progressé avec un intéressant débat
entre 'approche du gradient continu discrétisé et du gradient discret exact, relancé avec 'arrivée des premieres
expériences d’optimisation de forme en écoulements compressibles [11]. Ces “plate-formes” d’optimisation de
forme ont reposé avec beaucoup d’acuité les problemes de paramétrage et de champs de déformations, ce dernier
point reposant de plus en plus sur des modeles discrets de déformation de maillage.

5. ANALYSE ASYMPTOTIQUE ET DERIVEE TOPOLOGIQUE

Les notions de dérivées topologiques intérieures et extérieures [22], [26], [14] de fonctionnelles de formes font
apparaitre une famille de nouveaux problemes mathématiques liés D’analyse asymptotique de problemes aux
limites singulierement perturbés. Bien que plusieurs probléemes modeles traitant essentiellement du laplacien
avec conditions au bord de Neumann ou de Dirichlet aient été étudiés avec succes, des classes plus générales de
probléemes aux limites, y compris, par exemple, des problemes d’élasticité bi ou tri-dimensionnels ainsi que les
équations de Navier-Stokes, nécessitent une étude approfondie et le développement d’outils mathématiques de
I’analyse asymptotique moderne. L’application des résultats asymptotiques a l’optimisation des formes demande
généralement la connaissance de la structure asymptotique détaillée, ainsi que des estimations d’erreurs précises
dans les espaces de fonctions adéquats.

Pour certains problémes elliptiques, comme il a été démontré dans larticle [23], une variation de la topolo-
gie extérieure de la frontiere est beaucoup plus avantageuse et profitable que des variations intérieures ou
de la frontiere. Ce genre de variations topologiques implique la formation d’un ligament fin (petit cylindre
curvilinéaire) reliant deux petites régions sur la frontiére en dehors du domaine original. Ce type de problemes
appelés jonctions de multi-structures, a été étudié intensivement durant les deux dernieres décennies (P. Cia-
rlet [21], E. Sanchez-Palencia [16], [17], S.A. Nazarov, V. Maz’ya, V. Kozlov, [18], [19], [20] ...). Cependant,
seules les frontieres rectilignes et les cylindres ont été considérés ce qui réduit sérieusement les applications
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a optimisation de formes. A notre connaissance, tous les résultats asymptotiques cités auparavant sont jus-
tifiés uniquement a l'aide de I'estimation d’énergie de base qui n’est certainement pas optimale pour toute
fonctionnelle de forme excepté pour I’énergie.

L’optimisation topologique n’a pas encore beaucoup touché la Mécanique des Fluides. Les outils mathémati-
ques disponibles nous incitent & considérer des modeles visqueux (“elliptiques”) avec conditions d’adhérence
(“Dirichlet”), voir [2,9]. L’impact d’une nouvelle composante sera donc surtout du frottement. Pour les
aérodynamiciens qui attendent plutot de la portance, il est possible de développer une analyse topologique sur
un modeéle non-visqueux par exemple [13] en utilisant la formule (4). Il reste une difficulté amusante. Alors que
la connexité d’une structure est controlée par son analyse, ce n’est absolument pas le cas en aérodynamique, qui
ne fait pas la différence entre un avion en un seul ou plusieurs morceaux. Une solution pourrait étre de coupler
I’aérodynamique avec une analyse de la structure.

6. A PROPOS DES QUATRE COMMUNICATIONS DU MINI-SYMPOSIUM

La premiére communication de ce minisymposium est dans la droite ligne des avancées théoriques liées a
la sensitivité en paramétrage topologique et aux méthodes qui en découlement pour le contrdle optimal. Elle
présente la dérivation topologique d’un systéme régi par une inéquation variationnelle et son adaptation a
I’optimisation de forme Level Set.

Les trois communications suivantes sont plus concernées par les questions d’efficacité car elles traitent de
Poptimisation de formes aérodynamiques avec des modeles qualifiés de “haute fidélité” (Euler, Navier-Stokes)
qui sont particulierement couteux dans la pratique industrielle.

La seconde communication propose un paramétrage par déformation (Free-Form-Deformation) combiné avec
une représentation de la frontiere par courbes de Bézier adaptative.

La troisieme communication explore les potentialités d’une approche multiniveau reposant sur le paramétrage
Bézier dans le but de réduire 'effort en nombre d’évaluation de fonctionnelles consacré a 'optimisation d’une
courbe & paramétrage par discrétisation compléte (“CAD-free, par opposition aux paramétrage de la CAO).

La derniere communication étudie la relation entre régularité et utilisation du gradient de forme pour des
écoulements supersoniques.
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