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ABSTRACT. On considére dans ce travail I'influence des singularités des
solutions du probléme mélé pour le Laplacien sur les questions de con-
trolabilité exacte et de stabilisation frontiére pour I’équation des ondes.
On étudie plus précisément les conditions géométriques nécessaires pour
la mise en oeuvre de la méthode d’unicité hilbertienne introduite par J.L.
Lions en controlabilité exacte et de la méthode initiée par J. Lagnese et
développée par exemple par V. Komornik et E. Zuazua pour la stabilisa-
tion frontiere . On généralise, entre autres, des résultats de P. Grisvard
en dimension deux et trois & une dimension n quelconque.
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Classification mathématique: 35L05, 35Q72, 93B03, 93B07, 93C20,
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1. INTRODUCTION

Soit © un ouvert borné de R” de classe C?, de frontiere I'. Soit I'g et I'y
deux parties ouvertes de I' telles que I' = T'o U T’y avec mes(I'y) > 0. Pour
T >0 on pose QT = QX]O,T[, EO,T =T ><]07/‘T[7 EI,T =14 X]O,T[

1) Le probleme de la controlabilité exacte est le suivant :

Trouver T' > 0, un espace de données initiales H et un espace de controles
C' tels que :

pour toute donnée initiale (ug,u1) € H, il existe un controle (g, h) € C
tels que la solution du probleme (P1) :

u”" — Au = 0 dans Qr,
w(z,0) =ug, u(2,0)=uy,
u =g sur X,

du/Ov = h sur Xq T,

(1.1)

définie dans un sens convenable, vérifie u(T) = u/(T) =0
2) Le probleme de la stabilisation frontiére s’énonce comme suit :
On considere le probleme (P2) :

u”" — Au = 0 dans Qr,
w(z,0) =ug, u(2,0)=uy,
u =0 sur Xy 1,

du/dv = F(u') sur Sg 7.

(1.2)

On définit I’énergie de la solution u par :

Eu(t)) = %(HVU(t)H(QLz(Q)) + {10 O Iz )

La question est : peut-on choisir I'g, I'y et ' de telle sorte qu’il existe
w >0 tel que :
pour tout (ug,u1) € H, la solution u de (P2) vérifie : F(u(t)) < Ce“'?
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Ces types de problemes ont été étudiés par divers auteurs. Citons, entre
autres J. Lagnese [6], J.L. Lions [7], P. Grisvard [1], V. Komornik [4], V.
Komornik - E. Zuazua [5], M.T. Niane - O. Seck [10]. On peut consulter
également S.Nicaise [11], J.P. Puel - E. Zuazua [9].

Pour la controlabilité exacte comme pour la stabilisation frontiere, la
difficulté essentielle vient du fait qu’en général la solution du probleme (P3) :

" — Au =0 dans Q7,
u(z,0) = ug, u'(z,0)=uy,
u =0 sur Xy 1,

du/Ov = 0 sur Xy T,

(1.3)

n’a pas, méme pour des données tres régulieres, une dérivée normale qui
soit dans LQ(ELT) des que T'g N Ty est non vide et T assez grand. En
dimension n < 3, P. Grisvard [1] a introduit des conditions géométriques
assez restrictives pour I’étude du probleme de la controlabilité exacte. V.
Komornik [4], V. Komornik - E. Zuazua [5] ont imposé la condition que
ToNTy est vide, ce qui est également assez restrictif. On se propose dans ce
travail d’étendre les résultats de [1] et [3] & la dimension n quelconque et de
donner des conditions moins restrictives pour la stabilisation frontiere pour
les probléemes étudiés par exemple par [6], [4], [5].

Le plan que nous avons adopté est le suivant. Au paragraphe 2, on rap-
pelle quelques résultats sur la structure des solutions du probleme mélé dans
une géométrie particuliere en dimension 2, puis son extension a la dimension
n, sous certaines conditions sur I'g et I';. Le paragraphe 3 est consacré a
I’étude des solutions du probléeme (P3). On donnera ensuite au paragraphe
4 les applications qui découlent des deux précédents.

2. ETUDE DES SOLUTIONS DU PROBLEME MELE
2.1. CAS DE LA DIMENSION DEUX
Qg désignant le demi-disque unité décrit en coordonnées polaires par :
Qo={(r,0),0<r<let0<8<mn},

et I' sa frontiere on pose : I'g = {(r,7),0 < r < 1} et I'y = ['\Ty.
On considere dans Qg le probleme aux limites (PS1) :

—Asu = f dans €y,
uw=0surI'y, (2.4)
du/dv = 0 sur [y,

ol f est donnée dans L(2). @/dn désigne la dérivée normale & I'g orientée
vers I'extérieur de €y et Ay 'opérateur de Laplace en dimension 2.

Il est bien connu que la solution n’est pas, en général, dans H?*(€g). On
peut le voir sur le contre-exemple introduit par E. Shamir [12] :

us(r,0) = r'/2sin(6/2)¢(r)

avec ¢ € D([0,1]) valant 1 pres de zéro et zéro prés de 1. On peut montrer
que u, € H*() si et seulement si s < 3/2, que —Ayu, € L*(Q) et que u
satisfait les conditions aux limites de (PS1). Mais on vérifie aisément que
Ou/dv n’est pas dans L?(I'y). Des résultats de [2], par exemple, on peut dé-
duire une description plus précise de la solution de (PS1). On introduit pour
cela la fonction S*(r,0) = 1/ (r="/2 — r'/?)sin(6/2) qui est dans L?(Qo).
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TuEOREME 1. Soit f € L*(Qp) et u la solution variationnelle de (PS1).
Alors u s’écrit : u = u, + cug avec : u, € H*(Qp) et ¢ = fQo fS* dady.
REMARQUE 2. Une conséquence immédiate de ce théoreme est que plus de
régularité sur f ne donne pas plus de régularité sur u.

Dans la suite, on notera : V = {v & HY(Qg) /v=10sur I';} et :

D(Ag) = {u eV /Ayu & L*(Q) et du/dv = 0 sur [y}.
Du théoreme précédent, il ressort que :

D(Ag) = {u € H*(Qo) NV /du/ov =0 sur 'y} ® Rus,.

2.2. CAS DE LA DIMENSION n AVEC © = Qy x R?

On s’intéresse tout d’abord & une géométrie particuliere et on verra ensuite
comment le cas général s’y ramene. On suppose que € est de la forme :

O =0, xR

ol g est celui du paragraphe précédent et d = n—2. On notera z la variable
de Rd, I'p=T4x Rd, 'y =g xR On considere dans Q le probleme mélé
(P4) :

—Asu — A,u = f dans €,

uw=0sur I'p, (2.5)
Ju/dv = 0 sur 'y,

olt f est supposée donnée dans L?(€).A; (resp. A,) désigne le laplacien
dans les variables (z,y) de Qg (respectivement le laplacien dans les variables
zde R?). On a alors le résultat suivant :

THEOREME 3. Soit u la solution variationnelle de (P4). Alors :
o 1. du/dz; e HY(Q),i=1,d;
e 2. u se décompose sous la forme : uw(z,y,z) = u.-(x,y,2) + c(z)us ou :
up(z,y,2) € L*(RY, H*(Q)) et : e(2) € HY?(RY).

Proof. Le 1 s’obtient aisément en utilisant la technique des quotients dif-
férentiels dans les directions z.

Pour le 2, on effectue une transformation de Fourier par rapport a z et
notant ¢ la variable duale, (P4) se transforme en :

—Agii + |¢%i = f dans ©,
@ =0sur Iy x RY, (2.6)
di/0v = 0 sur 'y x R%

Comme dans le théoreme 1, on montre, qu’a ¢ fixé, @(z,y, () s’écrit :

?AL($7 Y, C) = ﬁr(xv Y, C) + é(C)US

avec : 4, (z,y,¢) € H*(Qp).

Il reste & vérifier que : &(¢) est dans H'Y?(R%) ou encore que : (1 +
[C[7)/1e(¢) € LA(RY).

Pour cela, on montre qu’il existe "analogue de S*, introduite au para-
graphe 2.1 c’est-a-dire une fonction ¥*, dans L?({) solution de :

— A" + [(*E* = 0 dans ©Q,

¥* =0 sur I'y, (2.7)
0¥ /ov = 0 sur [y.
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I’équation étant vérifiée au sens des distributions et les conditions aux limites
au sens faible, telle que le coefficient ¢(¢) est donné par:

é¢) = X fla,y, QS (2, y,C) dady

de sorte que :

O < 1=z @) IS (o s Ol 2

et tout revient alors & estimer la norme dans L?(Q) de ¥* en fonction de
(. Le théoreme 3 est une conséquence immédiate du lemme suivant. O

LEMME 4. H|C|1/22*HL2(QO) < C, ou C est une constante indépendante de

¢.

Proof. On introduit les éléments propres (Ag, ¢r) tels que —Aqdr = Apoi,
ér € D(Aj). Les couples (Mg, ¢g) pour lesquels ¢y n’est pas dans H%(Q)
sont donnés par (cf. [8]) : Ay = k272 | ¢y, = 2(7r) " 2sin(krr)sin(8/2). La
fonction 5™, étant orthogonale aux fonctions propres régulieres, s’écrit :

S =) 207 7).
E>1

On recherche alors ¥* sous la forme ¥* = S* + v avec v € H!(Q). Utilisant
les propriétés de S* et 3*, on montre que cette derniere s’écrit :

k
= c avec: ¢p =27V/2
; KDk k ERCENE
Par suite :
*(]2 k2
157172 ) = 47TZ (k272 + |([2)?

k>1

d’oit 'on déduit aisément que |¢|'/25* est bornée dans L%(2) par une con-
stante indépendante de (. O

REMARQUE 5. Il est possible d’obtenir une autre décomposition de la solu-
tion u de (P4) sous la forme :

u($7 Y, Z) = ur’(xv Y, Z) + CI(Z7 p)us(xv y)
avec : u,(z,y,2) € HX(Q), c1(z,p) € HY(Rx]0,1[) (p* = 2? + ¢?).
Une conséquence du théoreme 3, utile pour la suite, est le

COROLLAIRE 6. Soit u la solution de (P4). Alors :

Jdu
/F (22 + y?) 2| V2 dr+/ (2% + )21 AT < Ol flfq
N

I'p

ou C' est une constante indépendante de f.

3. CAS GENERAL EN DIMENSION n > 3

On suppose a présent que € est un ouvert de classe C® de frontiere I'. On
suppose que I' est formée de deux parties I'g et I'y séparées par une hyper-
surface v de dimension n—2. On fera une hypothese sur cette partition de I’
de maniere & pouvoir se ramener a la situation du paragraphe 2.1, en procé-
dant par localisation. Cette hypothese est suflisante mais éventuellement un
peu restrictive. Elle est la suivante :
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Pour tout M € v, il existe un voisinage V de M dans R” et un C*-
difféomorphisme ® de V sur un voisinage W de 'origine de R" = Rxnyng
de la forme : W = {2? + y? < 13, ||z]|* < 1} avec :

(VN ={(z,y,z) € W,y > 0},
S(ynV)={(x,y,2) e W,a =y =0},
S(TpNV)={(2,0,2) € W,z <0},
S(CyNV)={(z,0,2) € W,z > 0}.

Si ’on considere la solution variationnelle du probleme :

—Asu = f dans €,
w=0sur I'y, (3.8)
Ju/dv = 0 sur L'y,

ol f est donnée dans L?(€), il est bien connu que u est H? en dehors de
tout voisinage de ~. 1l reste a étudier la structure de u, au voisinage de
cette derniere. Soit donc M un point de v et V un voisinage de M vérifiant
I’hypothese ci-dessus.

Soit # € D(R") a support dans V' égale a 1 pres de M. On pose ug = Ou.
ug vérifie un probleme du type :

—Asug = f1 dans Q,
ug = 0 sur I'y, (3.9)
dug/0v = g sur [y,

avec : g = udd/0v € H&/OQ(FO NWw).
Par le difféomorphisme ® on transporte ce probleme dans W. 1l s’écrit :
AU = F dans W,

U=0surI'p, (3.10)
dU/dny = G surl'y,

oll A est un opérateur du deuxieme ordre a coefficients variables de classe C'!,
d/0n 4 la dérivée conormale relative a 'opérateur A, F' et G deux fonctions
de L*(W) et H&/OQ(FN) respectivement.

L’étude de la structure de U se fait alors en plusieurs étapes. On se ramene
d’abord par un relevement a G = 0 puis on montre que les dérivées dU/dz;
sont dans HY(W). Ceci permet dans la premiere équation du probleme
(3.10) de faire passer les dérivées croisées en (z,2) et (y,z) du premier
membre au second, d’ou une nouvelle équation de la forme :

Ao(z,y, 2z, D)U = Fy.
La structure de U sera obtenue alors en écrivant :
Aoz, y, 2z, D)U = Ag(0,0, z, D)U + Ag(z,y, 2z, D)U — Ag(0,0, z, D)U,

et en se ramenant par un argument de perturbation et un nouveau change-
ment de variables au probleme (2.5) dans Qg x {||z|]| < 1}. Au total on
établit que U s’écrit :

Uz,y,z) =U.(z,y,2)+ C(2)Us(2,y),
avec : U, € L2({||2|| < 1}, H*(Q)) et C € H'2({||z]] < 1}).
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En revenant a wg = fu, cela donne alors que, dans le voisinage V de M
ou éventuellement un plus petit, les dérivées premieres de u, conormales a
~v sont dans H'(V) et une décomposition de la solution u sous la forme :

u = u, + c(2)us,

olt u, est H? loin de v et H? dans les directions conormales & 7, au voisinage
de cette derniere et u, la transportée de Uy par le difféomorphisme inverse
de ®. Utilisant ensuite le corollaire 6 on obtient que :

1AM, )2V ul| 20y < Cl fll22(0)-

4. APPLICATION A LA CONTROLABILITE EXACTE ET LA
STABILISATION FRONTIERE

Il s’agit, dans ce paragraphe, de voir sous quelles conditions sur €, I'g
et I'y, on peut donner une réponse positive aux questions de controlabilité
exacte et de stabilisation frontiére pour les problemes (P1) et (P2) respec-
tivement. On se restreindra a la situation suivante :

On se donne 2° un point de R™ et on pose m(z) = (z — 2°). On définit :

l'o=A{2zel'/m(z) v >0}

On pose : I'y = I'\I'y et on suppose que : [y N T} = v est non vide. On
considere le probleme mélé associé a cette partition de la frontiere et une
donnée f dans L%(Q). On a alors une réponse positive si la solution u du
probleme considéré vérifie :

Jo Au(m - Vu) de < (71—2)/Q|Vu|2 dw—l—A@u/@ﬂm-Vu) ar

—/(m-l/)|Vu||2 dr, (%)
I

voir par exemple [1], [4], [5], [9]. Nous donnons a présent une condition
géométrique, notée dans la suite (C.G.), qui assure que (*) a bien lieu. On
suppose qu’au voisinage de tout point M de 7, il existe :

e 1. un systeme de coordonnées (z,y,2) de R x R x R? d’origine M,
e 2. un pavé P =] — a,a[x] — b, b[x P’ ott P’ est un pavé de R,
e 3. deux fonctions de classe C* ¢ de | — b, b[x P’ dans R et 6 de P’ dans
R telles que :
—a.Vf=0enz=0;V¢=0en (z,2) = (0,0),
b QNP ={(1,5,5) € Dz P Ji| < ay > b2},
—c I'pnP=A{(z,y,2) e'NP;z <b(2)},
—d. IyNP=A{(z,y,2) eI'NP;a>0(z2)}.
Dans ce systeme de coordonnées, il est clair que la normale a I' en M,
orientée vers I’extérieur de  est *(0, —1,0).
On note alors 7(M) le vecteur “(—1,0,0). En utilisant les résultats des
paragraphes précédents on obtient le :

THEOREME 7. Soit f € L*(Q). La solution u du probléeme (2.5) vérifie
lidentité :

Jo Au(m - Vu) dedydz = (n — 2)/ |Vul® dz + / du/ov(m - Vu) dI'
Q r

—/F(m-l/)|Vu||2 dF+L(m-T)C(U)2 dy
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ot c(o) désigne le coefficient de singularité obtenu dans la décomposition de
la solution en partie réguliére et singuliére au voisinage de ~.

On notera que chacun des termes du deuxieme membre de 1’égalité a, vus
les résultats du paragraphe précédent, un sens et est majoré par f en norme
L?. On notera également ici le réle de 'orientation du vecteur 7.

On déduit immédiatement de cette égalité le :

COROLLAIRE 8. On suppose que m -1 < 0 sur . Alors (*) a lieu.

REMARQUE 9. Lorsque 2 est borné strictement convexe (i.e. la fonction ¢
de la condition (C.G) a une matrice hessienne définie positive) et 2° ¢ Q,

alors (*) a lieu. En dimension 3, si Q est un polyédre borné convexe et
z¥ ¢ Q, alors (*) a lieu.
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