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SINGULARITES DES SOLUTIONS DU PROBLEME MELE�

CONTROLABILITE EXACTE ET STABILISATION

FRONTIERE

MOHAND MOUSSAOUI

Abstract� On consid�ere dans ce travail l�in�uence des singularit�es des
solutions du probl�eme m�el�e pour le Laplacien sur les questions de con�
tr�olabilit�e exacte et de stabilisation fronti�ere pour l��equation des ondes�
On �etudie plus pr�ecis�ement les conditions g�eom�etriques n�ecessaires pour
la mise en oeuvre de la m�ethode d�unicit�e hilbertienne introduite par J�L�
Lions en contr�olabilit�e exacte et de la m�ethode initi�ee par J� Lagnese et
d�evelopp�ee par exemple par V� Komornik et E� Zuazua pour la stabilisa�
tion fronti�ere � On g�en�eralise� entre autres� des r�esultats de P� Grisvard
en dimension deux et trois �a une dimension n quelconque�

Mots�cl�es � Probl�eme m�el�e� Singularit�es� Contr�olabilit�e� Stabilisation�
Classi�cation math�ematique � ��L��� ��Q��� ��B��� ��B��� ��C���

��D��	

�� Introduction

Soit � un ouvert born�e de Rn de classe C�� de fronti�ere �� Soit �� et ��
deux parties ouvertes de � telles que � � �� � �� avec mes	��
 � �� Pour
T � � on pose QT � ����� T � ���T � ������ T � ���T � ������ T �

�
 Le probl�eme de la contr�olabilit�e exacte est le suivant �
Trouver T � �� un espace de donn�ees initiales H et un espace de contr�oles

C tels que �
pour toute donn�ee initiale 	u�� u�
 � H � il existe un contr�ole 	g� h
 � C

tels que la solution du probl�eme 	P�
 �����
���

u�� ��u � � dans QT �
u	x� �
 � u�� u�	x� �
 � u��
u � g sur ���T �
�u��� � h sur ���T �

	���


d�e�nie dans un sens convenable� v�eri�e u	T 
 � u�	T 
 � �
�
 Le probl�eme de la stabilisation fronti�ere s��enonce comme suit �
On consid�ere le probl�eme 	P�
 �����

���

u�� ��u � � dans QT �
u	x� �
 � u�� u�	x� �
 � u��
u � � sur ���T �
�u��� � F 	u�
 sur ���T �

	���


On d�e�nit l��energie de la solution u par �

E	u	t

 �
�

�
	kru	t
k��L����� � ku�	t
k��L����
�

La question est � peut�on choisir ��� �� et F de telle sorte qu�il existe
� � � tel que �

pour tout 	u�� u�
 � H � la solution u de 	P�
 v�eri�e � E	u	t

 � Ce��t�
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Ces types de probl�emes ont �et�e �etudi�es par divers auteurs� Citons� entre
autres J� Lagnese ��� J�L� Lions ��� P� Grisvard ��� V� Komornik ��� V�
Komornik � E� Zuazua ��� M�T� Niane � O� Seck ���� On peut consulter
�egalement S�Nicaise ���� J�P� Puel � E� Zuazua ���

Pour la contr�olabilit�e exacte comme pour la stabilisation fronti�ere� la
di�cult�e essentielle vient du fait qu�en g�en�eral la solution du probl�eme 	P�
 �����

���

u�� ��u � � dans QT �
u	x� �
 � u�� u�	x� �
 � u��
u � � sur ���T �
�u��� � � sur ���T �

	���


n�a pas� m�eme pour des donn�ees tr�es r�eguli�eres� une d�eriv�ee normale qui
soit dans L�	���T
 d�es que �� � �� est non vide et T assez grand� En
dimension n � �� P� Grisvard �� a introduit des conditions g�eom�etriques
assez restrictives pour l��etude du probl�eme de la contr�olabilit�e exacte� V�
Komornik ��� V� Komornik � E� Zuazua �� ont impos�e la condition que
����� est vide� ce qui est �egalement assez restrictif� On se propose dans ce
travail d��etendre les r�esultats de �� et �� �a la dimension n quelconque et de
donner des conditions moins restrictives pour la stabilisation fronti�ere pour
les probl�emes �etudi�es par exemple par ��� ��� ���

Le plan que nous avons adopt�e est le suivant� Au paragraphe �� on rap�
pelle quelques r�esultats sur la structure des solutions du probl�eme m�el�e dans
une g�eom�etrie particuli�ere en dimension �� puis son extension �a la dimension
n� sous certaines conditions sur �� et ��� Le paragraphe � est consacr�e �a
l��etude des solutions du probl�eme 	P�
� On donnera ensuite au paragraphe
� les applications qui d�ecoulent des deux pr�ec�edents�

�� Etude des solutions du probl�eme m�el�e

���� Cas de la dimension deux

�� d�esignant le demi�disque unit�e d�ecrit en coordonn�ees polaires par �

�� � f	r� �
 � � 	 r 	 � et � 	 � 	 
g�

et � sa fronti�ere on pose � �� � f	r� 

 � � 	 r 	 �g et �� � �n���
On consid�ere dans �� le probl�eme aux limites 	PS�
 ���

�
���u � f dans ���
u � � sur ���
�u��� � � sur ���

	���


o�u f est donn�ee dans L�	�
� ���n d�esigne la d�eriv�ee normale �a �� orient�ee
vers l�ext�erieur de �� et �� l�op�erateur de Laplace en dimension ��

Il est bien connu que la solution n�est pas� en g�en�eral� dans H�	��
� On
peut le voir sur le contre�exemple introduit par E� Shamir ��� �

us	r� �
 � r���sin	���
�	r


avec � � D	�� ��
 valant � pr�es de z�ero et z�ero pr�es de �� On peut montrer
que us � Hs	�
 si et seulement si s 	 ���� que ���us � L�	��
 et que u
satisfait les conditions aux limites de 	PS�
� Mais on v�eri�e ais�ement que
�u��� n�est pas dans L�	��
� Des r�esultats de ��� par exemple� on peut d�e�
duire une description plus pr�ecise de la solution de 	PS�
� On introduit pour
cela la fonction S�	r� �
 � ��
	r����� r���
sin	���
 qui est dans L�	��
�
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Th
eor�eme �	 Soit f � L�	��
 et u la solution variationnelle de �PS���
Alors u s��ecrit � u � ur � cus avec � ur � H�	��
 et c �

R
��

fS� dxdy�

Remarque �	 Une cons�equence imm�ediate de ce th�eor�eme est que plus de
r�egularit�e sur f ne donne pas plus de r�egularit�e sur u�

Dans la suite� on notera � V � fv � H�	��
 � v � � sur ��g et �

D	��
 � fu � V ���u � L�	��
 et �u��� � � sur ��g�

Du th�eor�eme pr�ec�edent� il ressort que �

D	��
 � fu � H�	��
 � V � �u��� � � sur ��g �Rus�

���� Cas de la dimension n avec � � �� �R
d

On s�int�eresse tout d�abord �a une g�eom�etrie particuli�ere et on verra ensuite
comment le cas g�en�eral s�y ram�ene� On suppose que � est de la forme �

� � �� �R
d

o�u �� est celui du paragraphe pr�ec�edent et d � n��� On notera z la variable
de Rd� �D � ���R

d� �N � ���R
d� On consid�ere dans � le probl�eme m�el�e

	P�
 � ��
�

���u��zu � f dans ��
u � � sur �D �
�u��� � � sur �N �

	���


o�u f est suppos�ee donn�ee dans L�	�
��� 	resp� �z
 d�esigne le laplacien
dans les variables 	x� y
 de �� 	respectivement le laplacien dans les variables
z de Rd 
� On a alors le r�esultat suivant �

Th
eor�eme �	 Soit u la solution variationnelle de �P��� Alors �

� �� �u��zi � H�	�
 � i � �� d 	
� 
� u se d�ecompose sous la forme � u	x� y� z
 � ur	x� y� z
� c	z
us o�u �
ur	x� y� z
 � L�	Rd� H�	��

 et � c	z
 � H���	Rd
�

Proof� Le � s�obtient ais�ement en utilisant la technique des quotients dif�
f�erentiels dans les directions z�

Pour le �� on e�ectue une transformation de Fourier par rapport �a z et
notant � la variable duale� 	P�
 se transforme en ���

�
����u� j�j��u � �f dans ��
�u � � sur �� �Rd�
��u��� � � sur �� �R

d�

	���


Comme dans le th�eor�eme �� on montre� qu��a � �x�e� �u	x� y� �
 s��ecrit �

�u	x� y� �
 � �ur	x� y� �
 � �c	�
us

avec � �ur	x� y� �
 � H�	��
�
Il reste �a v�eri�er que � �c	�
 est dans H���	Rd
 ou encore que � 	� �

j�j�
����c	�
 � L�	Rd
�
Pour cela� on montre qu�il existe l�analogue de S�� introduite au para�

graphe ��� c�est��a�dire une fonction ��� dans L�	��
 solution de ���
�

����� � j�j��� � � dans ��
�� � � sur ���
������ � � sur ���

	���
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l��equation �etant v�eri��ee au sens des distributions et les conditions aux limites
au sens faible� telle que le coe�cient �c	�
 est donn�e par�

�c	�
 �

Z
��

�f	x� y� �
��	x� y� �
 dxdy

de sorte que �

j�c	�
j � k��kL�����k
�f	�� �� �
kL�����

et tout revient alors �a estimer la norme dans L�	��
 de �� en fonction de
�� Le th�eor�eme � est une cons�equence imm�ediate du lemme suivant�

Lemme �	 kj�j�����kL����� � C� o�u C est une constante ind�ependante de
��

Proof� On introduit les �el�ements propres 	k� �k
 tels que ����k � k�k �
�k � D	��
� Les couples 	k� �k
 pour lesquels �k n�est pas dans H�	�

sont donn�es par 	cf�  �
 � k � k�
� � �k � �	
r
����sin	k
r
sin	���
� La
fonction S�� �etant orthogonale aux fonctions propres r�eguli�eres� s��ecrit �

S� �
X
k��

�	k��
����
�k�

On recherche alors �� sous la forme �� � S� � v avec v � H�	�
� Utilisant
les propri�et�es de S� et ��� on montre que cette derni�ere s��ecrit �

�� �
X
k��

ck�k avec � ck � �
���
k

k�
� � j�j�
�

Par suite �

k��k�L���� � �

X
k��

k�

	k�
� � j�j�
�

d�o�u l�on d�eduit ais�ement que j�j����� est born�ee dans L�	�
 par une con�
stante ind�ependante de ��

Remarque �	 Il est possible d�obtenir une autre d�ecomposition de la solu�
tion u de 	P�
 sous la forme �

u	x� y� z
 � ur	x� y� z
 � c�	z� �
us	x� y


avec � ur	x� y� z
 � H�	�
� c�	z� �
 � H�	R���� �
 	�� � x� � y�
�

Une cons�equence du th�eor�eme �� utile pour la suite� est le

Corollaire 	 Soit u la solution de �P��� Alors �Z
�N

	x� � y�
���jruj� d� �

Z
�D

	x� � y�
���j
�u

��
j� d� � Ckfk�L����

o�u C est une constante ind�ependante de f �

�� Cas g�en�eral en dimension n � �

On suppose �a pr�esent que � est un ouvert de classe C� de fronti�ere �� On
suppose que � est form�ee de deux parties �� et �� s�epar�ees par une hyper�
surface � de dimension n��� On fera une hypoth�ese sur cette partition de �
de mani�ere �a pouvoir se ramener �a la situation du paragraphe ���� en proc�e�
dant par localisation� Cette hypoth�ese est su�sante mais �eventuellement un
peu restrictive� Elle est la suivante �
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Pour tout M � �� il existe un voisinage V de M dans Rn et un C��
di��eomorphisme ! de V sur un voisinageW de l�origine deRn � Rx�Ry�R

d
z

de la forme � W � fx� � y� 	 r��� kzk
� 	 �g avec �

!	V � �
 � f	x� y� z
 � W� y � �g�

!	� � V 
 � f	x� y� z
 � W�x � y � �g�

!	�D � V 
 � f	x� �� z
 � W�x 	 �g�

!	�N � V 
 � f	x� �� z
 � W�x � �g�

Si l�on consid�ere la solution variationnelle du probl�eme ���
�

���u � f dans ��
u � � sur ���
�u��� � � sur ���

	�� 


o�u f est donn�ee dans L�	�
� il est bien connu que u est H� en dehors de
tout voisinage de �� Il reste �a �etudier la structure de u� au voisinage de
cette derni�ere� Soit donc M un point de � et V un voisinage de M v�eri�ant
l�hypoth�ese ci�dessus�

Soit � � D	Rn
 �a support dans V �egale �a � pr�es de M � On pose u� � �u�
u� v�eri�e un probl�eme du type ���

�
���u� � f� dans ��
u� � � sur ���
�u���� � g sur ���

	���


avec � g � u����� � H
���
��� 	�� �W 
�

Par le di��eomorphisme ! on transporte ce probl�eme dans W � Il s��ecrit ���
�

AU � F dans W�
U � � sur �D �
�U��nA � G sur�N �

	����


o�u A est un op�erateur du deuxi�eme ordre �a coe�cients variables de classe C��
���nA la d�eriv�ee conormale relative �a l�op�erateur A� F et G deux fonctions

de L�	W 
 et H
���
��� 	�N 
 respectivement�

L��etude de la structure de U se fait alors en plusieurs �etapes� On se ram�ene
d�abord par un rel�evement �a G � � puis on montre que les d�eriv�ees �U��zi
sont dans H�	W 
� Ceci permet dans la premi�ere �equation du probl�eme
	����
 de faire passer les d�eriv�ees crois�ees en 	x� z
 et 	y� z
 du premier
membre au second� d�o�u une nouvelle �equation de la forme �

A�	x� y� z�D
U � F��

La structure de U sera obtenue alors en �ecrivant �

A�	x� y� z�D
U � A�	�� �� z� D
U � A�	x� y� z�D
U � A�	�� �� z� D
U�

et en se ramenant par un argument de perturbation et un nouveau change�
ment de variables au probl�eme 	���
 dans �� � fkzk 	 �g� Au total on
�etablit que U s��ecrit �

U	x� y� z
 � Ur	x� y� z
 � C	z
Us	x� y
�

avec � Ur � L�	fkzk 	 �g� H�	��

 et C � H���	fkzk 	 �g
�
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En revenant �a u� � �u� cela donne alors que� dans le voisinage V de M
ou �eventuellement un plus petit� les d�eriv�ees premi�eres de u� conormales �a
� sont dans H�	V 
 et une d�ecomposition de la solution u sous la forme �

u � ur � c	z
us�

o�u ur est H
� loin de � et H� dans les directions conormales �a �� au voisinage

de cette derni�ere et us la transport�ee de Us par le di��eomorphisme inverse
de !� Utilisant ensuite le corollaire � on obtient que �

kd	M� �
���rukL���� � Ckfk�L�����

�� Application �a la contr�olabilit�e exacte et la

stabilisation fronti�ere

Il s�agit� dans ce paragraphe� de voir sous quelles conditions sur �� ��
et ��� on peut donner une r�eponse positive aux questions de contr�olabilit�e
exacte et de stabilisation fronti�ere pour les probl�emes 	P�
 et 	P�
 respec�
tivement� On se restreindra �a la situation suivante �

On se donne x� un point de Rn et on pose m	x
 � 	x� x�
� On d�e�nit �

�� � fx � ��m	x
 	 � � �g�

On pose � �� � �n�� et on suppose que � �� � �� � � est non vide� On
consid�ere le probl�eme m�el�e associ�e �a cette partition de la fronti�ere et une
donn�ee f dans L�	�
� On a alors une r�eponse positive si la solution u du
probl�eme consid�er�e v�eri�e �

R
��u	m 	 ru
 dx � 	n � �


Z
�
jruj� dx�

Z
�
�u���	m 	 ru
 d�

�

Z
�
	m 	 �
jrujj� d�� 	



voir par exemple ��� ��� ��� ��� Nous donnons �a pr�esent une condition
g�eom�etrique� not�ee dans la suite 	C�G�
� qui assure que 	"
 a bien lieu� On
suppose qu�au voisinage de tout point M de �� il existe �

� �� un syst�eme de coordonn�ees 	x� y� z
 de R�R�Rd d�origine M �
� �� un pav�e P ��� a� a��� b� b�P � o�u P � est un pav�e de Rd�
� �� deux fonctions de classe C� � de �� b� b�P � dans R et � de P � dans
R telles que �
� a� r� � � en z � � # r� � � en 	x� z
 � 	�� �
�
� b� � � P � f	x� y� z
 � �# z � P �� jxj 	 a� y � �	x� z
g�
� c� �D � P � f	x� y� z
 � � � P # x 	 �	z
g�
� d� �N � P � f	x� y� z
 � � � P # x � �	z
g�

Dans ce syst�eme de coordonn�ees� il est clair que la normale �a � en M �
orient�ee vers l�ext�erieur de � est t	����� �
�

On note alors �	M
 le vecteur t	��� �� �
� En utilisant les r�esultats des
paragraphes pr�ec�edents on obtient le �

Th
eor�eme �	 Soit f � L�	�
� La solution u du probl�eme �
�� v�eri�e
l�identit�e �
R
��u	m 	 ru
 dxdydz � 	n� �


Z
�
jruj� dx�

Z
�
�u���	m 	 ru
 d�

�

Z
�
	m 	 �
jrujj� d� �

Z
�
	m 	 �
c	�
� d�
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o�u c	�
 d�esigne le coe�cient de singularit�e obtenu dans la d�ecomposition de
la solution en partie r�eguli�ere et singuli�ere au voisinage de ��

On notera que chacun des termes du deuxi�eme membre de l��egalit�e a� vus
les r�esultats du paragraphe pr�ec�edent� un sens et est major�e par f en norme
L�� On notera �egalement ici le r�ole de l�orientation du vecteur � �

On d�eduit imm�ediatement de cette �egalit�e le �

Corollaire �	 On suppose que m 	 � � � sur �� Alors ��� a lieu�

Remarque �	 Lorsque � est born�e strictement convexe 	i�e� la fonction �
de la condition 	C�G
 a une matrice hessienne d�e�nie positive
 et x� �� ��
alors 	"
 a lieu� En dimension �� si � est un poly�edre born�e convexe et
x� �� �� alors 	"
 a lieu�
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