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APPLICATION D�UNE METHODE PAR CRITERE

D�OPTIMALITE A L�OPTIMISATION DE REVETEMENTS

AMORTISSANTS�

C� REMILLAT� L� JEZEQUEL

Abstract� Un algorithme de minimisation� bas�e sur une m�ethode dite
par crit�ere d�optimalit�e� est pr�esent�ee� Contrairement aux m�ethodes
classiques� il permet de tenir compte de contraintes fortement non lin�e�
aires pour des probl�emes de grande taille� La suite r�ecurrente conduisant
aux valeurs optimales des variables de conception est construite directe�
ment �a partir des conditions de Kuhn et Tucker� les multiplicateurs de
Lagrange �etant obtenus par r�esolution d�un syst�eme lin�eaire� L�accent
est mis en priorit�e sur les exemples trait�es� qui sont des poutres et
plaques multicouches� pr�ealablement mod�elis�es par la methode des �el�e�
ments �nis�

Mots�cl�es � optimisation�crit�ere d�optimalit�e�amortissement��el�ement �ni

�� Introduction

L�int�er�et des m�ecaniciens pour les m�ethodes d�optimisation sous con�
traintes est relativement ancien� et prend sa source dans la di�cult�e de
dimensionner e�cacement des structures� principalement issues du g�enie
civil� telles que des arches� d�omes� ponts� treillis de poutres			 Tout l�art
consiste en e
et �a redistribuer la mati�ere� de mani�ere �a augmenter la rigid�
it�e dans les zones �a fortes contraintes� �a la diminuer dans les zones �a faibles
contraintes	
Vers le d�ebut des ann�ees ��� l�utilisation croissante de la m�ethode des �el�e�
ments �nis pour mod�eliser les structures complexes a g�en�er�e le besoin d�algo�
rithmes puissants� capables de r�esoudre des probl�emes d�optimisation avec
beaucoup de contraintes et un nombre important de variables de conception	
Les m�ethodes de programmation math�ematique� mal adapt�ees aux grandes
structures� n�ecessitant beaucoup d�op�erations de r�eanalyse� ont peu �a peu
�et�e fortement concurrenc�ees par des m�ethodes dites par crit�ere d�optimalit�e	
Ces m�ethodes sont bas�ees sur l��etablissement de conditions n�cessaires� pour
lesquelles un optimum li�e local est atteint� et n�ecessitent moins d�it�erations
que les m�ethodes de programmation math�ematique	 En particulier� leur
vitesse de convergence observ�ee ne d�epend pas du nombre de variables de
conception� ce qui est primordial dans le cas de probl�emes de grande taille	
Classiquement� le crit�ere d�optimalit�e employ�e a longtemps repos�e sur des
consid�erations physiques plus ou moins intuitives 
 cf ���� pour une revue des
principales tendances des ann�ees ���� conduisant parfois �a des �echecs inex�
pliqu�es	 Peu �a peu� des approches plus rigoureuses ont permis d�augmenter
la �abilit�e des m�ethodes par crit�ere d�optimalit�e	 En particulier� Fleury ���
a montr�e que� dans le cas de contraintes de type statique� le concept intu�
itif de contraintes actives 
contraintes in�egalit�e satur�ees� peut mener �a des
di�cult�es num�eriques	 D�autre part� ses travaux 
cf ��� et ����� ont permis
d��etablir un lien entre les m�ethodes de programmation math�ematique et
certains crit�eres d�optimalit�e classiques� contribuant �a donner un fondement
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math�ematique �a ces m�ethodes	 Actuellement� le crit�ere d�optimalit�e utilis�e
est souvent directement d�eduit des conditions de Kuhn et Tucker� conditions
n�ecessaires pour obtenir un optimum li�e en programmation non lin�eaire	
Beaucoup d�applications des m�ethodes par crit�ere d�optimalit�e ont consist�e
�a optimiser la masse structurale avec des contraintes de types statique	 Peu
d�auteurs se sont int�eress�es aux contraintes dynamiques	 La r�esolution de
ce probl�eme est pourtant d�un int�er�et crucial	 En d�ecalant la fr�equence fon�
damentale d�une structure par exemple� il est possible d��eviter son couplage
vibratoire avec une structure adjacente	 Ceci contribue ainsi �a r�eduire les
ph�enom�enes de fatigue et de bruit	 Khan ��� et Sadek ���� ont �etudi�e le
cas d�une seule contrainte� en cherchant �a maximiser la premi�ere fr�equence
propre de poutres ou assemblages de poutres	 Jan ��� et Truman ���� ont
trait�e le cas de plusieurs contraintes portant sur les fr�equences propres� et
ont utilis�e une approche �equivalente �a celle qui sera d�evelopp�ee ci�dessous	
Les travaux e
ectu�es ici sont dans la continuit�e directe de ceux men�es par
Suweca ����	 Ils portent sur l�optimisation de la masse d�une structure recou�
verte d�un mat�eriau amortissant	 L�objectif consiste �a atteindre un amor�
tissement modal donn�e� pour une fr�equence �x�ee par l�utilisateur	 Les con�
traintes peuvent �evidemment concerner un ou plusieurs modes de la struc�
ture	 Pour se faire� il est n�ecessaire de disposer �a la fois d�un algorithme
�able d�optimisation� et d�un mod�ele r�ealiste de la structure �a optimiser	
Diverses applications sur des poutres ou plaques multicouches seront pr�esen�
t�ees� en insistant particuli�erement sur l�interpr�etation physique des r�esultats
obtenus	

�� Pr�esentation de l�algorithme utilis�e

Formellement� le probl�eme se pose de la mani�ere suivante� soit une
fonction objectif J
u� d�ependant d�un vecteur de variables de conception u�
trouver le vecteur �u tel que�

�
�u � U

d�ef
� fu � �n � gj
u� � � � � � j � mg

J
�u� � infJ
u�

��

les contraintes gj �etant quali��ees �cf ref �����
Les conditions n�ecessaires en programmation non lin�eaire pour que le prob�
l�eme pr�ec�edent ait une solution sont les conditions de Kuhn et Tucker� qui
expriment l�existence de nombres �j tels que

�����
����

J
�


u� �
mX
j��

�jg
�

j � �

�j � � � � � j � n�


��

avec

�
gj � � � � � j � n�
gj � � � n� � � � j � m


��
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Ici� la fonction objectif est la masse de la structure discr�etis�ee�

J
hi� �
nlmX
i��

�ihib 
��

nlm� �i� hi� b �etant respectivement le nombre d��el�ements de la structure dis�
cr�etis�ee� les masse volumique� �epaisseur� et section d�un �el�ement i	 Les
variables de conception consid�er�ees seront les �epaisseurs hi	
Les contraintes portent sur l�amortissement modal et les fr�equences propres
des modes s�election�es	 Pour simpli�er� les contraintes seront trait�ees comme
des contraintes �egalit�e� ce qui permettra de s�a
ranchir de la d�elicate �etape
de s�election des contraintes actives et passives	 Les multiplicateurs de La�
grange associ�es ne sont alors plus contraints en signe	 A ces contraintes
viennent s�ajouter des limites inf�erieures et sup�erieures sur les variables de
conception� qui sont trait�ees �a part	
Pour r�esoudre ce probl�eme� diverses strat�egies peuvent �etre employ�ees	 Khot
��� a propos�e une revue comparative des principales possibilit�es qui s�o
rent
�a l�utilisateur	 Ici� la relation de r�ecurrence sur les variables de concep�
tion est obtenue �a partir des conditions de Kuhn et Tucker	 En mettant
l��equation de 
�� sous la forme�

� � �
mX
j��

�j
�J

�hi

�gj
�hi


��

puis en multipliant de part et d�autre par 
�� ��hi et en r�earrangeant� une
relation de r�ecurrence lin�eaire pour les variables de conception est b�atie� qui
est donn�ee sous forme vectorielle par�

�hr
�i � �hri � 
�� �� �G��i 
��

avec

�Gij �
hi
�J

�hi

�gj
�hi


��

o�u � est un param�etre de relaxation compris entre � et �� �a choisir au
mieux	 Le choix de � conditionne de mani�ere d�eterminante la convergence
de l�algorithme� trop faible� la vitesse de convergence est lente� trop fort�
le changement de valeurs pour les variables de conception est trop brutal�
et l�algorithme peut osciller� voir m�eme parfois diverger	 Ko ��� propose
d�associer un facteur de relaxation �a chaque variables de conception� ces
facteurs �evoluant de mani�ere �a juguler les ph�enom�enes d�oscillations	 En
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g�en�eral� un unique � est utilis�e� et son choix rel�eve de l�intuition et de
l�exp�erience	 Pour ne pas alourdir les calculs num�eriques� c�est cette op�
tion qui a �et�e utilis�ee ici� l�objectif n��etant pas de proposer une m�ethode la
plus performante possible� mais fournissant des r�esultats acceptables dans
un temps minimum et pour un co�ut calculatoire le plus faible possible	
Pour compl�eter l�algorithme� une relation permettant de calculer les multi�
plicateurs de Lagrange �a chaque it�eration est n�ecessaire	 Celle�ci est obtenue
en utilisant un d�eveloppement en s�erie de Taylor au premier ordre� et en pos�
tulant que les contraintes seront nulles au pas suivant	 A chaque it�eration�
les multiplicateurs de Lagrange sont donc calcul�es en r�esolvant le syst�eme
lin�eaire suivant�

Gt �G��r
�i �
�

�� �
�gi �Gt�hri 
��

o�u Gt est la matrice transpos�ee de la matrice G d�e�nie par�

Gij �
�gj
�hi


��

L�int�er�et de cette relation est qu�il n�est pas n�ecessaire de donner un vecteur
de d�epart pour les multiplicateurs de Lagrange	 Par contre� elle entra��ne
la r�esolution d�un syst�eme lin�eaire �a chaque it�eration� ce qui peut s�av�erer
num�eriquement lourd	
Durant le processus� il se peut que des variables de conception atteignent des
valeurs physiquement inacceptables 
les hi ne peuvent pas �etre n�egatifs par
exemple�	 Dans ce cas� les variables concern�ees se voient assigner la valeur
de leur borne sup�erieure ou inf�erieure� et elles sont �elimin�ees du groupe des
variables actives� c�est �a dire qu�elles ne participent �a aucune op�eration pen�
dant une it�eration	 De m�eme� si pendant trois it�erations certaines variables
de conception varient faiblement� elles sont retir�ees d�e�nitivement du cycle	
A chaque pas� la convergence de l�algorithme est test�e	 Le choix du crit�ere
de convergence reste d�elicat	 Ici� il porte �a la fois sur la convergence de la
fonction objectif� la satisfaction des contraintes et la stabilit�e des variables
de conception	 Cette strat�egie est alors appliqu�ee �a plusieurs cas de struc�
tures amorties en vue de d�eterminer et d�analyser la localisation optimale
du rev�etement amortissant	

�� Pr�esentation et mod�elisation des cas trait�es

Trois exemples ont �et�e �etudi�es	 Ils abordent �a la fois le cas de struc�
tures monodimensionnelles 
poutres bi ou tricouches�� et bidimensionnelles

plaques bicouches�	 Deux m�ecanismes di
�erents de dissipation d��energie
sont aussi appr�ehend�es� par traction�compression ou cisaillement du rev�ete�
ment amortissant	 Dans le cadre de mod�eles visco�elastiques lin�eaires� les
ph�enom�enes de dissipation sont pris en compte par l�interm�ediaire de mod�
ules complexes	 Ceci conduit �a des pulsations complexes� dont la partie
imaginaire repr�esente l�amortissement associ�e	 L�objectif global est alors
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d�optimiser cet amortissement modal pour un co�ut num�erique r�eduit	 Pour
ce faire� un e
ort de mod�elisation a d�u �etre e
ectu�e	

�	�	 Structures bicouches

La construction de mod�eles simples posent peu de probl�emes dans ce
cas	 Les hypoth�eses de base consistent �a dire que chaque couche se com�
porte individuellement comme une poutre Euler�Bernouilli pour les poutres
bicouches� comme une plaque de Kircho
 pour les plaques bicouches	 La
minimisation de la fonctionnelle de Hamilton conduit alors �a des �equations�
pour le mouvement transversal harmonique W � formellement identiques �a
celles des structures homog�enes associ�ees	
Pour la poutre bicouche�

E�I
d�W 
x�

dx�
� ����W 
x� � � 
���

o�u

E�I � E�I� �E�
� � i��I� � E
�� i�
�

� 
���

���������������
��������������

I� �
h�

�

��
� h�
h�

h�
�
��

I� �
h�

�

��
� h�
h� �

h�
�
� h��

h �
�

�

E�h�
� � E�h�

� � �E�h�h�
E�h� � E�h�

� � ��h� � ��h�


���

Les indices � et � se rapportent respectivement �a la plaque de base et au
visco�elastique� Ei� �i� hi d�esignent les module d�Young� masse volumique�
�epaisseur d�une couche i� h �etant la distance du plan inf�erieur de la plaque
de base �a l�axe neutre de la poutre composite	
Les conditions aux limites associ�ees sont�

� encastrement �a un bord
d�eplacement et rotation nuls

W � � et
dW

dx
� � 
���

� bord libre
e
ort normal et moment nuls
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Q �
d

dx

E�I

d�W

dx�
� � � et M � E�I

d�W

dx�
� � 
���

Pour la plaque bicouche�


D� �D��r
�W � 
��h� � ��h���

�W � � 
���

avec

������������
�����������

D� �
E�

��
�� 	���
�h�

� � ��h�d
��

D� �
E�

��
�� 	���
�h�

� � ��h�
h�� � d���

d �

E�


�� 	���
h�h��

E�


�� 	���
h� �

E�


�� 	���
h�


���

o�u � se r�ef�ere �a la plaque de base� et � �a la couche visco�elastique� Ei� 	i�
�i� hi sont respectivement les module d�Young� coe�cient de poisson� masse
volumique� �epaisseur d�une couche i� d est la distance entre l�axe neutre du
composite et la plaque de base� h�� est la distance entre les plans neutres de
la plaque de base et de la couche visco�elastique	
Les conditions aux limites associ�ees sont celles d�une plaque Love�Kircho


cf ������ pour laquelle il faut remplacer l�expression des moments et e
orts
tranchants par ceux d�une plaque composite� soit�

� encastrement �a un bord
d�eplacement et rotation nuls

W � � et �
�W

�n
� � 
���

� bord libre
force de r�eaction totale et moment nuls

Vn � Qn �
�Mnt

�t
� � et Mn � � 
���

o�u Qn est l�e
ort tranchant� Mn et Mnt sont les moments de torsion et
��echissant� pour des directions normales et tangente �a la surface de la fron�
ti�ere 
n et t�	 Leur expression litt�erale pour une plaque bicouche est�
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�������
������

Qn � �D

��W

�n�
�

��W

�n�t�
�

Mnt � ��D�
�� 	�� �D�
�� 	���
��W

�n�t

Mn � �
D� �D��
��W

�n�
� 
D�	� �D�	��

��W

�t�


���

�	�	 Structure tricouche

La d�etermination de mod�eles simples est cette fois�ci plus d�elicate	 Dowell
��� a donn�e l�expression du mouvement transverse d�une poutre tricouche�
en vibrations harmoniques� sous les hypoth�ese suivantes�

� chaque couche se comporte individuellement comme une poutre de
Timoshenko

� le coeur est visco�elastique lin�eaire
� les interfaces entre les couches sont parfaites
� les module d�Young et de cisaillement du coeur sont faibles par rapport
�a ceux des plaques de base et de pr�econtrainte

� seule la composante transverse de l�acc�el�eration est conserv�ee

l��equation de mouvement est donn�ee alors par�

�
��h��
��W 
x� � �

E�

G�

�

A��
���
��d

�W 
x�

dx�
� �E�I��

d�W 
x�

dx�
� � 
���

o�u

������������������������������
�����������������������������
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 E� �
E�
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 I�� �
I�
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 A�� �
A�

A�

 �i �
�i
��

o i � � ou �


���

o�u les di
�erentes couches sont indic�ees comme pr�ec�edemment� hi� �i� Ei sont
successivement les �epaisseur� masse volumique et module d�Young d�une
couche i� et Ai� Ii repr�esentent les moments de section et d�inertie d�une
couche i relativement au plan inf�erieur de la plaque de base� W est le d�e�
placement transverse de la poutre composite	
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Les conditions aux limites de bord libre et d�encastrement� obtenues par
a
aiblissement de la forme forte 
���� sont formellement semblables aux
�equations 
��� et 
���� o�u Q et M sont maintenant donn�es par�

���
��

Q � �E�I��

d�W

dx�
�

�

G�
�

A����h�
I��

�


�
��

dW

dx
�

M � �E�I��
d�W

dx�


���

�	�	 Discr�etisation �el�ements finis

Un mod�ele discr�etis�e de ces �equations est construit	 La formulation EF
peut s�e
ectuer directement pour les structures bicouches	 Pour la poutre
tricouche� une m�ethode de r�esidus pond�er�ee est adopt�ee	 L��equation 
��� est
a
aiblie� ce qui permet ici de retrouver des conditions aux limites physique�
ment acceptables	 Ceci n�est �evidemment pas g�en�eralisable� puisque la con�
struction d�un principe variationnel partant des �equations de mouvement
locales restent un probl�eme ouvert et complexe	
Les �el�ements �nis obtenus sont simples 
� noeuds pour les poutres� � pour
la plaque�� et compatibles gr�ace �a l�utilisation de fonctions de forme de type
polyn�omes d�Hermite du premier ordre	 La compatibilit�e des �el�ements n�est
pas une condition n�ecessaire� mais elle permet d�assurer la convergence uni�
forme du mod�ele �el�ement �ni	

�� Applications

�	�	 poutre bicouche

La poutre �etudi�ee est encastr�ee �a son extr�emit�e gauche	 Les variables de
conception sont les �epaisseurs des deux couches	 Une limite inf�erieure de �
mm est �x�ee pour la plaque de base	 Les contraintes impos�ees sont�

� que la partie r�eelle de la premi�ere pulsation propre soit conserv�ee
� que la partie imaginaire de la premi�ere pulsation propre soit doubl�ee

La �gure � montre les con�gurations initiale et �nale	 Apr�es optimisation�
le rev�etement est positionn�e vers l�encastrement	 C�est �a cet endroit que
l��energie de dissipation est la plus forte� puisque les contraintes et les d�e�
formations de traction�compression sont maximales	 C�est aussi l�a que les
�epaisseurs de la plaque de base sont les plus importantes	 Ceci permet alors
de conserver un rapport raideur sur masse constant� de mani�ere �a satisfaire
la premi�ere contrainte	

�	�	 plaque bicouche

La plaque consid�er�ee est encastr�ee �a gauche	 Seules les �epaisseurs du
rev�etement sont cette fois�ci optimis�ees	 Les contraintes consid�er�ees sont les
m�emes que pr�ec�edemment	
Le rev�etement amortissant est maintenant concentr�e sur deux �el�ements de
l�encastrement 
cf �g ��	 Ceci correspond e
ectivement aux zones de con�
traintes et d�eformations maximales� celles�ci n��etant pas distribu�ees unifor�
m�ement le long de l�encastrement dans le cas d�une plaque	 D�autre part�
les �epaisseurs localis�ees �a l�extr�emit�e libre ne servent en fait qu��a satisfaire
la premi�ere contrainte sur la fr�equence propre	 Elles ne font o�ce que de
masses ajout�ees� pour maintenir le rapport raideur sur masse constant	
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Figure �� Comparaison entre les con�gurations initiale et
�nale pour l�optimisation d�une poutre bicouche aluminium�
visco�elastique� de caract�eristiques suivantes� longueur �
�� cm� E� � ������Pa� �� � ���� kg�m�� E� � ����� 
� �
���i�Pa� �� � ���� kg�m�

Figure �� Comparaison entre les con�gurations initiale et
�nale pour l�optimisation d�une plaque bicouche aluminium�
visco�elastique� de caract�eristiques suivantes� longueur �
largeur � �� cm� Ep � ��� ����Pa� 	p � ���� �p �
���� kg�m�� Ec � ��� ��� 
� � ����i�Pa� �c � ���� kg�m�

�	�	 Poutre tricouche

La poutre �etudi�ee est encore une structure console� avec encastrement sur
sa gauche	 Seules les �epaisseurs des plaques de base et de pr�econtrainte sont
optimis�ees	 Les contraintes �x�ees sont les m�emes que pr�ec�edemment	
La �g � permet de comparer les con�gurations initiale et �nale	 Le r�esu�
tat est tr�es di
�erent des deux probl�emes pr�ec�edents� car le processus de
dissipation mis en jeu n�est pas le m�eme	 A l�encastrement� les �epaisseurs
de mat�eriau restent importantes toujours pour augmenter la rigidit�e de la
structure et satisfaire la premi�ere contrainte	 Quant aux fortes �epaisseurs



��� C� REMILLAT� L� JEZEQUEL

Figure �� Comparaisons entre les con�gurations initiale et
�nale pour l�optimisation d�une poutre tricouche aluminium�
visco�elastique�aluminium� de caract�eristiques suivantes�
longueur � �� cm� E� � E� � ����� ����Pa� �� � �� �
���� kg�m�� G�

� � ������ ��� 
� � ���i�Pa� �� � ��� kg�m�

situ�ees au milieu de la poutre� elles contribuent �a augmenter localement le
cisaillement� donc la dissipation d��energie� par ajout de masse	

�� Conclusion

Le but de ce travail �etait de mieux d�eterminer o�u disposer de mani�ere
optimale un mat�eriau amortissant	 L�objectif �etait d�obtenir des amortisse�
ments doubles de ceux initiaux� pour une masse minimale� et une fr�equence
fondamentale inchang�ee	 Une condition sine qua non �etait d�autre part de
limiter au maximum les co�ut calculatoires	 Pour r�esoudre ce probl�eme� une
m�ethode d�optimisation par crit�ere d�optimalit�e de la masse structurale sous
des contraintes de type dynamique a �et�e pr�esent�ee 	 Cette m�ethode a �et�e
s�electionn�ee pour sa vitesse de convergence� ind�ependante du nombre de
variables de conception	 Parall�element�une dicr�etisation EF� bas�ee sur des
mod�eles simples de plaque et poutres bi ou tricouche a �et�e propos�ee	 Ces
mod�eles �a faible nombre de degr�es de libert�e contribuent �a r�eduire le co�ut
num�erique global	 Di
�erents cas� faisant intervenir deux types de dissipation
di
�erents ont �et�e �etudi�es	 Les r�esultats des optimisations ont �et�e interpr�et�es�
donnant une signi�cation m�ecanique �a un r�esultat math�ematique	 Si� dans
le cas de la poutre bicouche� le r�esultat �nal est conforme �a l�intuition� pour
la plaque bicouche� et �a fortiori pour la poutre tricouche� il eut �et�e di�cile
de proposer �a priori une bonne solution	 Ceci permet de justi�er l�utilisation
de m�ethodes d�optimisation pour d�eterminer le meilleur emploi possible de
mat�eriaux amortissants� m�eme dans le cas de probl�emes apparemment sim�
ples	
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