
Reconstruction d��ecoulements incompressibles

�a partir de donn�ees lagrangiennes

Yann Brenier
�
et Michel Roesch

y

ESAIM� Proceedings
Actes du ���eme Congr�es d�Analyse Num�erique � CANum���
URL� http���www	emath	fr�proc�Vol	
�

ESAIM� Proc	� Vol	 
� ���� �����

R�esum�e

La reconstruction du champ de vitesse d�un �ecoulement dont on connait certaines donn�ees
lagrangiennes est un probl�eme fr�equemment rencontr�e dans de nombreuses applications �re�
constitution du vent �a partir de cartes de concentration en m�et�eorologie� du courant marin
�a partir de trajectoires de bou�ees en oc�eanographie� interpolation d�images� etc����� Le plus
souvent l��ecoulement est r�egi par des �equations de m�ecanique des 	uides plus ou moins com�
plexes� mais en d�e
nitive issues des �equations de Navier�Stokes ou d�Euler et� assez souvent�
en r�egime incompressible� Dans ce travail� on montre comment� sur un intervalle de temps

x�e� on peut op�erer une reconstruction d��ecoulements incompressibles non visqueux �a partir
de donn�ees lagrangiennes plus ou moins compl�etes aux instants initial et 
nal� par simple mi�
nimisation de l��energie cin�etique� o�u les �equations d�Euler apparaissent naturellement comme
conditions d�optimalit�e formelles� Quelques m�ethodes num�eriques� �etudi�ees en d�etail dans la
th�ese de Michel Roesch ���� sont bri�evement pr�esent�ees dans le cas de donn�ees compl�etes�

Pr�esentation

On consid�ere le cas d�un �ecoulement d�un 	uide incompressible �a l�int�erieur d�un domaine
compact D de Rd qui peut �etre soit l�adh�erence d�un ouvert born�e assez r�egulier soit un
domaine p�eriodique tel que Td � �R�Z�d� L�intervalle de temps consid�er�e est 
x�e� On le note
��� T � et on pose Q � ��� T ��D� A chaque instant t� le champ de vitesse x � D � u�t� x� �
R
d est �a divergence nulle �hypoth�ese d�incompressibilit�e� et� pour simpli
er� suppos�e soit

tangent au bord de D dans le cas d�un domaine �a bord� soit d�int�egrale nulle sur D dans
le cas d�un domaine p�eriodique� On consid�ere alors deux probl�emes� l�un tr�es acad�emique
dit de �donn�ees lagrangiennes compl�etes�� l�autre plus r�ealiste dit de �donn�ees lagrangiennes
incompl�etes�� Dans le cas de donn�ees compl�etes� on suppose connue la position h�a� � D �a
l�instant 
nal t � T de toute particule 	uide issue du point a � D �a l�instant initial t � ��
Dans le cas de donn�ees incompl�etes� on suit l��evolution d�un �ou plusieurs� �traceur� c�t� x��
transport�e par le 	uide� et dont on suppose connues les valeurs aux instants t � � et t � T �
Dans les deux cas� on veut reconstruire� moyennant des conditions de compatibilit�e sur les
donn�ees� un �ecoulement qui ob�eisse aux �equations d�Euler des 	uides parfaits incompressibles�
simplement en minimisant l��energie cin�etique

R
Q
ju�t� x�j�dtdx parmi tous les champs de

vitesse admissibles� C�est �a l��etude math�ematique et num�erique de ce probl�eme variationnel
qu�est consacr�e cet expos�e�
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� Probl�emes et r�esultats th�eoriques

��� Le cas de donn�ees lagrangiennes incompl�etes

D�e�nition d�un traceur

Un traceur sera� pour nous� une fonction c�t� x� �a valeurs binaires � ou � �pour presque
tout �t� x� � Q� satisfaisant �a la �loi de conservation� �ou ��equation de continuit�e�� suivant
le jargon utilis�e�

�tc�r��cu� � �� ���

Comme u est suppos�e �a divergence nulle� cette �equation est formellement �equivalente �a
�l��equation de transport� �ou ��equation d�advection��

�tc� u�rc � �� ���

qui exprime que u �se conserve� le long des trajectoires du champ u� La premi�ere �equation
pr�esente toutefois l�avantage de garder un sens si l�on suppose seulement que l��energie de u
est 
nie� On peut incorporer les donn�ees initiales et 
nales� respectivement not�ees c��x� et
cT �x�� ainsi que la condition d�imperm�eabilit�e du bord� dans la formulation faible �

Z
Q

��tf�t� x� � u�t� x��rf�t� x��c�t� x�dtdx� ��

Z
D

�cT �x�f�T� x� � c��x�f��� x��dx

pour toute fonction f�t� x� r�eguli�ere sur Q� Elle implique la �conservation de la masse�R
D
c�t� x�dx au cours du temps �en prenant f�t� x� ind�ependant de x� et� en particulier� la

condition de compatibilit�e sur les donn�ees
Z
D

cT �x�dx �

Z
D

c��x�dx� ���

Remarques

Si u�t� x� est Lipschitz continue en x� avec une constante de Lipschitz int�egrable en temps�
c est enti�erement d�etermin�e par sa donn�ee sur D �a un instant t 
x�e quelconque �et en particu�
lier par sa donn�ee initiale ou sa donn�ee 
nale�� en vertu du th�eor�eme de Cauchy�Lipschitz� Le
m�eme r�esultat reste vrai sous l�hypoth�ese sensiblement plus faible que les d�eriv�ees �iu�t� x�
�au sens des distributions� sont int�egrables sur Q� suivant la th�eorie �r�ecente� de DiPerna
et Lions ����� Sous ces m�emes hypoth�eses� la propri�et�e que c�t� x� est binaire est garantie en
tous temps d�es qu�elle est assur�ee �a l�instant initial �ou 
nal�� En revanche� en dessous de ce
degr�e de r�egularit�e de u �que nous ne supposerons d�ailleurs pas dans la suite�� les propri�et�es
d�unicit�e et de binarit�e peuvent �etre viol�ees� Notons en
n que� suivant la r�egularit�e suppos�ee
de u� des conditions de compatibilit�e suppl�ementaires doivent �etre ajout�ees� Ainsi� lorsque
c� est la fonction indicatrice d�un sous domaine r�egulier D� de D on voit que cT doit �etre
l�indicatrice d�un domaine DT di��eomorphe �a D� si u est suppos�e de classe C� ou plus� et
au moins hom�eomorphe dans le cas Lipschitzien� En particulier� dans ces cas� la connexit�e
�eventuelle de D� doit �etre aussi v�eri
�ee par DT �

Le probl�eme variationnel avec donn�ees incompl�etes

Etant donn�ees les donn�ees compatibles d�un traceur c aux instants initial et 
nal c��x�
et cT �x�� on cherche un champ de vitesse u�t� x� de carr�e int�egrable sur Q� �a divergence nulle
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et les valeurs c�t� x� du traceur aux instants interm�ediaires � � t � T � de sorte �a minimiser
l��energie de u� i�e� l�int�egrale sur Q de son carr�e �ou encore le carr�e de sa norme L� sur Q��
sous la contrainte que la formulation faible �� est satisfaite� Cela revient �a r�esoudre

inf
u�c

sup
f
L�u� c� f� ���

o�u� le �lagrangien� L est d�e
ni par �

L�u� c� f� �

Z
Q

�
�

�
juj�� ��tf � u�rf �c�dtdx�

Z
D

�cTf�T� �� � c�f��� ���dx� ���

et u d�ecrit l�ensemble des champs de vitesse �a divergence nulle� tangents au bord� de carr�e
sommable sur Q� c celui des fonctions binaires sur Q et f celui des fonctions r�eguli�eres sur
Q�

L�existence d�une solution optimale n�est en rien �evidente� En e�et� le Lagrangien ne
correspond pas �a un probl�eme de minimisation convexe� �a cause de la pr�esence du produit
cu�

Une nouvelle formulation du probl�eme variationnel

Un proc�ed�e formel permet d�associer naturellement au probl�eme variationnel un probl�eme
convexe �dont on peut montrer l�existence d�une solution et �etablir les �equations d�optimalit�e
en toute rigueur� comme on le verra dans la sous�section suivante�� L�id�ee est simple� Notons
c��t� x� � c�t� x� et introduisons le traceur �compl�ementaire� c��t� x� � �� c��t� x� de sorte
que

X
�

c��t� x� � �� ���

o�u l�indice � vaut � ou �� Associons �a chaque traceur c� le champ de quantit�e de mouvement

m��t� x� � c��t� x�u�t� x�� ���

On a alors la loi de conservation

�tc� �r�m� � � ���

qui peut �etre �ecrite sous forme faible en incorporant valeurs initiales et 
nales des traceurs

Z
Q

��tf�t� x�c��t� x� �rf�t� x��m��t� x��dtdx � ����

Z
D

�cT��x�f�T� x� � c���x�f��� x��dx�

Notons en premier lieu qu�en sommant les �equations ��� et en utilisant ��� on retrouve auto�
matiquement que u est �a divergence nulle� On peut donc remplacer cette derni�ere condition
et la loi de conservation du traceur ��� par la paire �������� On a ensuite l�identit�e suivante �

juj� �
X
�

c�juj
� �

X
�

jm�j
�

c�
�
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Observons que la fonction k�c�m� � jmj����c� peut �etre �etendue pour tout r�eel c et vecteur
m � Rd si on pose

k�c�m� � sup
a�jbj�����

ac� b�m� ����

o�u a et b d�ecrivent respectivement R et Rd� Elle est convexe� prend ses valeurs dans ������
et vaut �� si et seulement si ou bien c � � ou bien c � � et m �� ��

Toutes ces propri�et�es nous conduisent �a introduire un nouveau Lagrangien� qu�on notera
encore L� d�ependant cette fois des variables c�� m�� d�un multiplicateur de Lagrange p�t� x�
pour prendre en compte la contrainte ��� et de multiplicateurs ���t� x� pour chacune des lois
���� soit �

L��c�m� ���� p� �
X
�

�

Z
Q

�k�c��m��� pc� � �t��c� �m��r���dtdx ����

�

Z
D

�cT����T� ��� c������� ���dx� �

Z
Q

pdtdx�

Le probl�eme pos�e au d�epart �equivaut au nouveau probl�eme variationnel �

inf
�c�m��

sup
�����p

L��c�m� ���� p� ���

o�u l�on impose aux fonctions c� d��etre binaires� Notons que l�indice �� qui jusqu��a pr�esent
prenait les valeurs � et �� peut tout aussi bien varier de � �a N � pour n�importe quel choix de
N � �� C�est ce que nous ferons dor�enavant� �Cela revient �a �suivre� N � � traceurs au lieu
d�un seul�� On utilisera parfois le mot �phase� pour parler de chaque traceur index�e par ��

Le probl�eme convexi��e

Observons que si nous rel�achons la contrainte de binarit�e� nous obtenons un probl�eme de
minimisation convexe que nous appelerons dans la suite probl�eme �convexi
�e�� Dans ce cas�
les fonctions c� prennent automatiquement leurs valeurs dans l�intervalle ��� �� puisque les
valeurs �strictement� n�egatives sont �p�enalis�ees� grace �a la fonction k et que leur somme par
rapport �a � vaut �� Ainsi� la di��erence entre le probl�eme originel et le probl�eme convexi
�e est
que l�on autorise dans le second les inconnues c� �a prendre comme valeurs toutes les combi�
naisons convexes des valeurs binaires � et �� Calculons d�abord formellement les conditions
d�optimalit�e du probl�eme convexi
�e� En annulant successivement les �d�eriv�ees fonctionelles�

�L

�m�
�

�L

�c�
�

�L

���
�

�L

�p
�

on retrouve bien entendu les contraintes avec les deux derni�eres d�eriv�ees et avec les deux
premi�eres

m� � c�r��� ����

�t�� �
�

�
jr��j

� � p � �� ����

Notons une di��erence capitale par rapport au probl�eme originel � lorsque les c� prennent des
valeurs non binaires� c�est��a�dire lorsqu�il y a plusieurs phases � pr�esentes au m�eme point
�t� x�� alors chacune d�elles y poss�ede son propre champ de vitesse

v� � r��� ����
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Les �equations d�ecrivent plut�ot un �ecoulement multiphasiques de 	uides immiscibles qu�un
�ecoulement unique transportant divers traceurs � Par un calcul encore tr�es formel� on peut
r�e�ecrire ���� en en prenant le gradient� en multipliant par c� et en utilisant l��equation de
conservation ���� pour obtenir une �equation de �conservation de la quantit�e de mouvement�
pour chaque phase � �

�t�c�v�� �r��c�v� � v�� � c�rp � �� ����

Solutions du probl�eme convexi��e

Les �equations ��������� ont �et�e obtenues formellement et posent d��evidentes di�cult�es
dans les cas extr�emes o�u les c� prennent les valeurs � et �� qui sont pr�ecis�ement les valeurs
int�eressantes � Il faut donc proc�eder avec soin pour obtenir le r�esultat rigoureux suivant �

Th�eor�eme ��� Supposons que D � �R�Z�d et que les donn�ees c���x� et cT� �x� prennent
leurs valeurs dans ��� �� et v�eri�ent les conditions de compatibilit�e

Z
D

cT��x�dx �

Z
D

c���x�dx�
X
�

c�� �
X
�

cT� � �� ����

Alors il existe au moins une solution �c�m�� optimale� Pour chaque �� on peut �ecrire

m��t� x� � c��t� x�v��t� x�� ����

o�u v� est bien d�e�ni dans L��Q� c��t� x�dtdx� �c�est��a�dire de carr�e sommable par rapport au
poids c�	� Il existe une distribution p�t� x� sur Q� unique �a l�addition pr�es d�une distribution
ne d�ependant que de la variable t� ne d�ependant que des donn�ees� telle que� dans l�int�erieur de
Q �
�	 est satisfaite au sens des distributions� rp�t� x� �etant une mesure localement born�ee
et le produit c�rp pouvant �etre d�e�ni sans ambiguit�e� Si de plus l�int�erieur de f�t� x� �
Q� c��t� x� 	 �g est non vide� alors v� y d�erive d�un potentiel� i�e� v�eri�e �
	�

Ce th�eor�eme am�eliore sensiblement un r�esultat ant�erieur de ���� C�est un corollaire direct
d�un r�esultat plus g�en�eral� prenant en compte aussi le cas de donn�ees lagrangiennes compl�etes�
que nous �evoquerons plus loin et qui est annonc�e dans ��� et prouv�e dans ����

Le cas de solutions binaires et les �equations d�Euler

On a vu que� pour le probl�eme convexi
�e� chaque phase � se voit attribuer son propre
champ de vitesse v� �bien d�e
ni �c��t� x�dtdx� presque partout��� S�il se trouve� par chance�
que les fonctions c� optimales ne prennent que les valeurs � et �� elles seront forc�ement
solutions du probl�eme de minimisation originel� puisque le probl�eme convexi
�e n�est rien
d�autre que le probl�eme de minimisation originel o�u l�on s�est a�ranchi de la contrainte de
binarit�e� Examinons alors les propri�et�es qu�on peut tirer du r�esultat rigoureux de la sous�
section pr�ec�edente� Contrairement au cas g�en�eral� on peut maintenant d�e
nir un unique
champ de vitesse u�t� x� commun �a tous les phases �� en posant

u�t� x� �
X
�

c��t� x�v��t� x��

On a alors bien
m� � c�u�

et
�tc� �r��uc�� � ��
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ce qui assure que chaque c� est bien un traceur� En sommant en � ces �equations ainsi que
les �equations ����� on obtient

r�u � �� �tu�r��u� u� �rp � �� ����

qui ne sont rien d�autres que les �equations d�un 	uide parfait incompressible� Ainsi on a
reconstruit un champ de vitesse solution �faible� des �equations d�Euler �a l�aide de donn�ees
lagrangiennes incompl�etes� ce qui �etait notre but� En examinant d�un peu plus pr�es les condi�
tions d�optimalit�e� on voit qu�il s�agit d�un type tr�es particulier de solutions des �equations
d�Euler� Supposons en e�et que les ensembles Q� � f�t� x� � Q� c��t� x� 	 �g sont ��a des
ensembles de mesure de Lebesgue nulle pr�es� des ouverts� alors dans chacun de ces ensembles
le champ de vitesse est potentiel� autrement dit le tourbillon �i�e� le rotationnel de u� y est
nul� Cela signi
e que l��ecoulement reconstitu�e est compos�e de zones potentielles s�epar�ees par
des �nappes tourbillonaires� o�u se concentre le tourbillon�

Quand les solutions sont�elles binaires�

A priori� les solutions c� du probl�eme convexi
�e n�ont pas de raison d��etre binaires� C�est
un probl�eme tout �a fait ouvert de savoir quand la binarit�e a lieu� m�eme dans le cas o�u les
donn�ees sont g�en�er�ees par une solution� disons classique� des �equations d�Euler � Ainsi la
pertinence du probl�eme convexi
�e par rapport au probl�eme originel peut �etre mise en doute�
En revanche� en suivant en gros la m�eme strat�egie� on va parvenir �a un r�esultat beaucoup
plus satisfaisant dans le cas de donn�ees lagrangiennes compl�etes�

��� Donn�ees lagrangiennes compl�etes

Nous supposons �a pr�esent qu�au temps 
nal T la position h�a� � D de la particule 	uide
issue du point a au temps � est connue pour chaque a � D� Bien entendu� comme pr�ec�edem�
ment� suivant la r�egularit�e suppos�ee du champ de vitesse u� les conditions de compatibilit�e
sur la donn�ee h sont plus ou moins fortes� La condition la plus faible� due �a la conservation
des volumes impliqu�ees par l�incompressibilit�e suppos�ee du 	uide� est �

Z
D

f�h�a��da �

Z
D

f�a�da ����

pour toute fonction continue f sur D� Cela signi
e que h ��a une modi
cation �eventuelle sur
une partie Lebesgue n�egligeable de D pr�es� appartient �a l�ensemble S�D� des applications bo�
r�eliennes de D dans lui�m�eme v�eri
ant ����� c�est��a�dire �conservant la mesure de Lebesgue��
C�est ensemble est un semi�groupe pour la loi de composition� dont l�identit�e est l��el�ement
neutre� Ce n�est pas un groupe car ���� n�implique pas que h soit inversible� m�eme presque
partout �comme le montre l�exemple �el�ementaire h�x� � �x �mod �� pour D � ��� ���� C�est
en revanche une partie ferm�ee de l�espace ambiantL��D�Rd�� inclus dans une sph�ere� comme
on peut le v�eri
er ais�ement� Si on suppose le champ su�samment r�egulier� de classe C� par
exemple� h doit appartenir au sous�ensemble de S�D� constitu�e des di��eomorphismes de D
ayant un d�eterminant jacobien identiquement �egal �a �� que nous noterons G�D� �bien que
souvent not�e SDiff�D��� Cet ensemble est un groupe pour la loi de composition� On peut
montrer que� muni de la norme L��D�Rd�� S�D� est le compl�et�e de G�D� �voir ��� dans le
cas de D � ��� ��d� d�es que d 	 ��
A l�instar du cas de donn�ees lagrangiennes incompl�etes� on peut chercher un champ de vitesse
u d��energie minimale compatible avec h� La compatibilit�e avec h est di�cile �a exprimer en
fonction de u� car elle revient �a imposer que� pour chaque a � D la solution g�t� a� � x�t�
de l��equation di��erentielle dx�dt � u�t� x� telle que g��� a� � a doit satisfaire g�T� a� � h�a��
C�est l�a une contrainte tr�es indirecte impos�ee au champ u� Il est bien plus commode de tout
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exprimer en termes �lagrangiens�� en consid�erant comme inconnue le �	ot� �t� a�� g�t� a��
La correspondance entre u et g est biunivoque d�es que u est assez r�egulier et t� g�t� �� peut
�etre vue comme une trajectoire sur le groupe G�D�� On a de plus l�identit�eZ

Q

ju�t� x�j�dtdx �

Z
Q

j�tg�t� a�j
�dtda ����

�en notant que �tg�t� a� � u�t� g�t� a�� et que g�t� �� conserve la mesure de Lebesgue��

Reformulation du probl�eme

Une technique de convexi
cation a �et�e propos�ee par l�auteur dans ��� puis d�evelopp�ee
dans ���� Elle repose sur le concept de �	ot g�en�eralis�e�� une variante des �mesures de Young�
bien connues en homog�en�eisation ���� ����� �En fait� ce concept avait �et�e introduit par She�
lukhin peu avant pour les �ecoulements compressibles ������ N�eanmoins� en vue d�obtenir des
conditions d�optimalit�e pr�ecises� la meilleure technique de convexi
cation est� �a nos yeux�
de suivre l�exemple des donn�ees lagrangiennes incompl�etes� en passant en quelque sorte du
discret �un nombre 
ni de �traceurs�� au continu �un continuum de �traceurs� in
nit�esi�
maux�� Chaque particule a transport�ee par le 	ot g�t� a� peut en e�et �etre vue comme une
sorte de traceur valant � en tout point distinct x �� g�t� a� et �� en x � g�t� a�� En termes
math�ematiques� on associe �a chaque particule a la masse de Dirac

c�t� x� a� � ��x� g�t� a��� ���

Elle est solution �au sens faible des distributions� de l��equation de continuit�e ��� des traceurs�
rencontr�ee dans la premi�ere section� On associe aussi �a chaque particule un champ de quantit�e
de mouvement qui est la mesure �vectorielle�

m�t� x� a� � u�t� x�c�t� x� a� � �tg�t� a���x� g�t� a��� ����

On peut alors r�e�ecrire� d�un coup pour toutes les particules �a la fois� l��equation de continuit�eZ
Q�

��tf�t� x� a�dc�t� x� a��rxf�t� x� a��dm�t� x� a�� ����

�

Z
D

�f�T� h�a�� a� � f��� a� a��da�

o�u on demande �a la fonction test f�t� x� a� d�avoir ses d�eriv�ees partielles en �t� x� continues
sur Q� � Q�D� On a utilis�e la notation rx pour bien prendre en compte que dor�enavant les
fonctions test d�ependent non seulement des variables usuelles �t� x� mais aussi des particules
�etiquet�ees par leur position initiale a� On a aussi utilis�e les notations dc et dm pour les
int�egrales relatives aux mesures c �positive� et m �vectorielle�� L�incompressibilit�e se traduit
par la condition Z

Q�

f�t� x�dc�t� x� a� �

Z
Q

f�t� x�dtdx� ����

pour toute fonction continue f sur Q� ou encore� avec une notation plus compacte
R
D
c�t� x� da�

� �� En
n l��energie du 	uide est� �a l�instar du cas de donn�ees incompl�etes� donn�ee par

K�c�m� � sup
�A�B�

Z
Q�

�A�t� x� a�dc�t� x� a�� B�t� x� a��dm�t� x� a�� ����

o�u A et B d�ecrivent l�ensemble des fonctions continues de Q� dans respectivement R et Rd

qui v�eri
ent en tous points l�in�egalit�e

A�t� x� a� �
�

�
jB�t� x� a�j� 	 �� ����
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Ainsi on peut reformuler le probl�eme des donn�ees compl�etes comme la recherche de

inf
�c�m�

sup
���p�

L�c�m� �� p�� ����

o�u le Lagrangien est �a pr�esent donn�e par

L�c�m� �� p� � K�c�m� �

Z
Q�

��t��t� x� a� � p�t� x��dc�t� x� a� ���

�

Z
Q�

rx��t� x� a��dm�t� x� a��

Z
D

���T� h�a�� a�� ���� a� a��da�

Z
Q

p�t� x�dtdx�

avec la contrainte que la mesure c�t� x� a� est� pour chaque �t� a�� une masse de Dirac en x�

Le probl�eme convexi��e

Comme dans la premi�ere section� il ne nous reste plus qu��a rel�acher la contrainte pour
c�t� x� a� d��etre une masse de Dirac en x� Observons que la seule 
nitude de K�c�m� su�t
�a faire de c une mesure positive �au sens large� et de m une mesure vectorielle absolument
continue par rapport �a c� qu�on peut �ecrire

m�t� x� a� � v�t� x� a�c�t� x� a�� ���

La densit�e vectorielle v appartient �a l�ensemble des champs de carr�e sommable sur Q� par
rapport �a la mesure c et l��energie K�c�m� se r�e�ecrit alors simplement comme

K�c�m� �

Z
Q�

�

�
jv�t� x� a�j�dc�t� x� a�� ���

Le probl�eme convexi
�e consiste donc pr�ecis�ement �a r�esoudre ���� pour le Lagrangien ����
en recherchant c et m comme mesures sur Q�� respectivement �a valeurs r�eelles et vectorielles�
c�est��a�dire �par le th�eor�eme d�identi
cation de Riesz� comme des formes lin�eaires continues
sur l�espace des fonctions continues sur le compact Q� �a valeurs respectivement r�eelles et
vectorielles� On montre alors �dans le cas du tore Rd�Zd�� l��equivalent du th�eor�eme ���� �Voir
��� pour un �enonc�e d�etaill�e�� Les �equations d�optimalit�e g�en�eralisent les �equations d�Euler et
sont en fait les �equations r�egissant un plasma quasi�neutre discut�ees dans ��� et �etudi�ees dans
les travaux de Grenier ����� �����
Le probl�eme convexi
�e est li�e aux solutions r�eguli�eres des �equations d�Euler par le r�esultat
de coh�erence suivant �cf� ���� �

Th�eor�eme ��� Supposons D convexe� Soit �u� p� une solution classique de l��equation d�Eu�
ler des �uides parfaits incompressibles et soit g le �ot associ�e� Posons h�a� � g�T� a�� Soit

 le sup en �t� x� sur Q de la plus grande valeur propre de la matrice hessienne de pression
D�p�t� x�� Si


T � � ��� ��

alors la paire �c�m� associ�ee �a u par ���	� ���	 est l�unique solution du probl�eme convexi��e
avec donn�ees T et h�

Remarques

Ainsi� en r�esolvant le probl�eme convexi
�e on retrouve automatiquement les solutions
locales classiques des �equations d�Euler� Il est amusant de noter que l�in�egalit�e sur le temps
T est satur�ee par l�exemple �el�ementaire suivant� Prenons d � � et pour D le disque unit�e�
Consid�erons le champ de rotation uniforme autour de l�origine u�x�� x�� � ��x�� x��� qui est
une solution tr�es banale des �equations d�Euler� �stationnaire� �i�e� ind�ependante du temps��
dont le champ de pression est p�x�� x�� � �

��x
�
� � x���� On s�aper coit que le temps maximal

de strict minimalit�e est bien donn�e par T � � qui correspond �a une demi�rotation du disque�
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� M�ethodes num�eriques

Cette partie d�ecrit bri�evement quelques m�ethodes� d�ecrites en d�etail dans la th�ese de Mi�
chel Roesch ���� pour le calcul num�erique du probl�eme de donn�ees lagrangiennes compl�etes�
�Nous ne discutons pas le cas� pourtant plus important en pratique� de donn�ees incom�
pl�etes�� Dans le cadre classique on recherche un 	ot g incompressible� c�est��a�dire une courbe
t � ��� T � � g�t� �� sur le groupe G�D� des di��eomorphismes de D �a d�eterminant jacobien
partout �egal �a �� joignant l�identit�e �a la donn�ee h et de longueur minimale relativement �a la
m�etrique h�erit�ee de l�espace de Hilbert ambiant L��D�Rd�� On se tourne donc naturellement
vers des techniques de discr�etisation lagrangienne� Soulignons que� du point de vue de la
r�esolution num�erique du probl�eme de valeurs initiales pour les �equations d�Euler� la pra�
tique est tr�es di��erente et on choisit en g�en�eral de discr�etiser l�espace des champs de vitesses
�c�est��a�dire en termes g�eom�etriques� �l�alg�ebre de Lie� plut�ot que le �groupe de Lie��� On
peut �elargir la discr�etisation lagrangienne au sous�groupe S�D� des applications bor�eliennes
conservant D et la mesure de Lebesgue� qui constitue le compl�et�e de G�D� pour la norme
L��D�Rd� d�es que d � ��

��� Semi�discr�etisation en temps

Le probl�eme semi�discret

Fixons N 	 �� normalisons le temps 
nal T � � et posons !t � �
N � Un 	ot semi�discret

�ou discret en temps� sur l�espace de con
guration G � G�D� est d�e
ni comme une suite
g�� g�� ���� gN � G� o�u gk � G est la con
guration au temps tk � k

N
� Le probl�eme semi�

discr�etis�e �ou discr�etis�e en temps� de donn�ees lagrangiennes compl�etes consiste �a trouver un
	ot semi�discret tel que g� � id et gN � h� minimisant

EN �g�� g�� ���� gN� �
N

�

NX
k��

jjgk � gk��jj�L��

Projection sur S�D� et d�ecomposition polaire des applications

Int�eressons nous au cas particulier N � � qui nous servira �a la r�esolution du probl�eme
semi�discret pour N 	  quelconque� On recherche un triplet de con
gurations �g�� g�� g��
tel que g� � id� g� � h minimisant

jjg� � g�jj�L� � jjg� � g�jj�L��

Cela revient �a minimiser l�expression jj�� �h � id� � g�jj�L� pour g� � G� La con
guration
g� obtenue n�est rien d�autre que la projection sur G au sens de la norme de L��D�� de
l�application �

�
�h�id�� Mais l�existence d�une telle projection n�a rien d��evident� ni du point de

vue de l�existence et ni de celui de l�unicit�e� car G n�est m�eme pas ferm�e dans L��D�Rd� �sauf
dans le cas trivial d � ��� La projection L� sur le compl�et�e S�D� ne s�annonce gu�ere mieux�
car il n�est ni convexe ni compact �puisque contenu dans une sph�ere�� On peut pourtant la
d�e
nir sans �equivoque pour toute application w � L��D�Rd� satisfaisant la condition de non�
d�eg�enerescence que� pour tout bor�elien � 
 Rd de mesure de Lebesgue nulle� w����� est de
mesure nulle dans D� On a montr�e en e�et ��� ��� qu�il existe alors une unique d�ecomposition
de l�application w �appel�ee d�ecomposition polaire par g�en�eralisation du cas bien connu des
matrices carr�ees� sous la forme

w � r" � h

o�u h est un �el�ement de S�D�� caract�eris�ee comme unique projection L� de w� et " �d�e
nie
�a une constante additive pr�es�� est une fonction convexe sur l�enveloppe convexe de D telle
que r" � L��D�Rd��
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L�algorithme it�eratif de semi�discr�etisation en temps

On propose ici un algorithme r�ecursif qui �a partir des con
gurations �a deux instants
donn�es permet de calculer la con
guration �a l�instant interm�ediaire� On suppose que N est
de la forme N � �n � �� on modi
e un peu les notations de sorte que g�� g

�

N � ���� g
k
N � ���� g�

soient les con
gurations aux instants respectifs �� �
N � ����

k
N � ���� � et on 
xe g� � id et g� � h�

Dans le cas N � � l�algorithme propos�e est� comme on l�a vu� de prendre pour g��� la
projection L� sur S � S�D� du point milieu �g� � g����� On notera g��� � mil�g�� g��� Dans
le cas g�en�eral N 	 � on proc�ede en ra�nant successivement la discr�etisation temporelle�
comme suit� On part de

g��� � mil�g�� g���

puis on passe au niveau suivant en e�ectuant

g��	 � mil�g�� g����� g��	 � mil�g���� g��

et on r�eactualise
g��� � mil�g��	� g��	��

On peut r�eit�erer ce processus jusqu��a stationnarit�e �au moins approximative�� Ensuite�

g��
 � mil�g�� g��	�� g��
 � mil�g��	� g�����

g��
 � mil�g���� g��	�� g��
 � mil�g��	� g���

g��	 � mil�g��
� g��
� g��� � mil�g��
� g��
��

g��	 � mil�g��
� g��
��

et caetera�

��� Discr�etisation combinatoire

Il a �et�e observ�e dans �� qu�un espace de discr�etisation naturel pour S�D� �qui est le
compl�et�e de G�D� pour la norme L� d�es que d � ��� est le groupe P �D� de toutes les
�permutations� de D� construit comme suit� dans le cas particulier D � ��� ��d qu�on choisit
pour 
xer les id�ees� Pour chaque entier 
x�e p � �� On discr�etise le domaine spatialD � ��� ��d

en �pd cubes Di de centres respectifs xi� � 	 i 	 �pd de taille ���p� Si  est une permutation
de f�� ����� �pdg� on lui associe de fa con unique l��el�ement g � S�D� d�e
ni presque partout par

�x � Di� g��x� � x� xi � x��i��

On obtient ainsi� pour chaque p� une partie Pp�D� de S�D�� qui est un groupe pour la loi
de composition� et on note P �D� leur r�eunion pour tous les p� On obtient une discr�etisation
compl�ete du probl�eme de donn�ees compl�etes� en substituant Pp�D�� pour un p 
x�e� �a S�D� �ou
G�D��� Le probl�eme �el�ementaire de projection sur Pp�D� se r�eduit au probl�eme combinatoire

suivant� dit d�a�ectation� qui consiste� pour un vecteur w � R�pd donn�e� �a trouver une
permutation  minimisant le �co�ut d�a�ectation�

�pdX
i��

ci���i�

o�u la �matrice de co�ut� cij est donn�ee par

cij � jwi � xjj
��
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Remarquons le cas particulier o�u d � �� qui n�est pas d�enu�e d�int�er�et malgr�e les apparences�
En e�et une donn�ee 
nale H en dimension un� i�e� un �el�ement de S���� ���� peut �etre �eten�
due trivialement en une donn�ee en dimension trois h � S���� ���� en posant simplement
h�x�� x�� x�� � �H�x��� x�� x��� Il s�agit d�une donn�ee g�en�eralis�ee� Ainsi l�int�er�et d��etudier
num�eriquement des exemples de donn�ees unidimensionnelles est r�eel� �On en trouvera la jus�
ti
cation th�eorique dans ���� ����� Or� l�algorithme de projection discret est particuli�erement
simple en dimension �� car il se ram�ene �a un tri� comme on peut s�en rendre compte ais�e�
ment �a partir de l�expression de cij� Le co�ut de calcul est alors presque optimal� de l�ordre
de O�NLog�N �� avec N � �p� �Il n�en est �a notre connaissance pas de m�eme en dimension
sup�erieure ou le co�ut passe �a O�N�Log�N �� avec N � �pd�� Pour plus de d�etails� on peut se
r�ef�erer �a ��� Quelques exemples de r�esultats num�eriques sont fournis dans ����

��� Une deuxi�eme m�ethode de discr�etisation en espace

Le co�ut de l�algorithme combinatoire �etant �elev�e pour d 	 �� voici une m�ethode alternative
de discr�etisation compl�ete� introduite dans ���� On ne d�ecrit que la s�equence �el�ementaire du
sch�ema semi�discr�etis�e en temps� A partir de deux con
gurations classiques g� et g� de G�D��
correspondant aux instants t� et t� � t� � !t� on cherche �a d�eterminer une con
guration
g��� interm�ediaire en t��� � t� � !t��� On utilise la propri�et�e de groupe de G�D� pour se
ramener au cas o�u g� est l�identit�e� Faisons un d�eveloppement de Taylor en temps autour de
t � � de la solution recherch�ee t� g�t� a� entre t � � et t � !t �suppos�e petit�� On obtient

g�t� a� � g��� a� � tu��� a��
t

�
rp��� a� � O�t��

en supposant que g est bien solution des �equations d�Euler ��ecrite en coordonn�ees lagran�
giennes�

�ttg�t� a� � �rp�t� g�t� a��

avec g��� a� � a et o�u �tg��� a� � u��� a� est le champ de vitesse au temps t � �� �Ceci est
coh�erent avec le th�eor�eme ����� On doit donc avoir

g��a� � a� !tu��� a��
!t�

�
rp��� a� �O�!t��� ���

et� au temps interm�ediaire t � !t���

g����a� � a�
!t

�
u��� a��

!t�

�
rp��� a� � O�!t���

Pour �eliminer la pression� on utilise que r�u��� a� � �� On en tire

�
!t�

�
rp��� a� � g��a�� a�!tu��� a� � O�!t��

d�o�u

�
!t�

�
!p��� a� � r��g��a� � a� �O�!t��� ���

On posera donc�

g����a� �
�

�
�a� g��a�� �

�

�
r��!���r��g��a�� a��

ce qui nous fournit un sch�ema �formellement� consistant avec les �equations d�Euler� Obser�
vons qu�un calcul direct montre que l� application g��� conserve la mesure de Lebesgue sur
D �a O�!t�� pr�es� La r�esolution pratique est e�ectu�ee dans ��� pour le cas bidimensionnel
du tore D � R��Z�� maill�e de mani�ere uniforme� Voici la cellule de base du calcul

�� On se ram�ene �a l�identit�e en composant �approximativement� par �g�����
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�� On calcule

g����a� �
�

�
�a � g��a�� �

�

�
r��!���r�g��a�� a��

�a l�aide d�une transform�ee de Fourier discr�ete �FFT��

� On recompose �approximativement� le r�esultat par g��

Notons que le maillage n�autorise que des compositions approximatives �a l�aide d�inter�
polations �par opposition au sch�ema combinatoire pr�ec�edemment d�ecrit�� On renvoie �a ���
pour les probl�emes que cela induit et pour une illustration num�erique� o�u Roesch reconstitue
�avec succ�es� l��ecoulement de Beltrami� solution des �equations d�Euler sur R��Z�� donn�ee
par la �fonction de courant�

��x�� x�� �
�

�
sin��x��sin��x��

et le champ de pression

p �
�

�
�sin���x�� � sin���x����

sur tout intervalle de temps ��� T � assez petit pour que la condition �� du th�eor�eme ��� soit
satisfaite�
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