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ET DE PROCESSUS NON GAUSSIENS
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REsuME. Dans cet article, on analyse le comportement asymptotique des so-
lutions des équations de la chaleur d’ordres impairs et rationnels. On utilisera
pour cela la méthode dite du "point selle”. On étudiera également différents
problémes posés par les "diffusions” non gaussiennes. On s’est inspirés pour
cela de probléemes physiques classiques d’hyper ou d’hypo-diffusions.

ABSTRACT. In this article, we analyse the asymptotic behaviour of the funda-
mental solutions of higher odd or rational order heat-type équations. We will
use the “steepest descent “ method. We will also study some non gaussian
diffusion problems. We will take inspiration from physical classical problems
of hyper or hypo-diffusions.

1. INTRODUCTION

La motivation principale de ce travail concerne les processus dits ”anormaux”
car non gaussiens (hypodiffusions ou hyperdiffusions). On est alors amené & des
études du type "lois de Lévy”, ou les moments d’ordre # > 0 sont de la forme 2
avec a # 2.

Dans les parties 3 et 4, nous considérons des équations aux dérivées partielles de
la forme:

u H*ntly
LS (1.1)

avec n > 1, ¢t > 0 et x réel. A cette équation est ajoutée la condition initiale

u(z,0) = 6(x); la constante ¢ est réelle et § dénote la distribution de Dirac. Cette
équation est une généralisation de I’équation classique de la chaleur: %—lj = %g;g.

L’étude de ce type d’équation a débuté au début des années 1960. On peut citer
a ce sujet Krylov (1960), Daletskii (1962, 1969) et Ladokhin (1962). L’étude de
la premiere équation a été souvent faite dans la littérature. Les mesures de type
Wiener ont été construites au moyen des solutions fondamentales par de nombreux
auteurs (Krylov (1960, 1965), Daletskii (1962, 1969), Daletskii et Fomin (1965),
Ladokhin (1962, 1965), Hochberg (1978), Orsingher (1991), Hochberg et Orsingher
(1994)).

Une analyse précise du comportement des solutions de %—IZ = —%473{ a été faite
par Hochberg en 1978 et par Li et Wong en 1993 pour le cas k-dimensionel. Plus
récemment, on peut citer 'article de Acetta et Orsingher (1997) ol est étudiée

, . 2n 1 . . , .
I’équation % = ch—;,f pour ¢ = (—1)”+ . Cet article concerne également 1’équation

%—IZ =(-1) gilé, étudiée par la méthode du chemin de plus grande pente.
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Il faut pourtant souligner que les intégrales du type:

u(z,t) = %/exp (iozx + c(ioz)zn‘l’1 t) (1.2)

n’ont été étudiées que dans des cas trés particuliers avant les années 1960, (Bur-
well (1923), Bernstein (1919), Lévy (1923), Polya (1923)). Ici, nous étudierons le
comportement asymptotique de cette expression pour n entier naturel supérieur ou
égal & 2 et ¢ une constante réelle. Il est intéressant de souligner que les résultats ne
sont pas symétriques suivant que z tend vers +oo ou —oo.

Dans la partie 5 nous donnons un apercu sur 1’étude des solutions de ’équation a
dérivées fractionnaires, notamment d’ordre % Dans les parties 6 et 7, nous étudions
une généralisation de l'intégrale de Wiener, corrélée avec 1’équation de diffusion
généralisée, et nous regardons les correspondances dans le cas de ’équation de la
chaleur.

Enfin, dans la partie 8, nous donnons un apercu sur l’existence des moments
d’ordre non entier.

2. NOTATIONS ET DEFINITIONS GENERALES

Dans ce travail, nous allons introduire des mesures correspondant a des processus
(souvent appelées, abusivement, ”diffusions” ), non gaussiens; nous nous plagons
pour des raisons de simplification d’écriture, en dimension 1. Nous inspirant des
techniques classiques dans le cas brownien, ces densités seront présentées comme
des transformées de Fourier d’exponentielles de fonctions de la variable A%t , ou
plutot (iX)* ¢, pour o € R%

Concernant ’aspect fractionnaire, nous avons adopté un point de vue différent de
celui qui est, traditionnellement, proposé pour le mouvement brownien fractionnaire
de B. Mandelbrot, présenté dans [9] par M. Giona et H.E. Roman. Dans [9], la
dérivée fractionnaire porte sur la variable temporelle:

O u Ju
—(x,t) = A— (x,t 2.1
) = AS (0,1), (21)
alors qu’ici, la dérivée fractionnaire porte sur la variable spatiale:
Ju 0%u
—(x,t) = A t). 2.2
ety = AT (1) (22
Dans le cas de (2.1), la densité de transition est de la forme:
K z?
ple,t) = 17 P <_W) ; (2.3)

ce qui conduit a une fonction caractéristique de la forme:
h(t,p) = Cexp (—c/\ztz/o‘) .

On a alors évidemment, A(A,t).h(A,s) #Z h(A, T+ s), ce qui correspond &
p(t) xp(8) # p( L+ s).

Ce point de vue correspond donc a un abandon de la propriété de semi-groupe
de Chapman-Kolmogorov. A contrario, notre version conduit a la conservation na-
turelle de la propriété de semi-groupe, comme nous le verrons en considérant les
fonctions caractéristiques.

Les notions relatives aux transformées de Fourier différant suivant les auteurs,
nous choisissons la formulation suivante (en dimension 1):

Fu(\) = (2m)"2 /e—“fu (z) da (2.4)
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Flf(z) = (zﬂ)—%/e“ffu) dA. (2.5)
Nous adoptons en outre la détermination naturelle:
(i/\)oc :| A |a ei.sgn(A).’;—a’ (26)

ot A € Retotnsgn(A)=1siA>0etsgn(A)=—1siA<0; nous introduisons
enfin la notation suivante pour simplifier I’écriture des formules (R désigne la partie
réelle d’un complexe):

(i)' = —sgn (RE)) (1N = 5a (X)), (2.7)
ol s, = sgn (R(i%)). Cette fonction se prolonge sur C par: si z=pe'? avec —71 <
0 <, alors (iz)(*) = —sgn (R(i%)) exp (i (T +0) ) p°.
Dans la suite, nous considérons les fonctions suivantes (qui sont, dans certains
cas, des fonctions caractéristiques):

ha (A1) = (2m) " Zexp | (i0)(@) Ca>0, (2.8)

[
I'(a+1)
ol I' est la fonction d’Euler. C’est une fonction caractéristique lorsque a < 2,
d’aprés un résultat de Levy-Khintchine (voir P. Levy (1954)). On lui associe sa
transformée de Fourier réciproque dans ’espace de distributions tempérées:

Pa (2,1) = F = ha (o, )] (2) (2.9)

Lorsque o est un réel positif non nul qui n’est pas un entier impair, p, (dz,?)
est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et nous
notons p, (z,t) sa densité; cette fonction est alors de classe C° en (x,?) sur R x R}
[23].

Un probléeme important pour la suite sera 1’étude des moments de p, lorsque
celle-ci est une mesure.

Nous rappelons quelques propriétés élémentaires de pq ().

— Pour tout a € R} \ (2N + 1), F~!(hq(t)) est une mesure signée réelle de

variation totale finie pour a > 1.

— FElle est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue pour tout

aeRY\ (2N +1).

— Elle est paire en x si a € 2N.

— Pour tout & € R} \ (2N + 1), po est C™ sur R x RY;

— Pour tout @ € R\ (2N + 1), Fpa(z,t)(a) = h(a,1).

— Les mesures p, = p vérifient d’autres propriétés de type ”gaussien” que nous

énongons pour o &€ 2N + 1 :
: les mesures p(x,t)dx vérifient la propriété de ”scaling”:

P ((w)l/ax,f(t)) (w)w de = p(x,t)dz, pour tout >0 et f(i) >0,

[ [

ce qui implique, en particulier, p ((t_z/o‘x, %) t_z/o‘) dz = p(x,t) du;
: les mesures p(x,t) de vérifient la propriété de semi-groupe: si s et ¢ sont
deux réels strictement positifs, p(z,t +s) = fyeRp(y, s)p(e — y, t) dy.

Pour tout réel s € R, le moment d’ordre s de p () = pq (o,t) vérifie:

M) = [ 121 padent) = 65K, (@),

ol K () est une constante (éventuellement infinie) qui ne dépend que de s et de a.
Utilisant les dérivées non entieres, nous allons calculer le générateur infinitésimal
du semi-groupe dont le noyau de convolution est p, (#,t). Nous définissons tout
d’abord ces notions qui different quelque peu suivant les auteurs.

ESAIM: Proc., VoL. 5, 1998, 1-13
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Pour tout 8 > 0, et pour toute fonction u appartenant a L' (R) et telle que
| A|? Fu ()\) appartienne aussi & L' (R), la dérivée partielle % est définie par:

0%
Oxb

Nous utilisons ultérieurement cette définition pour I’étude de I'existence des mo-
ments de pg. Sous certaines hypothéses, la notion introduite en (2.10) coincide avec
la définition beaucoup plus ancienne donnée par H. Weyl [28] et A. Zygmund [29],
[30]. En effet, dans [29], [30], A. Zygmund définit une primitive d’ordre v > 0 de u
par:

(z) = F~1{(iN) Fu(N)| (2). (2.10)

Prue) = ﬁ/w (= 0= s (0507 ) (). 201

Puis, pour g > 0, il pose (Ent désigne la partie entiére):

s d™OHD e
Diu(e) = s {P u} (2), (2.12)
ou la dérivation d’ordre p = Ent (8 +1) : DE = Cfx—pp, retrouve son sens classique

lorsque p € N. En fait, la définition de la dérivée d’indice non entier donnée par la
formule (2.10) est équivalente, dans notre contexte, & celle proposée par H. Weyl et
A. Zygmund.

Une premiere étude des moments d’ordre entiers de p, montre que, pour tout
entier 5 € N, si h admet une dérivée partielle en A d’ordre 3 au sens des distri-
butions tempérées, alors zp, (z,t) admet une transformée de Fourier au sens des
distributions tempérées, qui vérifie, lorsque ces distributions sont des fonctions:

; 1 50%h
/xﬁpa (z,t) e """de = (271)2 iﬁW (a,t) (presque partout). (2.13)

Prenant a = 0, on déduit alors:

THEOREME. Sous les hypothéses précédentes, si 2%h (o,t) est une fonction conti-

on NP
nue et intégrable, alors:

%
/xﬁpa (z,t)dx = (%)ﬂﬁgT];(o,t). (2.14)

On peut, par ailleurs, donner leur générateur: pour tout o appartenant a R7 | le
générateur infinitésimal du semi-groupe dont le noyau de convolution est p,, (z,1)
est donné par:

_sgn[R(i*)] 9¢
[(a+1) dz>

Go= (2.15)

En effet, si nous reprenons la notation s, = —sgn® (i*), nous avons:

2Fp( () = & 2 Fexp [-sa (N by =

Sa(iA —% AN
_ ) (271' exp |:_504 (ZA) m}
De (2.10), nous déduisons alors:

Op (z,1 Se o
(615 ) _ T e (2.16)
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3. ETUDES PRELIMINAIRES SUR QUELQUES EXEMPLES

Nous examinons quelques cas particuliers qui sous-tendent 1’étude ultérieure:
— o = 2: cas gaussien. On a alors:
1 At
ha (A1) = (27) 3 exp [_T]
et :

2 (2,) = (271) % exp [_;_j] ,

- a= % : hyperdiffusion. Cette valeur de o donne

hy (0 = 2m)Fep (1)) 2
1) = (27 exp | (4 —
ce qui conduit, par transformée de Fourier inverse a:
PL (x,t) = 1r, () ®T 3277 exp [—471'2152/1‘] :
— «a = 1: une mesure non absolument continue par rapport a celle de Lebesgue,
un processus déterministe et un processus de Cauchy; dans ce cas:
kot .
2 2
p1 est la probabilité de transition d’un processus déterministe;

— o € 2N, > 4 : hypodiffusions. Les distributions pa,(z,t) admettent des
moments de tous ordres ; elles vérifient :

Opan o (—1)n+1 32”]72 .
o OO = G e (@0

p1(de,t) = 01p=_y) et p1(x,1) =

elles sont paires, du type ”hypergaussiennes”.
— a = 3: hypodiffusion d’Airy. Dans ce cas:

hs(A 1) = (271')_% exp [—i/\?’t/3!] ;

cette fonction vérifie :

(1A) % th () + 212—]; (\) =0,

et sa transformée de Fourier réciproque est solution de:

3]93
902

la fonction ps est une fonction d’Airy:

At 2
ps(z,t) = (271')_1/2/exp [ Az — ?)] d\ = 2%/671/2 =113 Airy(x?’ﬁ),

ou:

2x

Airy(y) : = —/exp [ —yu + 3 )] du.

— « = b: cas d’une autre hypodiffusion. Dans [2], A. Barrantes, A. Calvo et M.
Rosen ont mis en évidence une hypodiffusion correspondant & la diffusion d’un
traceur (fluoresceine) dans de I’eau (les coefficients qui apparaissent dans les
différents phénomenes sont alors o = 3/2 et o = 5). Ici, ps n’apparait plus
comme une fonction d’Airy; nous I’étudions dans la partie 3.

ESAIM: Proc., VoL. 5, 1998, 1-13
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4. ETUDE ASYMPTOTIQUE DES SOLUTIONS DANS LE CAS OU L’ORDRE DE
DERIVATION EST UN ENTIER IMPAIR

L’objectif est de déterminer des estimées asymptotiques pour z — 400 des

solutions de ’équation:
du o2ty

ot~ Copinti
avec n > 2,t > 0, x réel et condition initiale u(z,0) = §(x). Par transformation de
Fourier,

1
u(z,t) = ﬁ/exp(iozx + c(ia)* ) da.

1
On pose alors a = (%) 2m z; alors:

o \t

On va étudier la convergence de cette intégrale. Pour cela on considére :

1 % 1 1
u(x,t) = (f) /exp(i/\(z +e(=1)"2"" 1)) dr avec A = ' tzet o,

¢
I = / sin(A(z + c(—l)"xzn"'l))dx,

par changement de variable y = x + ¢(—1)"2?"*1 on obtient = g(y) avec g une
fonction croissante qui tend vers 'infini. Il vient:

1

/ =
I = T T D) g ()
donc: 2nt1
L /t+6(—1) ¢ sin(Ay)dy :
st — ste(=1)ns2ntl 1+ (271 + 1)6(_1)ng2n (y) ’

par changement de variables u = Ay, I, ; tend vers:

_/+°° sin u
Mo 1+ (2n+ De(=1)ng? ()

or il existe ¢ > 0 tel que pour tous ¢ et d, ‘fcd sin udu‘ < oet

du;

I 12 = +oo—1 =

1
T4+(2n+1)e(-1)mg?™ ()
est décroissante (ou croissante suivant le signe de (—1)") vers 0, donc I'intégrale de
départ converge.

On considére :

I\ = /exp(/\f(z))dz avec f(z) = iz 4 ic(—1)" 22T,

donc:
f(2) =i+ (2n + Dic(=1)"2*".

Les points selle sont tels que f/(z) = 0, ce qui équivaut & 2" = —m.

4.1. Cas:e(-1)" <0

On a alors les points selle suivants:

1 = (p+ 1)ir
= — _— =0,1,...,2n—1.
2p ((271 ) c(—l)") exp ( - ) , avec p=20,1, ,2n

LEMME. On a l’estimation asymptotique:

I(A) ~ /m (exp(Af(zn=1))) (exp(ibo) — exp(if1)) o

oy PO (z20-1))) (exp(i00) = exp(it})).

ESAIM: Proc., VoL. 5, 1998, 1-13
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Preuve. On donne les étapes principales. Davantage de détails peuvent étre trou-
vés en [23]. On calcule f(z,) et on considére ceux qui ont une partie réelle négative
ou nulle; parmi ceux-ci, on ne gardera que ceux qui ont la plus grande partie réelle.

On a: EN
£eo) = i (i) e ({240)

el () o (25),

D= (2:?1) <<2n m 1_;:(—1)”)% o (M) |

On ne considere que les z, pour lesquels sin (W) =0,cest adirep=n—1et
p=2n—1.

— Cas du premier point-selle: z,,_;. On a aprés calcul:

F'(zne1) = 20 (W) T exp (%) = aexp(ip);

les chemins de plus grande pente ont donc les directions suivantes, caracté-
risées par l'angle, avec 'axe réel, de la tangente au chemin de plus grande
pente au point selle considéré, noté 6y (Voir Bleistein-Handelsman (1986)):

Hk:—z+(2k+1) k=0,1.

Donc:

— cas du second point-selle: z5,_1. On a:

e =2 (i) o (5

les chemins de plus grande pente ont les directions suivantes (voir Bleistein-

Handelsman (1986)):

<&

On pose:

= (2311) <<2n+1_>1<—1>”)%;

on a alors: f(zp—1) = —i€ et f(z2n—1) = i€. Aprés calculs,
THEOREME. On a l’estimation asymptotique:

u(x,t)mg(%)ﬁ\/ -

X (cos(&’xl‘l'ﬁt 2w ) + sin( €x1+2n t= )

2x1+2n - 2n |f”

4.2. Cas ¢(-1)" > 0.

Comme précédemment, nous utilisons le lemme 4.1. 1] vient:

1 0 (2p + 1)ir
= — —_ =0,1,...,2n —1;
Zp ((271 n 1)6(—1)”) €XpP ( m ) avec p , Ly , 2N ;

on en déduit :

")) = (2;24:11) ((271 n ll)c(—l)”) : sin (W) '

ESAIM: Proc., VoL. 5, 1998, 1-13
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On ne considére que les points pour lesquels la partie réelle est négative tout en
étant la plus grande possible donc on ne prend en compte que zg et z,_1.

— Cas du premier point-selle z5. On a:

F(z0) = 2020+ Vyie(=1)" 220" = 20 (m>_ o (M)

les chemins de plus grande pente ont les directions:

3n—1\m T
Hk——< o )5—1-(21{7—1—1)5, k=0,1. (4.2)

— Cas du second point-selle z,_1. On a:

les chemins de plus grande pente ont les directions:

An?4+n+1 T
0, =— ——-— 2k+1)=, k=0,1. 4.
= (D S e g k=0 (4.3
o
En posant :
eo (2 1 =
S\ 2n+1 (2n 4+ 1)e(=1)" ’
on montre finalement d’apres les lemmes précédents:
THEOREME. On a [’estimation asymptotique:
u(x, t)r = foors 2 (E = 7
( ) T (t) +2n —2— f”

X (exp (fl‘l‘l'ﬁt 7 Cos ( (ntl)m W)

1 (n+1)7m T T
X COS (51‘ +amg sm( o )+4n_Z)

Remarque. Ces estimations asymptotiques sont valables pour x — 400 ; pour
z — —oo, il suffit de changer le signe de ¢. Donc, pour déterminer les estimations
pour ¢ < 0 et x — —o0, il suffit de prendre les solutions pour ¢ > 0 et  — 400, et
de remplacer  par |¢|. De méme pour ¢ > 0 et # — —o0, il suffit de considérer les
estimations pour ¢ < 0 et @ — +00, et de remplacer « par |z|.

5. ETUDE ASYMPTOTIQUE DES SOLUTIONS DANS LE CAS OU L’ORDRE DE
DERIVATION EST FRACTIONNAIRE.

L’objectif est de déterminer des estimées asymptotiques des solutions de 1’équa-
tion:
Ju 0P u
el
ot Oxb’

avecﬁ:%,t>0,etxréel.

LEMME. On a Uestimation:

1) ~ %ﬁexp (%“AHG—%)) (5.1)

THEOREME. On a l'estimation asymptotique:

( t) Ly 2 (l‘)z T 4x3t_2+, T 8x3t~2
e e 8 Vs o '\a47 7

ESAIM: Proc., VoL. 5, 1998, 1-13
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Preuve. On obtient par transformation de Fourier:

1 =T 1
u(z,t) = — (?) ’ /exp (l/\(z + ciﬁ_lzﬁ)) dz avec A = ¢ 7T 7T

On considere :
I(A) = /exp(/\f(z))dz avec f(z) =iz + ¢if 2°;

on n’a qu’un seul point selle :

1

1\ 71 .
()

on prend ¢ = 1 et donc: R(f(z0)) = —%. Les chemins de plus grande pente sont tels
que:

NIE]

9;;:—%—1—(21{7—1—1) avec k =0, 1.

NN

Ce résultat peut etre étendu a d’autres valeurs de 3 moyennant quelques adap-
tations techniques (voir [23]).

6. ETUDE D’UNE DISTRIBUTION P, SUR UN ESPACE FONCTIONNEL
LORSQUE o > 1, AVEC a ¢ 2N + 1

Dans ce paragraphe, partant des distributions-mesures p(.,t) = ps(.,1), nous al-
lons, par ”limite projective”, construire une distribution sur I’espace €2 des fonctions
continues & droite avec existence de limite & gauche (c.a.d.l.a.g):

Q={w Ry >R, t > w(), w cadlag,w(0)=0}.

Cette distribution généralisera la mesure de Wiener; c’est une mesure positive
lorsque o < 2, et une mesure signée si o > 2.

Les éléments de Q sont, suivant 1’'usage, appelés "trajectoires”.

On considére ’ensemble des parties finies de R, ordonné par l'inclusion, et,
pour tout 7 = {t; <lo < ... <1y} :

£ Q=R
w = (w(ty),...,w(tn)).

On note F, = 5;1(B(R”)) I'image réciproque de la tribu borélienne de R™ par
cette application £ et on designe par F la tribu engendrée par F, lorsque 7 décrit
les parties finies de R..

Notant S(R") I’espace des fonctions définies sur R"™ et & valeurs complexes,
bornées et uniformément continues, transformées de Fourier de mesures bornées,
on désigne par C': = C'(2) la classe de fonctions sur Q:

C)=A{FfQ=>R;IneN*, It; <tz < ....<typ,t; € Ry, IF € S(R"),
Yw e Q: flw) = Flw(ty),...,w(tn))},
et sur C', on définit ’application:

Ea(f) = Pa(f) /R/R /nER o)

Pold(xy —2n_1),th — 1y d(xo — 1), ts — t1)palda, ty)
= f_ (A)Eoc (Anatn_tn—l) hoc (An+An—1atn—1_tn—2)~~~
AER™ _
cho (An o A ) dA

ol hy (A1) désigne le conjugué dans C de h, (A1), P(f) ne dépend que de f et
non du choix de F': on voit de plus que P est linéaire sur C'(Q2).

(6.1)

ESAIM: Proc., VoL. 5, 1998, 1-13
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Pour o« > 1, a ¢ 2N+1, P est une mesure signée additive; elle se définit sur
I’algébre A de P(2), engendrée par les cylindres en posant, pour tout cylindre:

C={w: g, <w(ty) <b,i=1,2.n,0<t <to.. <tp}

by by 7
PQ(C):/ / Hpa (dey — dwg_1,t; —t;_1), avecwg=0 et tp =0. (6.2)

nog=1

Nous voyons que la variation totale de P sur  est:

— bornée (P est une probabilité) si p,(.,t) est une densité positive (a < 2),

— non bornée si pq(.,t) n’est pas positive (a > 2).

Nous allons définir un prolongement de P = P, sur un espace fonctionnel.
L’espace considéré sera un sur-ensemble de C'(£2) (nous procédons par prolongement
a partir de C'()).

Siue C(Q):

w(w) = Ulw(ty),w(ta), ..w(ts)), U € SRt} = RP);
nous posons:

||u||a:/ d|]-"_1U(/\)||ha(/\n,tn—tn_l)...ha(/\n—|—...—|—/\1,t1)|. (6.3)
AER™

Il est clair que : (u — ||u]|,,) est une norme sur C'(2). Pour toute fonction v € C'(9):
[P.(u)| <||ul|,- Notant Dy = Dy () le complété de C'(2) pour la norme ||.||o, Pa
se prolonge contintiment sur (Da(Q),|].|la): si f € Da(£2), alors f = lim f, ou f,
est une suite de fonctions appartenant & C et I’'on a:

Poc(f) = lim Poc(fn);
(n—00)
lorsque o« = 2, on vérifie que:
[lu]|2 = /}\ s (271')_”/2d |]-"_1U(/\)| exp [—/\Z(tn —tn_l)/Q]
eR»
X exp {— A+ ...+ /\1)2151/2} .

Ceci conduit & définir la norme suivante sur ’espace des mesures bornées sur R”:

lelle= [ (2m) = exp [Nt — tm)2]
% exp = o 4 oo A)21/2] d ] (At oo ).
On a alors: [|u]|z = ||]-"_1U||2. L’espace D2 () est donc I'image par F~1 du com-
plété de I'espace des mesures bornées par |[4]]2-
7. ETUDE PARTICULIERE DE Dy(2)
Pour toute fonction u : 2 — C dans C(2), nous avons posé, si: u(w) =

U(w(ty), ...,w(tn)) et 7 ={t1,ta, ..., tn}:

lul|» = / A F N bt — tat)eho(n + o4 As, 1),
AER™

Nous pouvons obtenir une majoration de ||u||» par la masse totale de F~1U. Si p
est une mesure bornée sur R™, nous notons ||| u ||| sa masse totale:

|||u|||=(27f)_"/2/ d1u(V)].

AER™

Puisque hy a une valeur comprise entre 0 et (271')_1/2,

[lull> < [IF~UII-

on a:
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Nous allons maintenant comparer ||u||2 et les normes de u dans L*(P) et L?(P).
Nous pouvons tout d’abord remarquer que:

lul gy < NIF~ U1
en effet,
NF=20) = sup {(2x) =/ 2(|F|l) " / PP ()ds)
rceER™

En prenant:

F(A) = ha(hny b — 1) oocha(An + oo ArL 1),

nous obtenons, dans la formule précédente, ||F||,, = (27)="/2; par suite:

|||f_1U|||Z/ . U(l‘).pz(dl‘n—l‘n_l,tn—tn_l)...pz(dl‘l,tl)
rceER™

Z / |U(l‘)|p2(dl‘n - dl‘n_l,tn - tn_l)...pz(dl‘l,tl) = ||u||L1(P)
zeR™

PROPOSITION. Dy ¢ L%(P).

Preuve. Nous donnons un exemple de suite (u,) € C(Q) telle que ||up|la = 0 et
|unl|L2(py # 0. Considérons:

V() = ¢ x 1gp(x);
on a alors:

9p)—1/2sinA(b=0a)/2] Jix(atb)/2 § £
f*w):{(c?_)a e A7

(271_)1/2 )

i

|F=ru(N)] < 'f'i;‘;;/‘;) avec égalité si A = 0.
Nous imposons la condition |f|2'7(:;1_/;) < 1 et considérons maintenant la suite (Un)neN )

définie par:

un(w) = $(w(1)) Y (w(2) —w(l))..(w(n) —w(n—1)),

ce qui correspond a: U, (x) = (x1).¢(ra — x1)...9(xn — ¥n_1), €t aux temps
t1 = 1,t2 = 2,..,t, = n. La fonction u, n’appartient pas & C(Q), mais elle
est évidemment dans Ds et on peut montrer que:

[lun]l, = 0 lorsque n — oco.

Par conséquent:
U, € Dy et (u”)nEN — 0, dans D-.
Par contre:

2 n/2
llunl ey > ((2m) 7222 b= a))

si |a] < |b]. On peut choisir a, b et ¢ de maniére que soient vérifiées simultanément
les trois conditions:

b — 2
la] < [b], w <1, et (271')_1/2626_6 /Z(b— a) > 1.
™

Pour un tel choix de (a,b,¢), on a ||u,|[z2(p) — 0.
o
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8. ETUDE GENERALE DES MOMENTS

Nous avons vu que, au sens de la transformation de Fourier des distributions
tempérées, si § € N, et si h admet une dérivée partielle en A d’ordre 3, alors

9% h
Ppa(e,t) de = (27) 27 ——2(0,1).
[ patatyde = )2 S 0

Lorsque h, admet une dérivée en 0 & ’ordre n € N, alors h(oén)(., t) (t > 0) appartient
e < 20|,
PROPOSITION. Pour tout réel o € R} \ (2N + 1), et tout réel g € [0, Ental],
2P pa(z,t) est intégrable.
Preuve. Si nous notons n = Ent e, ho(.,1) est n fois continument dérivable et
h(oén)(.,t) € LP(R) pour tout p € [1, co[. Utilisant le théoréme de Hausdorff-Young,
nous savons que sa transformée de Fourier, i"#"pq(x,t) appartient & L¢(R), pour

& tous les espaces LP, 1 <p < oo et l'on a: ||[2"pa (2, 1)

zl? + é = 1. Nous choisissons p = % et g =n— [+ 1. Nous avons alors:
[ el pate)] o <
R\[0,1]
1/q 1/p

/ |2 pa (2, )| da / |x|(ﬁ_n)p dx
R\[0,1] R\[0,1]

La seconde intégrale du produit est convergente dés que (5 —n) < —1, ainsi que la
premiére (car "p,(z,t) € L?). Or p, est de classe C°°, par conséquent, z°p, (z,1)
est localement intégrable, ce qui permet de conclure.

o

Ce résultat peut étre étendu & o € R} \ (2N + 1), 5 € [0, f.

Remarque. Pour les fonctions positives, on a en revanche: ||ul|p1py < |[u]]2.
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