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ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE

SOLUTIONS D��EQUATIONS DE DIFFUSIONS G�EN�ERALIS�EES

ET DE PROCESSUS NON GAUSSIENS

SINA AKHBARI� MICH�ELE MASTRANGELO ET BURBUQUE PEPO

R�esum�e� Dans cet article� on analyse le comportement asymptotique des so�
lutions des �equations de la chaleur d�ordres impairs et rationnels� On utilisera
pour cela la m�ethode dite du �point selle�� On �etudiera �egalement di��erents
probl�emes pos�es par les �di�usions� non gaussiennes� On s�est inspir�es pour
cela de probl�emes physiques classiques d�hyper ou d�hypo�di�usions�

Abstract� In this article� we analyse the asymptotic behaviour of the funda�
mental solutions of higher odd or rational order heat�type �equations� We will
use the 	steepest descent 	 method� We will also study some non gaussian
di�usion problems� We will take inspiration from physical classical problems
of hyper or hypo�di�usions�

�� Introduction

La motivation principale de ce travail concerne les processus dits �anormaux�
car non gaussiens �hypodi�usions ou hyperdi�usions�� On est alors amen�e �a des

�etudes du type �lois de L�evy�� ou les moments d	ordre � � 
 sont de la forme t
�
�

avec � �� ��
Dans les parties 
 et �� nous consid�erons des �equations aux d�eriv�ees partielles de

la forme�

�u

�t
� c

��n��u

�x�n��
� �����

avec n � �� t � 
 et x r�eel� A cette �equation est ajout�ee la condition initiale
u�x� 
� � ��x�� la constante c est r�eelle et � d�enote la distribution de Dirac� Cette

�equation est une g�en�eralisation de l	�equation classique de la chaleur� �u
�t � �

�
��u
�x� �

L	�etude de ce type d	�equation a d�ebut�e au d�ebut des ann�ees ���
� On peut citer
�a ce sujet Krylov ����
�� Daletskii ������ ����� et Ladokhin ������� L	�etude de
la premi�ere �equation a �et�e souvent faite dans la litt�erature� Les mesures de type
Wiener ont �et�e construites au moyen des solutions fondamentales par de nombreux
auteurs �Krylov ����
� ������ Daletskii ������ ������ Daletskii et Fomin �������
Ladokhin ������ ������ Hochberg ������� Orsingher ������� Hochberg et Orsingher
��������

Une analyse pr�ecise du comportement des solutions de �u
�t � ���u

�t� a �et�e faite
par Hochberg en ���� et par Li et Wong en ���
 pour le cas k�dimensionel� Plus
r�ecemment� on peut citer l	article de Acetta et Orsingher ������ o�u est �etudi�ee

l	�equation �u
�t

� c�
�nu

�x�n
pour c � ����n��� Cet article concerne �egalement l	�equation

�u
�t � ���� ��u

�x� � �etudi�ee par la m�ethode du chemin de plus grande pente�
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� SINA AKHBARI� MICH�ELE MASTRANGELO ET BURBUQUE PEPO

Il faut pourtant souligner que les int�egrales du type�

u �x� t� �
�

��

Z
exp

�
i�x� c �i���n�� t

�
�����

n	ont �et�e �etudi�ees que dans des cas tr�es particuliers avant les ann�ees ���
� �Bur�
well ����
�� Bernstein ������� L�evy ����
�� Polya ����
��� Ici� nous �etudierons le
comportement asymptotique de cette expression pour n entier naturel sup�erieur ou
�egal �a � et c une constante r�eelle� Il est int�eressant de souligner que les r�esultats ne
sont pas sym�etriques suivant que x tend vers �� ou ���

Dans la partie � nous donnons un aper�cu sur l	�etude des solutions de l	�equation �a
d�eriv�ees fractionnaires� notamment d	ordre �

� � Dans les parties � et �� nous �etudions
une g�en�eralisation de l	int�egrale de Wiener� corr�el�ee avec l	�equation de di�usion
g�en�eralis�ee� et nous regardons les correspondances dans le cas de l	�equation de la
chaleur�

En�n� dans la partie �� nous donnons un aper�cu sur l	existence des moments
d	ordre non entier�

�� Notations et d�efinitions g�en�erales

Dans ce travail� nous allons introduire des mesures correspondant �a des processus
�souvent appel�ees� abusivement� �di�usions� �� non gaussiens� nous nous pla�cons
pour des raisons de simpli�cation d	�ecriture� en dimension �� Nous inspirant des
techniques classiques dans le cas brownien� ces densit�es seront pr�esent�ees comme
des transform�ees de Fourier d	exponentielles de fonctions de la variable 	�t � ou
plut�ot �i	�� t� pour � � R�

��

Concernant l	aspect fractionnaire� nous avons adopt�e un point de vue di��erent de
celui qui est� traditionnellement� propos�e pour le mouvement brownien fractionnaire
de B� Mandelbr�ot� pr�esent�e dans ��� par M� Giona et H�E� Roman� Dans ���� la
d�eriv�ee fractionnaire porte sur la variable temporelle�

��u

�t�
�x� t� � A

�u

�x
�x� t� � �����

alors qu	ici� la d�eriv�ee fractionnaire porte sur la variable spatiale�

�u

�t
�x� t� � A

��u

�x�
�x� t� � �����

Dans le cas de ������ la densit�e de transition est de la forme�

p�x� t� �
K

t���
exp

�
� x�

kt���

�
� ���
�

ce qui conduit �a une fonction caract�eristique de la forme�

h�t� p� � C exp
�
�c	�t���

�
�

On a alors �evidemment� h�	� t��h�	� s� �� h�	� t� s�� ce qui correspond �a

p��� t� � p��� s� �� p��� t� s��

Ce point de vue correspond donc �a un abandon de la propri�et�e de semi�groupe
de Chapman�Kolmogorov� A contrario� notre version conduit �a la conservation na�
turelle de la propri�et�e de semi�groupe� comme nous le verrons en consid�erant les
fonctions caract�eristiques�

Les notions relatives aux transform�ees de Fourier di��erant suivant les auteurs�
nous choisissons la formulation suivante �en dimension ���

Fu �	� � �����
�
�

Z
e�i�xu �x� dx �����
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F��f �x� � �����
�
�

Z
ei�xf �	� d	� �����

Nous adoptons en outre la d�etermination naturelle�

�i	�
�
�j 	 j� ei� sgn��	�

��
� � �����

o�u 	 � R et o�u sgn �	� � � si 	 � 
 et sgn �	� � �� si 	 � 
 � nous introduisons
en�n la notation suivante pour simpli�er l	�ecriture des formules �� d�esigne la partie
r�eelle d	un complexe��

�i	���	 � � sgn ���i��� �i	�� � s� �i	�� � �����

o�u s� � sgn ���i��� � Cette fonction se prolonge sur C par� si z�
ei� avec �� �
� � �� alors �iz���	 � � sgn ���i��� exp �i ��

� � �
�
�
�

��

Dans la suite� nous consid�erons les fonctions suivantes �qui sont� dans certains
cas� des fonctions caract�eristiques��

h� �	� t� � �����
�
� exp

�
�i	���	

t

� ��� ��

�
� � � 
� �����

o�u � est la fonction d	Euler� C	est une fonction caract�eristique lorsque � � ��
d	apr�es un r�esultat de Levy�Khintchine �voir P� Levy �������� On lui associe sa
transform�ee de Fourier r�eciproque dans l	espace de distributions temp�er�ees�

p� �x� t� � F�� �h� ��� t�� �x� �����

Lorsque � est un r�eel positif non nul qui n	est pas un entier impair� p� �dx� t�
est une mesure absolument continue par rapport �a la mesure de Lebesgue et nous
notons p� �x� t� sa densit�e� cette fonction est alors de classe C� en �x� t� sur R	R�

�

��
��
Un probl�eme important pour la suite sera l	�etude des moments de p� lorsque

celle�ci est une mesure�
Nous rappelons quelques propri�et�es �el�ementaires de p��t��

 Pour tout � � R�
� n ��N � ��� F���h��t�� est une mesure sign�ee r�eelle de

variation totale �nie pour � � ��
 Elle est absolument continue par rapport �a la mesure de Lebesgue pour tout
� � R�

� n ��N� ���
 Elle est paire en x si � � �N�
 Pour tout � � R�

� n ��N� ��� p� est C� sur R	R�
��

 Pour tout � � R�
� n ��N� ��� Fp��x� t��a� � h�a� t��

 Les mesures p� � p v�eri�ent d	autres propri�et�es de type �gaussien� que nous
�enon�cons pour � �� �N � � �
� les mesures p�x� t�dx v�eri�ent la propri�et�e de �scaling��

p

	�
f�t�

t

����
x� f�t�


�
f�t�

t

����

dx � p�x� t� dx� pour tout t � 
 et f�t� � 
�

ce qui implique� en particulier� p
��
t����x� �

t

�
t����

�
dx � p�x� t� dx�

� les mesures p�x� t� dx v�eri�ent la propri�et�e de semi�groupe� si s et t sont
deux r�eels strictement positifs� p�x� t� s� �

R
y�R p�y� s�p�x � y� t� dy�

Pour tout r�eel s � R� le moment d	ordre s de p �t� � p� ��� t� v�eri�e �

Ms �p�� �

Z
j x js p� �dx� t� � t

s
�Ks ��� �

o�u Ks ��� est une constante ��eventuellement in�nie� qui ne d�epend que de s et de ��
Utilisant les d�eriv�ees non enti�eres� nous allons calculer le g�en�erateur in�nit�esimal
du semi�groupe dont le noyau de convolution est p� �x� t�� Nous d�e�nissons tout
d	abord ces notions qui di��erent quelque peu suivant les auteurs�
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Pour tout � � 
� et pour toute fonction u appartenant �a L� �R� et telle que

j 	j	Fu �	� appartienne aussi �a L� �R�� la d�eriv�ee partielle ��u
�x�

est d�e�nie par�

�	u

�x	
�x� � F��

h
�i	�	 Fu �	�

i
�x� � ����
�

Nous utilisons ult�erieurement cette d�e�nition pour l	�etude de l	existence des mo�
ments de p�� Sous certaines hypoth�eses� la notion introduite en ����
� co�!ncide avec
la d�e�nition beaucoup plus ancienne donn�ee par H� Weyl ���� et A� Zygmund �����
�

�� En e�et� dans ����� �

�� A� Zygmund d�e�nit une primitive d	ordre � � 
 de u
par�

P 
u �x� �
�

� ���

Z x

��
�x� t�
�� u �t� dt �

�

� ���

�
�R�

�t�	 t
�� � u� �x� � ������

Puis� pour � � 
� il pose �Ent d�esigne la partie enti�ere��

D	
xu �x� �

dEnt�	��	

dxEnt�	��	

h
PEnt�	��	�	u

i
�x� � ������

o�u la d�erivation d	ordre p � Ent �� � �� � Dp
x � dp

dxp � retrouve son sens classique
lorsque p �N� En fait� la d�e�nition de la d�eriv�ee d	indice non entier donn�ee par la
formule ����
� est �equivalente� dans notre contexte� �a celle propos�ee par H� Weyl et
A� Zygmund�

Une premi�ere �etude des moments d	ordre entiers de p� montre que� pour tout
entier � � N� si h admet une d�eriv�ee partielle en 	 d	ordre � au sens des distri�
butions temp�er�ees� alors x	p� �x� t� admet une transform�ee de Fourier au sens des
distributions temp�er�ees� qui v�eri�e� lorsque ces distributions sont des fonctions�Z

x	p� �x� t� e�iaxdx � ����
�
� i	

�	h

�		
�a� t� �presque partout�� ����
�

Prenant a � 
� on d�eduit alors�

Th�eor�eme� Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes� si ��h
���

��� t� est une fonction conti�

nue et int�egrable� alors�Z
x	p� �x� t� dx � ����

�
� i	

�	h

�		
�
� t� � ������

On peut� par ailleurs� donner leur g�en�erateur� pour tout � appartenant �a R�
�� le

g�en�erateur in�nit�esimal du semi�groupe dont le noyau de convolution est p� �x� t�
est donn�e par�

G� � � sgn �� �i���

� �a� ��

��

�x�
� ������

En e�et� si nous reprenons la notation s� � � sgn� �i��� nous avons�

�
�t
Fp ��� t� �	� � �

�t
�����

�
� exp

h
�s� �i	�� t

�����	

i
�

� s��i�	
�

�����	 ����
� �

� exp
h
�s� �i	�

� t
�����	

i
�

De ����
�� nous d�eduisons alors�

�p �x� t�

�t
� � s�

� �a� ��

��

�x�
p �x� t� � ������
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�� Etudes pr�eliminaires sur quelques exemples

Nous examinons quelques cas particuliers qui sous�tendent l	�etude ult�erieure�

 � � �� cas gaussien� On a alors�

h� �	� t� � �����
�
� exp

�
�	�t

�

�
et �

p� �x� t� � ���t��
�
� exp

�
�x�

�t

�
�

 � � �
�
� hyperdi�usion� Cette valeur de � donne

h �
�
�	� t� � �����

�
� exp

�
�i	��

�
� � �tp

�

�

ce qui conduit� par transform�ee de Fourier inverse �a�

p �
�
�x� t� � �R�

�x�x�
�
� t��

�
� exp

�����t�
x� �
 � � � � une mesure non absolument continue par rapport �a celle de Lebesgue�

un processus d�eterministe et un processus de Cauchy� dans ce cas�

p� �dx� t� � �fx
�tg et p� �x� t� �
k�t

�x� k�t�
�
� �k�t�

� �

p� est la probabilit�e de transition d	un processus d�eterministe�
 � � �N�� � � � hypodi�usions� Les distributions p�n�x� t� admettent des

moments de tous ordres � elles v�eri�ent �

�p�n
�t

�x� t� �
����n��
��n�"

��np�n
�x�n

�x� t� �

elles sont paires� du type �hypergaussiennes��
 � � 
� hypodi�usion d	Airy� Dans ce cas �

h��	� t� � �����
�
� exp

��i	�t

"� �
cette fonction v�eri�e �

�i	�� th �	� � �i
�h

�	
�	� � 
�

et sa transform�ee de Fourier r�eciproque est solution de �

�p�
�x�

�x� t� �
�x

t
p��x� t� � 
�

la fonction p� est une fonction d	Airy�

p��x� t� � ��������
Z

exp

�
i�	x� 	�t


"
�

�
d	 � ��������t����Airy�x�

r
�

t
��

o�u�

Airy�y� � �
�

��

Z
exp

�
i��yu �

u�



�

�
du�

 � � �� cas d	une autre hypodi�usion� Dans ���� A� Barrantes� A� Calvo et M�
Rosen ont mis en �evidence une hypodi�usion correspondant �a la di�usion d	un
traceur �#uoresce�!ne� dans de l	eau �les coe$cients qui apparaissent dans les
di��erents ph�enom�enes sont alors � � 

� et � � ��� Ici� p� n	appara�!t plus
comme une fonction d	Airy� nous l	�etudions dans la partie 
�
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�� Etude asymptotique des solutions dans le cas o�u l�ordre de

d�erivation est un entier impair

L	objectif est de d�eterminer des estim�ees asymptotiques pour x 
 �� des
solutions de l	�equation�

�u

�t
� c

��n��u

�x�n��
�

avec n � �� t � 
� x r�eel et condition initiale u�x� 
� � ��x�� Par transformation de
Fourier�

u�x� t� �
�

��

Z
exp�i�x� c�i���n��t�d��

On pose alors � �
�
x
t

� �
�n z� alors�

u�x� t� �
�

��

�x
t

� �
�n

Z
exp�i	�z � c����nz�n����dz avec 	 � x��

�
�n t�

�
�n �

On va �etudier la convergence de cette int�egrale� Pour cela on consid�ere �

Is�t �

Z t

s

sin�	�x� c����nx�n����dx�

par changement de variable y � x � c����nx�n��� on obtient x � g�y� avec g une
fonction croissante qui tend vers l	in�ni� Il vient�

g��y� � �

� � ��n� ��c����ng�n�y� �

donc�

Is�t �

Z t�c���	nt�n��

s�c���	ns�n��
sin�	y�dy

� � ��n� ��c����ng�n�y� �
par changement de variables u � 	y� Is�t tend vers�

Is�tx
 ��
I �
�

	

Z ��

�

sinu

� � ��n� ��c����ng�n �u��du�
or il existe � � 
 tel que pour tous c et d�




R dc sinudu



 � � et �

����n��	c���	ng�n�u� �
est d�ecroissante �ou croissante suivant le signe de ����n� vers 
� donc l	int�egrale de
d�epart converge�

On consid�ere �

I�	� �

Z
exp�	f�z��dz avec f�z� � iz � ic����nz�n���

donc�
f ��z� � i� ��n� ��ic����nz�n�

Les points selle sont tels que f ��z� � 
� ce qui �equivaut �a z�n � � �
��n��	c���	n �

���� Cas � c����n � 


On a alors les points selle suivants�

zp �

� ��
��n� �� c����n

� �
�n

exp

�
�p� ��i�

�

�
� avec p � 
� �� � � � � �n� ��

Lemme� On a l�estimation asymptotique�

I�	� �
r

�

�	 jf ���zn���j �exp�	f�zn����� �exp�i���� exp�i����

�

r
�

�	 jf ���z�n���j �exp�	f�z�n�����
�
exp�i����� exp�i����

�
�

�����
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Preuve� On donne les �etapes principales� Davantage de d�etails peuvent �etre trou�
v�es en ��
�� On calcule f�zp� et on consid�ere ceux qui ont une partie r�eelle n�egative
ou nulle� parmi ceux�ci� on ne gardera que ceux qui ont la plus grande partie r�eelle�
On a�

f�zp� � i
�

��
��n��	c���	n

� �
�n

exp
�
�p��	i�

n

�
�ic����n

�
��

��n��	c���	n
��� �

�n

exp
�
�p��	i�

n

�
�

Donc�

��f�zp�� �
� ��n
�n� �

�� ��
��n� ��c����n

� �
�n

sin

�
�p� ���

n

�
�

On ne consid�ere que les zp pour lesquels sin
�
�p��	�

n

�
� 
� c	est �a dire p � n� � et

p � �n� ��

 Cas du premier point�selle� zn��� On a apr�es calcul�

f ���zn��� � �n

� ��
��n� ��c����n

�� �
�n

exp

�
i�

�

�
� a exp�i���

les chemins de plus grande pente ont donc les directions suivantes� caract�e�
ris�ees par l	angle� avec l	axe r�eel� de la tangente au chemin de plus grande
pente au point selle consid�er�e� not�e �k �voir Bleistein�Handelsman ��������

�k � ��

�
� ��k � ��

�

�
� k � 
� ��

 cas du second point�selle� z�n��� On a �

f ���z�n��� � �n

� ��
��n� ��c����n

���

�n

exp

�

i�

�

�
�

les chemins de plus grande pente ont les directions suivantes �voir Bleistein�
Handelsman ��������

��k � �
�

�
� ��k � ��

�

�
� k � 
� ��



On pose�

� �

�
�n

�n� �

�� ��
��n� ��c����n

� �
�n

�

on a alors � f�zn��� � �i� et f�z�n��� � i�� Apr�es calculs�

Th�eor�eme� On a l�estimation asymptotique�

u�x� t� �
p
�
�

�
x
t

� �
�n
q

�

�x��
�
�n t�

�
�n jf ���zn��	j

	
�
cos��x��

�
�n t�

�
�n � � sin��x��

�
�n t�

�
�n �

�
�

���� Cas c����n � 
�

Comme pr�ec�edemment� nous utilisons le lemme ���� il vient�

zp �

�
�

��n� ��c����n
� �

�n

exp

�
��p� ��i�

�n

�
avec p � 
� �� � � � � �n� ��

on en d�eduit �

��f�zp�� �
� ��n
�n� �

��
�

��n� ��c����n
� �

�n

sin

�
��p� ���

�n

�
�
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On ne consid�ere que les points pour lesquels la partie r�eelle est n�egative tout en
�etant la plus grande possible donc on ne prend en compte que z� et zn���

 Cas du premier point�selle z�� On a �

f ���z�� � �n��n� ��ic����nz�n��� � �n

�
�

��n � ��c����n
�� �

�n

exp

�
�
n� ��i�

�n

�
�

les chemins de plus grande pente ont les directions�

�k � �
�

n� �

�n

�
�

�
� ��k � ��

�

�
� k � 
� �� �����

 Cas du second point�selle zn��� On a �

f ���zn��� � �n

�
�

��n� ��c����n
�� �

�n

exp

��
�n� � n� �

�n

�
i�

�
�

les chemins de plus grande pente ont les directions�

��k � �
�
�n� � n� �

�n

�
�

�
� ��k � ��

�

�
� k � 
� �� ���
�



En posant �

� �

�
�n

�n� �

��
�

��n� ��c����n
� �

�n

�

on montre �nalement d	apr�es les lemmes pr�ec�edents�

Th�eor�eme� On a l�estimation asymptotique�

u�x� t�x
 ��� �
�

�
x
t

� �
�n
q

�

�x��
�
�n t�

�
�n jf ���z�	j

	
�
exp

�
�x��

�
�n t�

�
�n cos

�
�n��	�
�n

���
	 cos

�
�x��

�
�n t�

�
�n sin

�
�n��	�
�n

�
� �


n
� �




�
�

Remarque� Ces estimations asymptotiques sont valables pour x
 �� � pour
x 
 ��� il su$t de changer le signe de c� Donc� pour d�eterminer les estimations
pour c � 
 et x
��� il su$t de prendre les solutions pour c � 
 et x
 ��� et
de remplacer x par jxj� De m�eme pour c � 
 et x
��� il su$t de consid�erer les
estimations pour c � 
 et x
 ��� et de remplacer x par jxj�

�� Etude asymptotique des solutions dans le cas o�u l�ordre de

d�erivation est fractionnaire�

L	objectif est de d�eterminer des estim�ees asymptotiques des solutions de l	�equa�
tion�

�u

�t
� c

�	u

�x	
�

avec � � �
�
� t � 
 � et x r�eel�

Lemme� On a l�estimation�

I�	� � �




r
�

	
exp

���	
�

� i

�
�

�
� �	

��

��
� �����

Th�eor�eme� On a l�estimation asymptotique�

u�x� t�x
 ��� �


�

�x
t

��r �

x�t��
exp

�
��x�t��

�
� i

�
�

�
� �x�t��

��

��
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Preuve� On obtient par transformation de Fourier�

u�x� t� �
�

��

�x
t

� �
���

Z
exp

�
i	�z � ci	��z	�

�
dz avec 	 � x

�
��� t�

�
��� �

On consid�ere �

I�	� �

Z
exp�	f�z��dz avec f�z� � iz � ci	z	 �

on n	a qu	un seul point selle �

zo �

�
�

�c

� �
���

ei
�
� �

on prend c � � et donc� ��f�z��� � �

� � Les chemins de plus grande pente sont tels

que�

�k � ��

�
� ��k � ��

�

�
avec k � 
� ��



Ce r�esultat peut �etre �etendu �a d	autres valeurs de � moyennant quelques adap�

tations techniques �voir ��
���

�� Etude d�une distribution P� sur un espace fonctionnel

lorsque � � �� avec � �� �N� �

Dans ce paragraphe� partant des distributions�mesures p��� t� � p���� t�� nous al�
lons� par �limite projective�� construire une distribution sur l	espace % des fonctions
continues �a droite avec existence de limite �a gauche �c�a�d�l�a�g��

% � f� � R� 
 R� t
 ��t�� � c�a�d�l�a�g�� ��
� � 
g �
Cette distribution g�en�eralisera la mesure de Wiener� c	est une mesure positive

lorsque � � �� et une mesure sign�ee si � � ��
Les �el�ements de % sont� suivant l	usage� appel�es �trajectoires��
On consid�ere l	ensemble des parties �nies de R�� ordonn�e par l	inclusion� et�

pour tout � � ft� � t� � ��� � tng �

�� � %
 Rn

� 
 ���t��� ���� ��tn�� �

On note F� � ���� �B�Rn�� l	image r�eciproque de la tribu bor�elienne de Rn par
cette application �� et on designe par F la tribu engendr�ee par F� lorsque � d�ecrit
les parties �nies de R��

Notant S�Rn� l	espace des fonctions d�e�nies sur Rn et �a valeurs complexes�
born�ees et uniform�ement continues� transform�ees de Fourier de mesures born�ees�
on d�esigne par C � � C�%� la classe de fonctions sur % �

C�%� � ff � %
 R� �n �N�� �t� � t� � ���� � tn� ti � R�� �F � S�Rn��
�� � % � f��� � F ���t��� ���� ��tn��g�

et sur C� on d�e�nit l	application�

E��f� � P��f� � P�f� �

Z
x��R

Z
x��R

���

Z
xn�R

F �x�� ���� xn�

p��d�xn � xn���� tn � tn������p��d�x� � x��� t� � t��p��dx�� t��

�

Z
��Rn

F��F �	�h� �	n� tn � tn���h� �	n � 	n��� tn��� tn��� ���

���h� �	n � ���� 	�� t�� d	�

�����

o�u h� �	� t� d�esigne le conjugu�e dans C de h� �	� t� � P�f� ne d�epend que de f et
non du choix de F � on voit de plus que P est lin�eaire sur C�%��
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Pour � � �� � 
� �N��� P est une mesure sign�ee additive� elle se d�e�nit sur
l	alg�ebre A de P �%�� engendr�ee par les cylindres en posant� pour tout cylindre�

C � f� � ai � ��ti� � bi� i � �� �� ���n� 
 � t� � t����� � tng

P��C� �

Z b�

a�

���

Z bn

an

nY
i
�

p� �dxi � dxi��� ti � ti��� � avec x� � 
 et t� � 
� �����

Nous voyons que la variation totale de P sur % est�

 born�ee �P est une probabilit�e� si p���� t� est une densit�e positive �� � ���
 non born�ee si p���� t� n	est pas positive �� � ���

Nous allons d�e�nir un prolongement de P � P� sur un espace fonctionnel�
L	espace consid�er�e sera un sur�ensemble de C�%� �nous proc�edons par prolongement
�a partir de C�%���

Si u � C�%��

u��� � U ���t��� ��t��� �����tn��� U � S�Rft������tng � Rn��

nous posons�

jjujj� �

Z
��Rn

d


F��U �	�



 jh��	n� tn � tn������h��	n � ���� 	�� t��j � ���
�

Il est clair que � �u
 kuk�� est une norme sur C�%�� Pour toute fonction u � C�%��
jP��u�j � kuk�� Notant D� � D��%� le compl�et�e de C�%� pour la norme jj�jj�� P�

se prolonge contin�ument sur �D��%�� jj�jj��� si f � D��%�� alors f � limfn o�u fn
est une suite de fonctions appartenant �a C� et l	on a �

P��f� � lim
�n��	

P��fn��

lorsque � � �� on v�eri�e que �

jjujj� �
Z

��Rn

�����n��d


F��U �	�



 exp ��	�n�tn � tn���
�
�
���

	 exp
h
� �	n � ���� 	��

� t�
�
i
�

Ceci conduit �a d�e�nir la norme suivante sur l	espace des mesures born�ees sur Rn�

jj�jj� �
Z

��Rn

�����n�� exp
��	�n�tn � tn���
�

�
���

	 exp
���	n � ���� 	���t�
�

�
d j�j �	�� ���� 	n� �

On a alors � jjujj� �
��F��U

��
�
� L	espace D��%� est donc l	image par F�� du com�

pl�et�e de l	espace des mesures born�ees par jj�jj��

	� Etude particuli�ere de D�
��

Pour toute fonction u � % 
 C dans C�%�� nous avons pos�e� si� u��� �
U ���t��� ���� ��tn�� et � � ft�� t�� ���� tng�

jjujj� �
Z
��Rn

d


F��U �	�



 �h��	n� tn � tn������h��	n � ����� 	�� t���

Nous pouvons obtenir une majoration de jjujj� par la masse totale de F��U � Si �
est une mesure born�ee sur Rn� nous notons jjj � jjj sa masse totale�

jjj�jjj � �����n��
Z
��Rn

d j��	�j �

Puisque h� a une valeur comprise entre 
 et ��������� on a�

jjujj� � jjjF��U jjj�
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Nous allons maintenant comparer jjujj� et les normes de u dans L��P � et L��P ��
Nous pouvons tout d	abord remarquer que�

jjujjL��P 	 � jjjF��U jjj�
en e�et�

jjjF��U jjj � sup �f�����n���kFk����
Z
x�Rn

FF �x�U �x�dxg�

En prenant�

F �	� � h��	n� tn � tn������h��	n � ���� 	�� t���

nous obtenons� dans la formule pr�ec�edente� kFk� � �����n��� par suite�

jjjF��U jjj �
Z

x�Rn

U �x��p��dxn � xn��� tn � tn������p��dx�� t��

�
Z

x�Rn

jU �x�j�p��dxn � dxn��� tn � tn������p��dx�� t�� � jjujjL��P 	�

Proposition� D� �� L��P ��

Preuve� Nous donnons un exemple de suite �un� � C�%� telle que jjunjj� 
 
 et
jjunjjL��P 	 �
 
� Consid�erons�

��x� � c 	 ��a�b��x��

on a alors�

F����	� �

�
�������� sin����b�a	���� ei��a�b	��� 	 �� 

c�b�a	
���	���

� 	 � 
�



F����	�


 � jcj��b�a	

���	���
avec �egalit�e si 	 � 
�

Nous imposons la condition jcj��b�a	
���	���

� � et consid�erons maintenant la suite �un�n�N �

d�e�nie par�

un��� � ��������������� ������������n�� ��n� ����

ce qui correspond �a� Un�x� � ��x�����x� � x�������xn � xn���� et aux temps
t� � �� t� � �� ���� tn � n� La fonction un n	appartient pas �a C�%�� mais elle
est �evidemment dans D� et on peut montrer que�

kunk� 
 
 lorsque n
��

Par cons�equent�

un � D� et �un�n�N 
 
� dans D��

Par contre�

jjunjjL��P 	 �
�
��������c�e�b

����b� a�
�n��

�

si jaj � jbj� On peut choisir a� b et c de mani�ere que soient v�eri��ees simultan�ement
les trois conditions�

jaj � jbj� jcj ��b� a�

�������
� �� et ��������c�e�b

����b� a� � ��

Pour un tel choix de �a� b� c�� on a jjunjjL��P 	 
��
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� Etude g�en�erale des moments

Nous avons vu que� au sens de la transformation de Fourier des distributions
temp�er�ees� si � � N� et si h admet une d�eriv�ee partielle en 	 d	ordre �� alorsZ

R

x	p��x� t� dx � �������i	
�	h�

�		
�
� t��

Lorsque h� admet une d�eriv�ee en 
 �a l	ordre n �N� alors h
�n	
� ��� t� �t � 
� appartient

�a tous les espaces Lp� � � p � � et l	on a� kxnp��x� t�k� �
���h�n	� �t�

���
�
�

Proposition� Pour tout r�eel � � R�
� n ��N � ��� et tout r�eel � � �
�Ent���

x	p��x� t� est int�egrable�

Preuve� Si nous notons n � Ent�� h���� t� est n fois contin�ument d�erivable et

h
�n	
� ��� t� � Lp�R� pour tout p � ������ Utilisant le th�eor�eme de Hausdor��Young�

nous savons que sa transform�ee de Fourier� inxnp��x� t� appartient �a Lq�R�� pour
�
p � �

q � �� Nous choisissons p � n�	��
n�	 et q � n� � � �� Nous avons alors�Z

Rn�����
jxj	 jp��x� t�j dx ��Z

Rn�����
jxnp��x� t�jq dx

���q �Z
Rn�����

jxj�	�n	p dx
���p

�

La seconde int�egrale du produit est convergente d�es que �� � n� � ��� ainsi que la
premi�ere �car xnp��x� t� � Lq�� Or p� est de classe C�� par cons�equent� x	p��x� t�
est localement int�egrable� ce qui permet de conclure�


Ce r�esultat peut �etre �etendu �a � � R�

� n ��N � ��� � � �
� ���

Remarque� Pour les fonctions positives� on a en revanche� jjujjL��P 	 � jjujj��
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