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PROPAGATION DANS LES ESPACES

DE DIMENSIONS PAIRES

JEAN HARDY� CLAUDE DEPOLLIER ET ROZENN NICOL

R�esum�e� On d�emontre une relation de r�ecurrence reliant les fonctions de
Green de la propagation libre entre les espaces dont les dimensions di��erent

de deux� Une relation reliant les dimensions di��erant de un fait naturellement
appara��tre un op�erateur fractionnaire pour le cas des dimensions paires� On

montre qu�un �etre sensible uniquement �a l�ouie peut di��erencier les espaces
pairs et impairs� Une d�emonstration sera faite en �ecoutant des signaux convo	

lu�es avec les fonctions de Green jusqu��a la dimension cinq�

Abstract� In this paper a recurrence relation is found for the Green functions

of the equation of propagation in free spaces when the di�erence between
their dimensions is equal to two� In the case where the di�erence is equal to

one� the relation uses a fractional di�erential operator� It is shown that if we
are responsive only to sounds� we can di�erentiate the odd and even spaces�

A realistic experiment for recordings convoluted with Green functions up to
dimension 
ve will be performed at the conference�

�� Introduction

Bien que les outils math�ematiques du calcul fractionnaire aient �et�e depuis long�
temps d�evelopp�es� les exemples d�utilisation en physique ne sont pas souvent ren�
contr�es� Non pas que les applications potentielles soient rares� mais peut��etre vi�
vons nous encore sous l�in�uence des m�ethodes du calcul di��erentiel d�ecouvertes au
XVIII�eme si	ecle� Les �equations classiques expriment pour la plupart des propri�et�es
de continuit�e un peu 	a la mani	ere du d�eveloppement de Taylor� ce qui fait ap�
para�
tre naturellement des d�erivations d�ordre entier� De plus� on peut remarquer
le caract	ere local de ces �equations� ce qui est n�ecessairement un peu r�educteur�
Les m�ethodes du calcul fractionnaire font intervenir les propri�et�es de voisinage des
fonctions et pr�esentent par cons�equent un caract	ere plus g�en�eral que les d�erivations
enti	eres�

L�exemple que nous pr�esentons dans ce papier concerne les �equations de propa�
gation dans les espaces de dimension paire� L�id�ee d�utiliser la d�erivation fraction�
naire dans l��etude de l��equation de propagation vient de la lecture d�un article de
Riesz ��
 dans lequel il d�e�nit les d�eriv�ees non enti	eres 	a l�aide de l�int�egrale de
Riemann�Liouville� Il y explique pourquoi les d�erivations enti	eres exprim�ees dans
cette int�egrale conduisent 	a un caract	ere local � il �ecrit notamment � �Voil	a en germe
le principe d�Huygens�� Or il est connu depuis longtemps que le principe d�Huy�
gens n�est valable qu�en dimension � ��� �� �
� d�o	u l�id�ee que peut �etre les autres
dimensions pourraient conduire 	a utiliser des d�eriv�ees d�ordre fractionnaire�

Dans une premi	ere partie� on rappelle la solution de l��equation de propagation
en dimension trois� Dans une deuxi	eme partie� on �etablit les relations reliant les
fonctions de Green dans des espaces dont la dimension di�	ere de deux ou de un�
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par la m�ethode dite de la descente� une r�e�exion sur la pertinence de la m�ethode
est faite 	a cette occasion� Une troisi	eme partie traite des sources dont l��etendue est
non n�egligeable pour un d�eveloppement multipolaire� En�n une conclusion mettra
en �evidence les r�epercussions pour la physique des particularit�es de la propagation
des ondes dans les espaces de dimensions paires�

�� Propagation des ondes en dimension �

Dans l�espace IRN � l��equation de propagation �ou encore l��equation des ondes�
est l��equation aux d�eriv�ees partielles dont la forme g�en�erale est

��� �

c�
��

�t�
� ����r � t� � q���r � t� �����

o	u � repr�esente l�op�erateur Laplacien dans cet espace� c a la dimension d�une
vitesse� Le temps t � � est pris comme instant initial� La fonction ����r � t� d�esigne
la grandeur qui se propage au point ��r et 	a l�instant t et la fonction q���r � t� est le
terme de sources et constitue la donn�ee du probl	eme�

La solution du probl	eme pr�ec�edent est obtenue � d	es que sa fonction de Green
gN est connue � par convolution avec le terme de source ��
 �

����r � t� �

Z
q���r �� t�� gN �k��r � ��r �k� t� t�� dt d��r ��

Dans cette �equation on a tenu compte de la sym�etrie du probl	eme� ce qui implique
que la fonction de Green ne d�epend que de la distance source�r�ecepteur R et de
la di��erence de temps entre �ev�enement et �ecoute t� ainsi la fonction de Green gN
ob�eit 	a l��equation�

�
��

�t�
� c�

R�

�

�R
�R� �

�R
�
 gN �R� t� � ��R� � ��t� �����

	a laquelle on associe les conditions initiales nulles et les conditions de Sommerfeld
	a l�in�ni�

���� Calcul de la fonction de Green pour N � �

L��equation en dimension � se r�esout par la m�ethode de la transform�ee de Fourier�
Dans cette approche� on exprime la fonction de Green sous la forme d�une int�egrale
de Fourier ��
 �

g��R� t� �
�

�����

Z ��

��

G��K��� ej�t ejKR d� dK� �����

Cette �ecriture s�identi�e 	a un d�eveloppement sur la base des fonctions propres des
op�erateurs � et ����t� intervenant dans l��equation des ondes� De la m�eme fa�con�
le second membre de l��equation ����� peut s��ecrire �

��R���t� �
�

�����

Z ��

��

ej�t ejKR d� dK� �����

Le report de ces expressions dans l��equation ����� conduit 	a une �equation alg�ebrique
dont G� est solution�

G��K��� �
�

K�c� � ��
� �����

La fonction de Green g� s�en d�eduit par la relation ������

g��R� t� �
�

�����

Z ��

��

ej�t ejKR

K�c� � ��
d� dK� �����
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M�	r�
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�Oz�

z � z� dz�

S

R

z � �

Fig� � �� Calcul de g� �a partir g�

Ce calcul de l�int�egrale se fait par la m�ethode des r�esidus� On trouve alors

g��R� t� �
��t � R

c �

��c�R
� �����

���� M�ethode de descente

Pour des dimensions di��erentes de trois il est pr�ef�erable d�utiliser la m�ethode de
la descente que nous allons d�ecrire bri	evement�

������ de ��D vers ��D� La m�ethode de descente est bas�ee sur l��equivalence sui�
vante � dans un espace de dimension �� une ligne�source in�nie� parall	ele 	a l�axe
�
��
Oz�� est analogue 	a une source ponctuelle en dimension ��
Par suite� la fonction de Green en dimension � correspond au champ induit par

une ligne�source impulsionnelle en ��D et s�obtient en int�egrant le champ corres�
pondant 	a la fonction g� sur la ligne�source �cf� Fig� ��� Le champ total est alors
donn�e par la relation

g��R� t� �

Z
Oz

��t� S
c �

��c�S
dz� �����

o	u S� � R� � z� et �

g��R� t� �
�

��c�

Z
�

R

��t� S
c �p

S� �R�
dS ��� �

L�expression de la fonction de Green de l��equation de propagation en dimension �
est alors �

g��R� t� �
H�t � R

c �

��c�
q
t� � R�

c�

������

o	u H est la fonction de Heaviside� On v�eri�e imm�ediatement que cette fonction
correspond bien 	a la solution de l��equation de Green en dimension ��

Toutefois� l�interpr�etation physique de ce r�esultat soul	eve plusieurs probl	emes
li�es d�une part 	a la nature in�nie du support de la fonction g� et d�autre part 	a la

ESAIM� Proc�� Vol� �� ����� ���	��




��� JEAN HARDY� CLAUDE DEPOLLIER ET ROZENN NICOL

valeur in�nie de son amplitude en t � r�c� En e�et� que peut�on dire de la vitesse de
propagation de l��energie des ondes en dimension �! Comme on peut le remarquer�
c est la c�el�erit�e du �front d�onde�� mais 	a l�arri	ere de ce front d�onde� l��energie ne
se d�eplace pas 	a cette vitesse� une partie de cette �energie reste m�eme au voisinage
de la source� Tout se passe donc comme si c �etait une valeur maximale pour la
c�el�erit�e et comme si l��energie se propageait 	a toutes les vitesses comprises dans
l�intervalle ��� c
� Il en r�esulte un e�et de tra�
nage �qui donne lieu� pour les ondes
acoustiques� 	a un ph�enom	ene de m�eme type que la r�everb�eration dans un espace
con�n�e� qu�on retrouve dans la r�eponse impulsionnelle des syst	emes d�ecrits par des
�equations di��erentielles comportant des d�eriv�ees fractionnaires�

Lorsqu�on consid	ere la solution de l��equation d�onde sous la forme de la convo�
lution de g� avec la fonction source plac�ee 	a l�origine des coordonn�ees �

p��R� t� �
�

��c�

Z ��

��

H�t� t� � R
c � q�t

��q
�t� t��� � R�

c�

dt�

�
�

��c�

Z t�R

c

��

q�t��q
�t� t��� � R�

c�

dt�� ������

On peut signaler une analogie avec les d�e�nitions des d�erivations fractionnaires�
En e�et� dans l�expression de p�� la contribution majeure 	a l�int�egrale provient des
points situ�es au voisinage du p�ole �t� � t � r

c � de l�int�egrand� Il est alors l�egitime

de remplacer le terme �t � t��� � �Rc �
� par son d�eveloppement au voisinage de ce

p�ole ��
 �

�t� t��� � �
R

c
�� � �

R

c
�t� t� � R

c
� � � � � �

On trouve alors �

p��R� t� � �

��
q

�R
c

Z t�R

c

��

q�t��q
t� R

c � t�
dt� �

�

�
q

��R
c

�
I����q

�
�t� R

c
�� ������

A un coe"cient pr	es� p� s�obtient comme la d�eriv�ee d�ordre ���� du signal �emis
par la source ��
 �en fait

�
I����q

�
�t� r

c ��� o	u I� est d�e�nie par�

�
I�f
�
�x� �

�

#�
�

Z x

�

f�t��x � t���� dt� ������

Dans le cas o	u 
 est n�egatif� cette int�egrale doit s�entendre au sens des parties �nies
de Hadamard ��
� ou se g�en�eraliser par un prolongement analytique� Le coe"cient
��#�
� est important car il permet l��egalit�e�

I�
�
I�f
�

 �
�
I���f

�
�

de plus� c�est ce terme qui rend locale la d�erivation enti�ere�

������ de ��D vers ��D� En proc�edant de mani	ere analogue� la fonction de Green
en dimension � se calcule donc en consid�erant le champ cr�ee par un plan�source
d��equation x � � de l�espace de dimension � �cf� Fig� �� � dans ce cas� la fonction g�
est donn�ee par la relation suivante �

g��R� t� �

Z ��

x	R

g��S� t� dy dz � ��

Z
�

T	�

g��S� t�T dT�

avec S� � R� � y� � z� � R� � T � et donc S dS � T dT � ce qui donne en�n �

g��R� t� �

Z
�

R

g��S� t�S dS�
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T
S

�Ox�

plan�source

R M�	r�

Fig� � �� Calcul de g� �a partir g�

���� Formules d�it�eration

L�approche pr�ec�edente se g�en�eralise 	a un espace de dimension N quelconque�
La fonction de Green gN ne d�epend fondamentalement que de la distance entre
la source et l�auditeur R� ainsi que de l�intervalle de temps entre l��emission et
la r�eception t� On note �x�� � � � � xN � les coordonn�ees cart�esiennes d�un point de
l�espace� Par un raisonnement analogue 	a celui men�e en dimension deux� la fonction
gN�� se d�eduit de gN en consid�erant que le champ induit par un point�source en
dimension N�� correspond au champ induit par une ligne�source en dimension N�
Il su"t d�int�egrer gN le long de l�axe OxN �

gN���R� t� �

Z ��

��

gN �S� � � dxN � ������

avec R �

vuutN��X
i	�

�xi�� et S� � R� � x�N �

On obtient ainsi la premi	ere relation d�it�eration entre les fonctions de Green gN
et gN�� sous la forme�

gN���R� t� � �

Z ��

R

Sp
S� �R�

gN �S� t� dS� ������

La seconde relation d�it�eration est obtenue en consid�erant le champ induit par un
point�source en dimension N�� correspondant au champ induit par un plan�source
en dimension N� soit �

gN���R� t� �

Z ��

��

Z ��

��

gN �S� t� dxN�� dxN � ������

o	u S� � R� � x�N � x�N�� � R� � T � � on a alors S dS � T dT � En int�egrant sur la
couronne de rayon S �cf� Fig� ��� on trouve �

gN���R� t� � ��

Z
�

�
gN �S� T �T dT � ��

Z
�

R

gN �S� t�S dS� ������
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Cette relation peut s�inverser pour donner �

gN �
�� �

��R

�

�R

�
gN��� ������

Evidemment� l�op�erateur qui permet de passer de N 	a N�� est l�inverse de la racine
carr�ee de cet op�erateur � de la m�eme fa�con que l�on g�en�eralise la d�erivation 	a des
ordres non entiers� Gr�ace 	a ces formules d�it�eration� la fonction de Green associ�ee
	a n�importe quelle dimension se d�eduit de g� par un calcul simple� La fonction g� a
d�ej	a �et�e calcul�ee par cette m�ethode �cf� �������� la fonction g� s�obtient de la m�eme
fa�con en appliquant la relation ������ �

g��R� t� �
�

�

Z
�

R

��t � S

c
� dS �

�

�c
H�t� R

c
�� ���� �

Pour les espaces de dimension sup�erieure 	a trois� la formule ������ it�er�ee autant
de fois qu�il est n�ecessaire� permet d�exprimer les fonctions de Green dans les espaces
de dimension paire et impaire� 	a partir de g� et de g�� Compte tenu des expressions
de g� et g� les fontions d�ordre pair contiendront un terme de tra�
nage de la forme �

H�t� R
c �

�t� � R�

c� �
N��

�

�	a un facteur pr	es�� ainsi que des combinaisons de fonctions ��t� R
c � et de leur d�e�

riv�ees� alors que pour les dimensions impaires on ne constate que des combinaisons
de ��t � R

c
� et de leurs d�eriv�ees� Ceci r�ev	ele une di��erence radicale de comporte�

ment entre les espaces de dimension paire et impaire� On constate que les champs
rayonn�es dans les espaces de dimension paire N � �m se d�eduisent du signal �emis
par la source en dimension � par une d�erivation d�ordre m � ��� alors que dans
le cas des espaces de dimension impaire� l�ordre de la d�erivation est entier� Il en
d�ecoule qu�au cours de la propagation dans les espaces de dimension paire� le signal
se d�eforme et cela d�autant plus que la dimension de l�espace est �elev�ee�

La proc�edure utilis�ee pour le calcul des fonctions de Green de l��equation des
ondes dans les espaces IRN � conduit 	a quelques remarques�

Remarque ���� La m�ethode de descente implique une source d�extension in�nie
dans une direction� ce qui est contraire aux hypoth	eses de d�epart exprim�ees par la
condition de Sommerfeld� Une di"cult�e analogue existe en hydrodynamique pour
le calcul de la force excerc�ee sur un cylindre par un �uide visqueux en �ecoulement�

Remarque ���� Les particularit�es de la propagation en fonction de la dimension
de l�espace ne sont pas faciles 	a mettre en �evidence de fa�con pratique � en e�et les
signaux du genre trains d�ondes donnent par d�erivation ou int�egration des signaux
du m�eme genre� Ainsi des ondes progressives en dimension deux donnent des signaux
comme�

Ae�i�tH
��

� �kR�

qui conduisent aux grandes distances 	a une formule asymptotique en �

ei�kR��t�
�

�



p
kR

qui n�est pas franchement di��erente du comportement en dimension trois� Les dif�
f�erences interviennent donc plus sp�ecialement quand les signaux sont de nature
impulsionnelle�

�� Source �etendue � d�eveloppement multipolaire

Lorsque la source q���r � t� est �etendue� et que l�observateur est situ�e 	a une dis�
tance grande par rapport aux dimensions de la source �k��r �k �� k��r k�� le champ
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rayonn�e �

p���r � t� �

Z
q���r �� t��gN ���r � ��r �� t� t�� d��r � dt�� �����

se d�eveloppe en s�erie de termes correspondant aux rayonnements des multip�oles qui
constituent cette source� On trouve alors l�expression du champ sous la forme �

p���r � t� �

Z
q���r �� t�� exp ����r � � ��r r� gN �k��r k� t� t�� d��r � dt�� �����

Sachant les fonctions de Green sont des fonctions radiales� on a �

��r r gN �k��r k� t� t�� �
��r
k��r k

�

�r
gN �k��r k� t� t���

En reportant l�expression de gN�� en fonction de gN � on trouve �
��r r gN �k��r k� t� t�� � �����r gN���k��r k� t� t���

en it�erant� on obtient l�expression du champ suivante �

p���r � t� �

Z �X
i	�

Si�
��r
k��r k � t

�� gN��i�k��r k� t� t�� dt�� �����

o	u les coe"cients Si sont les termes de sources multipolaires�
Dans le cas d�une source �etendue� pour un observateur �eloign�e� tout se passe

comme si le rayonnement multipolaire per�cu correspondait 	a une superposition de
champs monopolaires dans des espaces de dimensions sup�erieures de m�eme parit�e�

�� Conclusion

La propagation dans un espace de dimension � rev�et un caract�ere sp�eci�que
puisqu�un signal s�y propage sans se d�eformer� A l�inverse les espaces de dimen�
sion paire produisent une forte distortion des signaux sous la forme d�un tra�
nage�
Le formalisme de la d�erivation fractionnaire et les propi�et�es de non localit�e qu�il
implique sont des outils bien adapt�es pour ce type d��etude�

Il est concevable que� du point de vue du sens de l�ou$
e� un auditeur ne ressentirait
une di��erence qu�entre les espaces de dimensions de parit�es di��erentes� car une
source monopolaire de dimensionN�� est ressentie comme un dip�ole en dimension
N � A l�occasion de la conf�erence une d�emonstration auditive sera faite� permettant
aux participants de se faire une id�ee par eux�m�emes�
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