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STABILISATION DE
L’EQUATION DE LA CHALEUR
COMMANDEE EN FLUX

JEAN-JACQUES LOISEAU ET HUGUES MOUNIER

RESUME. On considére une barre finie, chauffée & une extrémité, la tempéra-
ture de 'autre extrémité étant mesurée. Des méthodes sont proposées pour
stabiliser le systéme, autrement dit déterminer le flux de chaleur en fonction
de la température de fagon a ce que la température atteigne asymptotiquement
une valeur prescrite. Une approche symbolique est utilisée. Il est bien connu
que ’équation de la chaleur & une dimension d’espace conduit & un transfert
qui est rationnel en la racine carrée de la variable de Laplace et en son ex-
ponentielle. Cela permet d’adapter des méthodes connues de stabilisation des
systéemes a retards. Les lois de commande obtenues sont convolutives: le flux
de chaleur est déterminé par une convolution de la température et, éventuel-
lement, de sa dérivée.

ABSTRACT. A heat conducting rod of finite length is considered. This rod is
heated at one end, and the temperature of the other end is measured. Methods
are proposed to calculate a control law, i.e. express the heat flux as a function
of the temperature, so that the closed-loop system is stable, i.e. the tempe-
rature asymptotically reaches a given one. The operational approach is used.
The 1-D heat equation indeed gives rise to a transfer that is rational in the
square root of the Laplace variable and its exponential. This permits to adapt
the known constructive methods for the stabilisation of time-delay systems,
that are recalled. The resulting control laws are convolutive. The heat flux is
determined via a convolution from the measured temperature or its derivative.

1. INTRODUCTION

L’objectif de cette communication est de montrer que des techniques récemment
développées pour la stabilisation des systémes a retards permettent la syntheése de
bouclage stabilisants pour une classe de systémes fractionnaires. L’exemple traité
est celui de I’équation de la chaleur commandée en flux. On considére une barre
homogeéne, isolée, conduisant la chaleur, chauffée en une extrémité et on cherche a
stabiliser la température de "autre extrémité en asservissant le flux de chaleur a la
mesure de température.

Les outils que nous privilégions pour ce type de question sont de nature algé-
brique. Pour une large classe de systémes, la synthése d’un bouclage stabilisant se
ramene a la solution d’une équation Diophantienne —ou d’une identité de Bézout—
sur un anneau. Dans le cas des systemes linéaires invariants dans le temps de di-
mension finie, I’anneau de référence est simplement I’anneau des polynomes en une
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132 JEAN-JACQUES LOISEAU ET HUGUES MOUNIER

variable a coefficients réels, qui est un domaine de Bézout, et les solutions sont bien
connues. Elles ont été écrites sous des formes trés variées, approches polynomiales,
géométrique, modules, factorisations propres et stables et ont donné lieu a de tres
nombreux développements, stabilisation par divers types de lois de commande, re-
jet de perturbation, robustesse, (voir par exemple, choisis parmi des ouvrages de
référence en automatique [21, 31, 34, 35]).

Un formalisme plus général, qui s’appuit sur la définition d’anneaux de convolu-
tions, a été introduit par divers auteurs [7, 8, 17, 18], mais les techniques proposées
ne sont pas toujours constructives. Pour ce qui concerne les systémes & retards
commensurables, I'introduction de I’anneau £ [3, 13] des fractions rationnelles en
s, e”* qui sont analytiques en s a récemment permis d’obtenir une construction
explicite de bouclage stabilisant, qui généralise et formalise une construction clas-
sique pour les systémes & retards sur ’entrée [23, 28] Tout repose sur le fait qu’€
est un domaine de Bézout [4], et qu’en conséquence, une procédure constructive de
solution d’équation Diophantiennees est décrite. La loi de commande ainsi calculée
est un systeme a retards, qui inclut des retards localisés, mais aussi en général des
retards distribués (convolutions & noyau régulier & support compact). Cette pro-
cédure s’étend au cas des systémes a retards de type neutre formellement stable
[2]. Dans le cas de systémes non formellement stable, un bouclage sur la dérivée
de la mesure permet encore de stabiliser [6, 27]. Ces résultats récents concernant
la stabilisation forment, avec ceux concernant la poursuite de trajectoire en boucle
ouverte [10, 11, 12, 26], une théorie assez compléte de la commande des systémes &
retards commensurables.

Ainsi qu’il est bien connu (voir par exemple [9, 15, 33], I’équation de la chaleur
admet un transfert qui est rationnel en la racine carrée de la variable de Laplace,
/s et en son exponentielle, e™V5. (Uest ce qui autorise I'utilisation des résultats
concernant les systémes a retards.

Dans le second paragraphe, nous présentons la solution symbolique, exprimée en
termes de transformée de Laplace, de I’équation de la chaleur. Dans le troisieme
paragraphe, nous présentons les outils de base utilisés pour calculer des bouclages
stabilisants et nous illustrerons ces techniques dans le cas de I’équation de la chaleur
dans le paragraphe quatre.

2. ’EQUATION DE LA CHALEUR
2.1. POSITION DU PROBLEME

On considére une barre uniforme, homogene, isolée, conduisant la chaleur et
de longueur finie [. Cette barre est chauffée a ’extrémité d’abscisse z = [. La
température dans cette barre est une fonction T'(z,t) de 'abscisse 2,0 <z <, et
du temps ¢, ¢ > 0, solution de I’équation de la chaleur

b2 T (2, 1) 9%T(x,1)

ot Oz (2.1)
avec les conditions aux limites de type Newman

9T (0,1)

_2 7 = 2.2
e 0 (2.2)

aT(l,t)

_ 7 = t 2.
LI = (23)

ot u(t) désigne le flux de chaleur qui est la variable de commande du systéme,
h? est un coefficient de conduction positif. La température mesurée a la seconde
extrémité, d’abscisse # = 0, est la sortie du systéme, qu’on note y(?)

y(t) =T(0,1) (2.4)
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STABILISATION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR 133

Dans ces conditions, la température T'(z, t) dépend linéairement de I’entrée u(t), 0 <
t, et des conditions initiales de température dans la barre, T'(2,0), 0 < 2 < [9)].
Lorsque la température initiale est constante, T(x,0) = Tp,0 < « < [, ot Ty € R,
la différence T'(x,0) — Ty dépend linéairement de I’entrée u. On supposera dans la
suite que

Ty =0, (2.5)

ce qui n’est pas limitatif pour le présent propos.
2.2. FORMULATION SYMBOLIQUE

La solution du systéme entrée-sortie (2.1-5) s’exprime élégamment en termes de
transformées de Laplace. Une fonction f(z,t),t > 0 étant donnée, sa transformée
de Laplace temporelle [15], notée Lf(x,t) ou plus simplement f(z,s), est définie
par

L(f(z, 1) = flx,s) = /OOO fla, tye™stdt .

On a alors
L (%) =sL(T(x,t)) = T(x,0)

. (azm,t)) = DL 1)

Oz?

ainsi que

et le systéme (2.1) devient
2

Ox?
qui est en fait une équation différentielle ordinaire en la variable x, dont I’équation
caractéristique

T(J:, s) = hzsf(x, s) — h*T(x,0) ,

M —h?s=0
a deux solutions, A = +hy/s, de sorte que la solution générale, autrement dit, sous
I’hypothese (2.5), la solution cherchée, s’écrit

T(J:, s)=T (s)ehx\/g + Tz(s)e_hx\/g
On en déduit en particulier que
0 . - _
8—T(l‘, s) = h\/s (Tl(s)ehx\/s - Tz(s)e_hx\/s) :
x
La condition aux limites (2.2) se reécrit sous forme symbolique

g .
8—xT(0,5) =0 s

d’oti I'on déduit que Ti(s) = Ta(s), quant & la condition (2.3), elle devient

%T([, s) = u(s)
h\/ETZ(S) (ehl\/g _ e—hl\/g) — ﬂ(s) ’
pour ¢ = 1,2, de sorte que finalement
N ehx\/g_i_e—hx\/; A
T(x,s) = hy/s (hIV5 — e=hIVE) u(s)

et on en déduit

et en particulier
. 2€_hl\/§ .
y(S) - h\/g (1 _ e_zm\/;) U(S)

(2.6)
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134 JEAN-JACQUES LOISEAU ET HUGUES MOUNIER

On appelle transfert de ce systéme la fonction
ﬁ Qe—hl\/§
(s) = hg/s (1 — o—2hIVR)

Il s’agit maintenant de calculer le flux injecté w(t),¢ > 0, en fonction de la
température y(t),t > 0, afin que cette derniére soit asymptotiquement stable autour
d’une valeur prescrite. Bien entendu il est requis que la stabilité soit effective, la
convergence de y(t) n’est pas affectée par un bruit sur la mesure de température
et que la loi de commande puisse étre implantée en ligne, u(t) ne dépendant que
des valeurs y(r) pour 0 < 7 < ¢. Il convient d’abord d’introduire succintement
quelques-uns des concepts qui permettent la solution de ce type de questions.

3. QUELQUES ELEMENTS DE LA THEORIE DE LA STABILISATION DES
SYSTEMES LINEAIRES

3.1. CONVOLUTIONS

Un systeme causal défini par une convolution est une relation entrée—sortie de la
forme y = T % u, autrement dit

y(t) = /0 T(t — r)u(r)dr, (3.1)

ot T'(t), le noyau de la convolution, u(t), 'entrée du systéme et y(t), la sortie
du systéme, sont des fonctions généralisées ou distributions dont le support est
R4. L. Schwartz [32] a montré que tout opérateur linéaire continu (au sens des
distributions), causal et invariant par translation, admet une représentation de ce
type. Par transformation de Laplace, au sens des distributions tempérées, le systeme
devient
y(s) =T(s)u(s)

on dit alors que T(s) est le transfert de ce systéme.

L’équation de la chaleur est un exemple de systeme de ce type. On peut, en
vue d’exprimer y(¢) en fonction de u(t), calculer le noyau du transfert f](s) qui
apparait dans ’équation (2.6), mais ce n’est pas trés simple, et ce n’est pas la
meilleure fagon de calculer numériquement y(t). C'est de toute fagon inutile en
vue de 'objectif qui est de stabiliser 1’équation de la chaleur. Par ailleurs, dans le
contexte de la présente étude, le cadre des fonctions généralisées est trop large. Nous
allons maintenant introduire des concepts qui conviennent mieux a notre propos.

3.2. L’ALGEBRE DE CONVOLUTIONS R(o) [7, 8]

DEFINITION 3.1. Etant donné o € R, on définit R (o) comme ’ensemble des fonc-
tions généralisées de la forme

f(t):{o 1 <0

fa(t) + fap(t) 120

ol 77" f,(t) est mesurable, telle que

[ et o < o
0

et ol

fap = Zfiét, )
=0
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avec f; € C, 0 =g, t; > 0,i > 1, &, désigne la distribution de Dirac en #;, et

oQ

E e—at,

i=0

fil < 00

R(c), muni de I’addition et du produit de convolution, est un anneau commutatif
intégre [18] qui contient ’élément neutre &gy, et c’est une C-algébre de Banach
commutative [8] avec la norme définie par

1 @)@y = lle™ Fa®lls + D e fil -
1EN

L’ensemble 7%(0') des transformées de Laplace d’éléments de R (o), muni du produit
ordinaire des fonctions, est également un anneau commutatif intégre, dont 1’élément
neutre est 1 et une C-algebre de Banach commutative pour la topologie image.
THEOREME 3.2. [7, 8] Soit f un élément de R(c). Alors

(i) f est analytique dans la partie du plan compleze a droite de o.

(ii) f est bornée dans la partie du plan complexe a droite de o

sup (5] < |IflIR (o) -

Re(s)>o
(iii) f posséde une inverse dans 7%(0') st et seulement si
inf [f(s)|>0.
Re(s)zglf( )|

Ce résultat est important en pratique. Il caractérise les éléments inversibles de
R(c), donc aussi les éléments inversibles de R (o). Le probléme est que cette formu-
lation en termes de modules n’est gueére utilisable. Nous lui préférons la formulation
suivante [7, 8].
THEOREME 3.3. f posséde une inverse dans 7%(0') st et seulement st f ne posséde
pas de zéro dans la partie du plan complexe a droite de o, méme a l'infini. Autrement
dit les deux conditions suivantes sont vérifides

(i) f(s) =0=Re(s) <o,

(ii) Si f(sk) est une suite de Cauchy, Re(sy) > o, |sg| — oo, dlors
lim f(sy) est non nulle.

Un exemple typique ne satisfaisant pas la condition (ii) est

A 1
=1 —e°
1) ¢ +5—|—1

bl

car limy_ oo f(?jkﬂ') =0.

Dans le cas de I’équation de la chaleur par exemple, on peut constater que
1 — e=2hVs egt un élément inversible de 7%(0') pour tout o strictement positif.
C’est pourquoi I’équation (2.6) définit bien y(¢) en fonction de u(¢). Plutot qu’une
expression explicite, il vaut mieux exprimer y(¢) de facon implicite au moyen d’une
équation de Volterra. Du fait que [15]

-1 (e—zhl\/g) _ hl e_th

et que

. Qe—hl\/§ 9 a2z
L = e” T
hy/s h/ 7t
on obtient

¢ hl r2i12 ¢ 2 212
1) = =yt = 1)d Tyt — T)dr .
y(%) /0 - 7r7'e y(t — 1) 7'—1—/0 h\/ﬁe u(t — m)dr
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136 JEAN-JACQUES LOISEAU ET HUGUES MOUNIER

Cette expression diverge lorsque ¢ grandit (si par exemple u(t) est une constante
positive). Cela traduit le fait que le systéme n’est pas asymptotiquement stable, ce
qu’on peut relier au fait que

1
1 — e—2hiV/s
et
Qe—hl\/§
h/s
ne sont des éléments de 7@(0’) que pour o strictement positif.

3.3. STABILITE

On dit que le systéme (3.1) est L,—stable, p étant un entier positif, si pour toute
entrée u € L,, autrement dit u est localement intégrable et

/ [u(t)|Fdt < oo,
0

alors la sortie y du systeéme est aussi dans L,. Rappellons que pour une telle fonction

fullo = ([~ |u<t>|pdt)%

THEOREME 3.4. [8] Le systéme (3.1) est L, —stable, pour 1 < p < oo si et seulement
st T'(s) € R(0).
Cela provient de I'inégalité

1T+ ully < NITl=eo)llullp -

u, on définit

qui peut étre une égalité pour certaines fonctions u et pour p =1 ou p = co.

Dans le cas de ’équation de la chaleur et, comme nous le verrons par la suite,
dans le cas de systemes bouclés, il est important de formuler un critéere de stabilité
qui prenne en compte que le transfert est défini par une fraction.

COROLLAIRE 3.5. Supposons que T(s) = N(s)ﬁ_l(s), ou N(s), ﬁ(s) € 7@(0) Alors
le systéme de transfert T(s) est L, —stable, pour 1 < p < 0o si et seulement si ﬁ(s)
n’ a pas de zéro dans la partie droite du plan complexe, méme a linfini.

Ce résultat est bien connu dans de nombreux cas particuliers, systemes a retards
[1, 20], systémes fractionnaires [24], systémes fractionnaires & retards [16]. L’équa-
tion de la chaleur n’appartient & aucune de ces catégories. Elle est instable du fait
que le dénominateur de son transfert s’annule pour s = 0.

3.4. SYSTEME BOUCLE PAR UNE LOI DE COMMANDE

On parle de loi de commande lorsqu’on détermine u(t) en fonction de y(t) et d’une
nouvelle entrée v(t), qui peut étre une consigne —par exemple de température, dans
le cas de I’équation de la chaleur— ou une trajectoire qu’on souhaite voir suivre au
plus pres par la sortie y(t), par exemple. Pour notre propos nous choisirons une loi
de commande de la forme

u(s) = F(s)(o(s) —y(s)) , (3.2)
ol F(s) est dans 7@(0’) pour au moins un réel o. Le systéme bouclé peut étre
perturbé par un signal w(t) se superposant & lentrée u(t), par exemple lerreur
numérique effectuée lors de ’évaluation de u(t) par la loi (3.2), des aléas de fonc-
tionnement de 'actionneur par lequel on réalise u(t), du systéme de chauffage dans
le cas de I’équation de la chaleur. Le systeme (3.1) devient alors

y(s) = T(s)(u(s) +w(s)) . (3.3)
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Y ) ()

0

(
o)

Le systéme bouclé (3.2-3.3) s’écrit sous forme matricielle

(40) = (e W) )+ (i ©

3.5. STABILISATION

On dit que le systéme bouclé (3.2-3.3) est stable lorsque les quatres transferts,
entre les deux entrées v et w et les deux sorties u et y sont stables. Lorsque le
systéme en boucle ouverte et la loi de commande sont tous deux décrits sous forme
de fractions déléments de 7%(0),

T(s) = N(s)D~"(s) , F(s) = Q7' (5)P(s) ,

D(s) et Q(s) étant inversibles dans 7%(0'), ce transfert matriciel s’écrit
N(S) )(s)D(s P(s)N(s))~" D (s (s 00
(3 )@@+ Pexe (re ew)+(y )
X(s) = () D(s) + P(5) N (s) (3.4)

est le dénominateur du systéme bouclé.

COROLLAIRE 3.6. Dans le cas ot N(s), ﬁ(s), P(s), et Q(s) sont dans 7%(0), le sys-
téme bouclé (3.2-3.3) est L,—stable, pour 1 < p < oo si et seulement si

pnl 1Q(s)D(s) + PN (s)] > 0,
autrement dit st Q(s)ﬁ(s) + ]5(5)]\7(5) n’a pas de zéro dans la partie droite du plan
complere, méme a l'infine.

Le probléme de stabilisation est maintenant assez bien posé. Il s’agit de calculer
les transferts P(s), Q(s) € R(0), de fagon & ce que la condition du corollaire 3.6 soit
satisfaite. Il faut aussi que Q(s) soit un élément inversible de 7@(0’), pour quelque
o € R, autrement dit

Reg’l)fZU |Q(S)| > 0 ’

pour que F(s) € 7%(0'). Du fait de la définition 3.1, de R(7), Q(s) s’écrit

Q(s) = fo+ Y fie™" + fals)

i=1
ottty >0,i> 1, et fu(t) est localement intégrable. Finalement il existe un tel o si
et seulement si fy # 0, autrement dit si

lim  Q(s) £0.

Re(s)— o0

On peut reformuler cette condition en termes de primarité, ainsi qu’il est classique
de le faire dans le cas de systémes de dimension finie.
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COROLLAIRE 3.7. Si N(s), 15(5) € 7%(0), le systéme est stabilisable si Elp(s), Q(s) €
R(0) tels que

(7) Q(s)f)(s) + P(S)N(s) =1,
(i7) lim  Q(s) #0.

|5]>0,Re(s)—o0

En effet, Q( )15( ) P(s )]\7(5) = X(s) est un élément inversible de 7%(0), donc
X‘l(s)Q( ), X~H(s)P(s) € R(O) Ils satisfont 'identité de Bézout du corollaire. De
plus Q! (s)P ( )KS R( ), pour quelque & > 0.

La condition du corollaire est en fait nécessaire et suffisante pour assurer la
stabilité L,,1 < p < oo (ce résultat apparait sous une forme voisine dans [§], p.
86). Elle n’est pas toujours nécessairement satisfaite si p est fixé.

3.6. LE CAS DES SYSTEMES A RETARDS

Les systémes a retards sont des systémes dont le transfert est rationnel en les
variables s et e?** o §; € R, i =1,2,.... Les conditions pour leur stabilité sont
bien connues.

THEOREME 3.8. [1,20] Un systéme a retards dont le transfert est T'(s) = B(s)A~1(s),
B(s) et A(s) étant des polynémes en s, €¥i*, est stable si et seulement si il existe
a €R,a< 0, tel que A(s) =0 = Re(s) < a.

Si 6 est le plus grand des 8;, et n est le degré en la variable s du dénominateur
fl(s), qui est plus grand que le degré en la variable s du numérateur B(s) si le
transfert est un élément de R (o) [7], on déduit facilement une nouvelle factorisation
du transfert en termes d’éléments de 7%(0) comme dans le corollaire 3.5

. B e_esB(S)
N(s) = W,
. B e_‘gsfl(s)

Pl = T

Il est bien clair que les zéros instables de fl(s) et de D(s) sont identiques. Les
conditions du théoreme 3.8 sont en fait équivalentes, dans le cas d’un systéme a
retards, aux conditions du corollaire 3.5. De la méme facon, le corollaire 3.6 peut
s’exprimer en ces termes.

THEOREME 3.9. Avec les notations précédentes, le sytéme & retards de transfert
T(s) est stabilisable si et seulement si le numérateur B(s) et le dénominateur A(s),
ou, de facon équivalente, N(s) et 15(5) n’ont pas de zéros communs & partie réelle
positive ou nulle, méme & Uinfini, autrement dit, pour toute suite si, Re(sy) > 0,
|si| — oo telle que N(sk) et ﬁ(sk) sont des suites de Cauchy, alors limN(sk) ou
lim D(sg) est non nulle.

D’un point de vue pratique, il n’existe pas de méthodologie générale pour la
synthése des lois de commande stabilisantes pour les systémes a retards quelconques.
En revanche une telle méthode de conception existe dans le cas particuliers ou les
retards du systéeme sont commensurables.

3.7. LE CAS DES SYSTEMES A RETARDS COMMENSURABLES: L’ANNEAU &

Le transfert d’un systeme a retards dont les retards sont tous commensurables
a0, 0 >0, est rationnel en les deux variables s et e=%*. C’est par exemple le cas du
transfert de I’équation

() = u(t) —u(t — ),
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dont le transfert est

. 1— e—€s
T(s) = —
() = -
Ce transfert est la transformée de Laplace d’un noyau causal a support compact,
0 t<0,
Tt)={ 1 0<t<¥
0 t>0.

Un tel transfert est appelé transformée de Laplace finie. Le systeme correspondant
est appelé un retard distribué. L’emploi de ce type de convolutions s’est révélé effi-
cace pour stabiliser les systémes a retards. Elles ont d’abord été utilisées dans le cas
de systémes avec des retards sur ’entrée [28, 29], puis pour une classe de systémes
comportant aussi des retards sur ’état [23]. La méthode a été généralisée dans [19]
et des résultats récents [4, 13] concernant la structure algébrique de cette classe de
convolutions ont finalement conduit & une procédure constructive et générale pour
la stabilisation des systémes & retards [5, 3].

DEFINITION 3.10. On appelle G I’ensemble des transformées de Laplace finies qui
sont rationnelles en s, e=?¢. On appelle £ 'ensemble G[s] des polynémes en s &
coeflicients dans G.

& est un anneau intégre, autrement dit il contient 1’élément neutre 1 , est com-
mutatif et n’a pas de diviseur de zéro. Les notions de diviseur ou de multiple sont
définis classiquement, mais pourtant £ n’est pas un domaine factoriel, un élément
z(s) de £ possédant en général un nombre infini de facteurs irréductibles, qui sont
des polynomes la forme s — a, a étant un zéro réel de z(s), ou s> — 8% 4+ v pour
les zéros complexes conjugués. £ n’est pas non plus un anneau Noethérien, pour la
meme raison. Il posséde cependant des propriétés qui le rendent manipulable.

DEFINITION 3.11. Deux éléments z(s), y(s) € £ sont dit premiers s’ils n’ont pas de
facteur commun, hormis des constantes non nulles, autrement dit s’ils n’ont pas de
zéro commun.

THEOREME 3.12. [4] L’anneau & est un domaine de Bézout. Autrement dit, z1(s),
y1(s) € & sont premiers si et seulement si 3 x2(s), y2(s) € & tels que

r1(s)xa(s) +yi(s)ya(s) =1.

Six1(s), y1(s) € € ne sont pas premiers, alors ils ont un plus grand facteur commun
z(s) € & et A a(s), y2(s) € & tels que

z1(s)2a(s) + y1(s)y2(s) = 2(s) .

D’un point de vue pratique, il faut noter que le calcul des zéros ou facteurs
commun & deux pseudopolynomes, i.e. des éléments de &£, est aisée, ainsi que la
construction des pseudopolynomes qui interviennent dans I'identité de Bézout [4, 5].
Compte tenu des corollaires 3.7 et du théoréme 3.9, il est bien clair que I'introduc-
tion de "anneau £ conduit & une méthodologie pour la stabilisation des systémes a
retards commensurables. En fait, elle permet d’assigner librement, dans le cas ou
il n’y a pas de zéros communs entre le numérateur et le dénominateur du transfert
considéré, le dénominateur du systéme en boucle fermée. La deuxiéme condition
du corollaire 3.7 impose simplement que le degré n, par rapport a la variable s,
de ce dénominateur ne peut pas étre diminué. A cette condition pres, le placement
arbitraire des poles du systéme bouclé est possible. C’est une méthode de stabili-
sation connue pour sa robustesse. Dans le cas des systémes a retards, elle présente
de plus 'avantage d’éviter la vérification de la stabilité du systeme bouclé. 1l est
en effet difficile de vérifier si oui ou non un polynéme en s, e?* possede des zéros
a partie rélle positive, sauf bien stur dans le cas ou le polynome a tester, qui est le
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dénominateur choisi du systéme en boucle fermée, est simplement un polynome en
s.

Nous renvoyons le lecteur intéressé par de plus amples détails & [3, 5, 22]. Avant
d’illustrer I’emploi de cette technique dans le cas de I’équation de la chaleur, il nous
faut encore aborder les difficultés posées par les systémes a retards de type neutre.

3.8. LE CAS DES SYSTEMES DE TYPE NEUTRE

Le dénominateur d’un systéme a retards commensurables est un polynome en s,

e€s

noq

A(s) = ZZAiksiekes .

1=0 k=0
Dans le cas d’un systéme causal, le terme principal [30] A,, n’est jamais nul. On
parle de systéme & retard proprement dit lorsque A,y = 0,0 < k < g —1, et on
parle de systeme de type neutre dans le cas contraire. Un systéme de type neutre
est dit formellement stable lorsque tous les zéros du polynome principal

q
p(eGs) — ZAnkest
k=0

sont stables, & partie réelle strictement négative.

La méthode de stabilisation des systémes a retards a 1’aide de retards distribués,
basée sur les propriétés de ’anneau &, s’adapte au cas des systémes de type neutre
formellement stable [2]. Elle permet d’assigner au systéme en boucle fermée un
dénominateur de la forme

X(s) =p"(")r(s)
ot r(s) est un polynome en s de degré n, p(e?*) est le polynome principal du
dénominateur du systéme en boucle ouverte et m € .

Il est clair que cette méthode ne permet pas de stabiliser un systeme de type
neutre non formellement stable. On peut montrer [27] qu’il est impossible de sta-
biliser un tel systéme avec une loi de commande qui est elle-méme un systéeme a
retards, méme en utilisant des retards distribués. La raison en est simple. L’equa-
tion (3.4) montre que le polynéme principal du systéme bouclé est le produit des
polynomes principaux du systéme et de la loi de commande. Ainsi le systéeme bouclé
est nécessairement non formellement stable, et donc instable, lorsque le systéme en
boucle ouverte est lui-méme non formellement stable.

Dans ce cas I’emploil d’une loi de commande prenant en compte non seulement
la mesure de la sortie, mais aussi sa dérivée permet, dans certains cas, de stabiliser
le systeme [6, 27].

Nous emploierons aussi cette technique dans le cas de ’équation de la chaleur.

4. STABILISATION DE L’E’)QUATION DE LA CHALEUR

Rappellons que le systéme que nous cherchons a stabiliser s’écrit

y(s) = H(s)u(s)
Qe—hl\/§
= —1(s)
h/s (1 _ e—2hl\/s)
On note, a partir d’un développement en série, que ce systéme posséde un pole a
s = 0, et qu’il est donc instable’. Nous ’avions déja constaté au §3.2. En liaison

1. La barre étant isolée, elle se comporte comme un accumulateur de chaleur. C’est donc
un intégrateur pour les basses fréquences.
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avec les rappels précédents, on peut factoriser ce transfert comme une fraction
d’éléments de R (o)

H(s) = N(s)D™'(s)

avec
N Qe—hl\/§
N = e
A hy/5 (1 _ e—2hl\/§)
D(S) =

Vsta

ol « > 0, de facon a ne pas introduire de zéro commun instable entre le numérateur
et le dénominateur.

4.1. METHODE DIRECTE

On peut d’abord essayer une loi de commande simple, dite proportionnelle, dé-
finie par

u(t) = w(o(t) —y(1)

ol k € R. Le dénominateur du transfert du systéme en boucle fermée est alors
X(s) =hs (1 — e_Zhl\/E) + 2re MV
Il est pratique de poser z = hly/s, de sorte que
ZX(S) =z(1—e ) 4 2lke™?
Posant z = x + jy, la recherche des zéros de X(s) se ramene au systéme

zsinhzcosy —ycoshesiny+{lk = 0
ysinh z cosy 4+ x cosh z siny = 0

d’ou 'on déduit en particulier
zcos?y — lksinhzcosy — zcosh? 2 = 0

puis

lksinhz + \/12.%2 sinh? z + 422 cosh? »
2x

La plus grande valeur du membre de droite est plus grande que %“ +1>1, qui
ne peut pas égaler cosy. Lautre solution est négative, et peut donc correspondre

cosy =

& une solution pour laquelle |y| > 7. Il suffit que < & pour assurer I’absence de

zéro de X(s) dans la partie droite du plan complexe. On montre finalement que ce

résultat est obtenu en choisissant 0 < & < Z7sinh T, soit environ 0 < & < 7/1.
Finalement on peut constater que le systeme bouclé n’a pas non plus de singu-

larité dans la partie droite du plan complexe, pas méme a I'infini du fait que

X(s)
1m
|s]—o0,Res>0 \/§—|— o

=h#0.

Il est donc stable.

Il est clair que ces calculs ne forment pas une méthode générale. On peut diffici-
lement imaginer appliquer cette technique sur un transfert plus complexe. Notons
qu’une méthodologie pour la synthese de loi de commande de ce type stabilisant
des transferts en s e%* a récemment été décrite [16].
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4.2. STABILISATION PAR UN BOUCLAGE DEFINI PAR UNE CONVOLUTION
Lorsqu’on écrit le transfert de ’équation de la chaleur sous la forme

- 2le™*
T(z) = z(1—e=22) "

il pourrait sembler que 'on va se trouver confronter & un systeme de type neutre
non formellement stable, que ’on ne pourra pas stabiliser en utilisant ’anneau &.
En fait il n’en est rien. La différence, fondamentale, est que dans le cas présent

lim (1 — e_Zhl\/E) =1,

|s]—o0,Res >0

alors que

1— e—ZZ

n’a pas de limite définie lorsque |z| — oo, Re > 0. Ces exemples illustrent bien
I'intérét du théoréme 3.3.

(’est pourquoi nous allons pouvoir utiliser la méthode suggérée au §3.7 pour
stabiliser I’équation de la chaleur. Notons simplement que

—\ 2
_ 1_e—hl\/s
. —2hi\/5
h\/g(l e ) 1+a( 7 )
[ a2kl —hlF
HMWWG—L—JG—G )
/s 7

_ 1— e—2hl\/§
= (7\/5 ) (s +a),

pour tout réel «, de sorte que la lo1 de commande définie par

| —e=htv3\’
a(s) = -« T a(s)
ShiE a2k | a—3hl/F
tha (2 e 2e +e ) (
2¢/s

avec a > 0, stabilise le systeme. L’expression temporelle de cette relation est la

v(s) —9(s))

sulvante.

) = | t (1 2erte (5= ) erte (22) ) e = s

2;2 r2i12 _9r212

t2—e_h4_r—2€_r +e Ir
h t—71)—y(t — dr .
+ha | e (vl = ) = ylt = 7))dr

Par cette loi de commande, on a fait glisser le pole instable en s = 0 du systeme
en boucle ouverte vers un pole stable en s = —a du systéme en boucle fermée. Les
autres poles du systeme, qui sont en

k?n?
=W
pour k € N*, sont stables et restent inchangés sous I’action de cette loi de com-

mande.
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4.3. STABILISATION PAR UN BOUCLAGE SUR LA DERIVEE DE LA SORTIE

Notons maintenant que
1— e—hl\/g
NE

n % (1 Lo hVE e—2hl\/§)

hy/s (1 — e_Zhl\/E) 14+ a

o—2hLV/F

N
=h(Vs+a),

pour tout réel «, de sorte que la lo1 de commande définie par

— e hlVE —hi\/5
as) = —a | 12T sy — S

NG ﬁsy(s)
(1 eV ) (o) = ()

avec « > 0, stabilise le systéme. L’expression temporelle de cette loi de commande
est

+2he™ V5 [ g

r212

u(t) = /Ot \/% (e_ T - 1) u(t — m)dr

¢ h h212
—1—/ ——e" T y(t —T)dr
0

4 /t ho hl _r2%2 hl _h%? ( (t ) (t ))d
— | ———e7 Tt — ———¢7 "~ vt —T1)— —7))dr
o0 2 \27/7T T/ 7T Y

+ 22 () ()

Nous n’abordons pas dans cette communication la question difficile du calcul
numérique des lois de commande définies de cette maniére. L’approche diffusive,
présentée dans [25], répond & cette question, autorisant ainsi leur mise en oeuvre.
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