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STABILISATION DE

L��EQUATION DE LA CHALEUR

COMMAND�EE EN FLUX

JEAN�JACQUES LOISEAU ET HUGUES MOUNIER

R�esum�e� On consid�ere une barre �nie� chau��ee �a une extr�emit�e� la temp�era�
ture de l�autre extr�emit�e �etant mesur�ee	 Des m�ethodes sont propos�ees pour

stabiliser le syst�eme� autrement dit d�eterminer le 
ux de chaleur en fonction
de la temp�erature de fa�con �a ce que la temp�erature atteigne asymptotiquement

une valeur prescrite	 Une approche symbolique est utilis�ee	 Il est bien connu
que l��equation de la chaleur �a une dimension d�espace conduit �a un transfert

qui est rationnel en la racine carr�ee de la variable de Laplace et en son ex�
ponentielle	 Cela permet d�adapter des m�ethodes connues de stabilisation des

syst�emes �a retards	 Les lois de commande obtenues sont convolutives� le 
ux
de chaleur est d�etermin�e par une convolution de la temp�erature et� �eventuel�

lement� de sa d�eriv�ee	

Abstract� A heat conducting rod of �nite length is considered	 This rod is
heated at one end� and the temperature of the other end is measured	Methods

are proposed to calculate a control law� i	e	 express the heat 
ux as a function
of the temperature� so that the closed�loop system is stable� i	e	 the tempe�

rature asymptotically reaches a given one	 The operational approach is used	
The 
�D heat equation indeed gives rise to a transfer that is rational in the

square root of the Laplace variable and its exponential	 This permits to adapt
the known constructive methods for the stabilisation of time�delay systems�

that are recalled	 The resulting control laws are convolutive	 The heat 
ux is
determined via a convolution from the measured temperature or its derivative	

�� Introduction

L�objectif de cette communication est de montrer que des techniques r�ecemment
d�evelopp�ees pour la stabilisation des syst�emes �a retards permettent la synth�ese de
bouclage stabilisants pour une classe de syst�emes fractionnaires� L�exemple trait�e
est celui de l��equation de la chaleur command�ee en �ux� On consid�ere une barre
homog�ene� isol�ee� conduisant la chaleur� chau��ee en une extr�emit�e et on cherche �a
stabiliser la temp�erature de l�autre extr�emit�e en asservissant le �ux de chaleur �a la
mesure de temp�erature�

Les outils que nous privil�egions pour ce type de question sont de nature alg�e	
brique� Pour une large classe de syst�emes� la synth�ese d�un bouclage stabilisant se
ram�ene �a la solution d�une �equation Diophantienne 
ou d�une identit�e de B�ezout

sur un anneau� Dans le cas des syst�emes lin�eaires invariants dans le temps de di	
mension �nie� l�anneau de r�ef�erence est simplement l�anneau des polyn�omes en une
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variable �a coe�cients r�eels� qui est un domaine de B�ezout� et les solutions sont bien
connues� Elles ont �et�e �ecrites sous des formes tr�es vari�ees� approches polyn�omiales�
g�eom�etrique� modules� factorisations propres et stables et ont donn�e lieu �a de tr�es
nombreux d�eveloppements� stabilisation par divers types de lois de commande� re	
jet de perturbation� robustesse� 
voir par exemple� choisis parmi des ouvrages de
r�ef�erence en automatique ���� ��� ��� �����

Un formalisme plus g�en�eral� qui s�appuit sur la d�e�nition d�anneaux de convolu	
tions� a �et�e introduit par divers auteurs ��� �� ��� ���� mais les techniques propos�ees
ne sont pas toujours constructives� Pour ce qui concerne les syst�emes �a retards
commensurables� l�introduction de l�anneau E ��� ��� des fractions rationnelles en
s� e�s qui sont analytiques en s a r�ecemment permis d�obtenir une construction
explicite de bouclage stabilisant� qui g�en�eralise et formalise une construction clas	
sique pour les syst�emes �a retards sur l�entr�ee ���� ��� Tout repose sur le fait qu�E
est un domaine de B�ezout ���� et qu�en cons�equence� une proc�edure constructive de
solution d��equation Diophantiennees est d�ecrite� La loi de commande ainsi calcul�ee
est un syst�eme �a retards� qui inclut des retards localis�es� mais aussi en g�en�eral des
retards distribu�es 
convolutions �a noyau r�egulier �a support compact�� Cette pro	
c�edure s��etend au cas des syst�emes �a retards de type neutre formellement stable
���� Dans le cas de syst�emes non formellement stable� un bouclage sur la d�eriv�ee
de la mesure permet encore de stabiliser ��� ���� Ces r�esultats r�ecents concernant
la stabilisation forment� avec ceux concernant la poursuite de trajectoire en boucle
ouverte ���� ��� ��� ���� une th�eorie assez compl�ete de la commande des syst�emes �a
retards commensurables�

Ainsi qu�il est bien connu 
voir par exemple ��� ��� ���� l��equation de la chaleur
admet un transfert qui est rationnel en la racine carr�ee de la variable de Laplace�p
s et en son exponentielle� e�

p
s� C�est ce qui autorise l�utilisation des r�esultats

concernant les syst�emes �a retards�
Dans le second paragraphe� nous pr�esentons la solution symbolique� exprim�ee en

termes de transform�ee de Laplace� de l��equation de la chaleur� Dans le troisi�eme
paragraphe� nous pr�esentons les outils de base utilis�es pour calculer des bouclages
stabilisants et nous illustrerons ces techniques dans le cas de l��equation de la chaleur
dans le paragraphe quatre�

�� L��equation de la chaleur

���� Position du probl�eme

On consid�ere une barre uniforme� homog�ene� isol�ee� conduisant la chaleur et
de longueur �nie l� Cette barre est chau��ee �a l�extr�emit�e d�abscisse x � l� La
temp�erature dans cette barre est une fonction T 
x� t� de l�abscisse x� � � x � l� et
du temps t� t � �� solution de l��equation de la chaleur

h�
�T 
x� t�

�t
�

��T 
x� t�

�x�

����

avec les conditions aux limites de type Newman

�T 
�� t�

�x
� � 
����

�T 
l� t�

�x
� u
t� 
����

o�u u
t� d�esigne le �ux de chaleur qui est la variable de commande du syst�eme�
h� est un coe�cient de conduction positif� La temp�erature mesur�ee �a la seconde
extr�emit�e� d�abscisse x � �� est la sortie du syst�eme� qu�on note y
t�

y
t� � T 
�� t� 
����
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Dans ces conditions� la temp�erature T 
x� t� d�epend lin�eairement de l�entr�ee u
t�� � �
t� et des conditions initiales de temp�erature dans la barre� T 
x� ��� � � x � l ����
Lorsque la temp�erature initiale est constante� T 
x� �� � T�� � � x � l� o�u T� � R�
la di��erence T 
x� ��� T� d�epend lin�eairement de l�entr�ee u� On supposera dans la
suite que

T� � � � 
����

ce qui n�est pas limitatif pour le pr�esent propos�

���� Formulation symbolique

La solution du syst�eme entr�ee�sortie 
���	�� s�exprime �el�egamment en termes de
transform�ees de Laplace� Une fonction f
x� t�� t � � �etant donn�ee� sa transform�ee

de Laplace temporelle ����� not�ee Lf
x� t� ou plus simplement �f 
x� s�� est d�e�nie
par

L
f
x� t�� � �f 
x� s� �

Z �

�

f
x� t�e�stdt �

On a alors

L
�
�T 
x� t�

�t

�
� sL
T 
x� t��� T 
x� ��

ainsi que

L
�
��T 
x� t�

�x�

�
�

�

�x�
L
T 
x� t�� �

et le syst�eme 
���� devient

��

�x�
�T 
x� s� � h�s �T 
x� s� � h�T 
x� �� �

qui est en fait une �equation di��erentielle ordinaire en la variable x� dont l��equation
caract�eristique

�� � h�s � �

a deux solutions� � � �hps� de sorte que la solution g�en�erale� autrement dit� sous
l�hypothese 
����� la solution cherch�ee� s��ecrit

�T 
x� s� � T�
s�e
hx
p
s � T�
s�e

�hxps

On en d�eduit en particulier que

�

�x
�T 
x� s� � h

p
s
�
T�
s�e

hx
p
s � T�
s�e

�hxps
�
�

La condition aux limites 
���� se re�ecrit sous forme symbolique

�

�x
�T 
�� s� � � �

d�o�u l�on d�eduit que T�
s� � T�
s�� quant �a la condition 
����� elle devient

�

�x
�T 
l� s� � �u
s�

et on en d�eduit

h
p
s Ti
s�

�
ehl
p
s � e�hl

p
s
�
� �u
s� �

pour i � �� �� de sorte que �nalement

�T 
x� s� �
ehx

p
s � e�hx

p
s

h
p
s
�
ehl
p
s � e�hl

p
s
� �u
s�

et en particulier

�y
s� �
�e�hl

p
s

h
p
s
�
�� e��hl

p
s
� �u
s� 
����
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On appelle transfert de ce syst�eme la fonction

�H
s� �
�e�hl

p
s

h
p
s
�
�� e��hl

p
s
�

Il s�agit maintenant de calculer le �ux inject�e u
t�� t � �� en fonction de la
temp�erature y
t�� t � �� a�n que cette derni�ere soit asymptotiquement stable autour
d�une valeur prescrite� Bien entendu il est requis que la stabilit�e soit e�ective� la
convergence de y
t� n�est pas a�ect�ee par un bruit sur la mesure de temp�erature
et que la loi de commande puisse �etre implant�ee en ligne� u
t� ne d�ependant que
des valeurs y
� � pour � � � � t� Il convient d�abord d�introduire succintement
quelques	uns des concepts qui permettent la solution de ce type de questions�

�� Quelques �el�ements de la th�eorie de la stabilisation des

syst�emes lin�eaires

���� Convolutions

Un syst�eme causal d�e�ni par une convolution est une relation entr�ee�sortie de la
forme y � T � u� autrement dit

y
t� �

Z t

�

T 
t� � �u
� �d� � 
����

o�u T 
t�� le noyau de la convolution� u
t�� l�entr�ee du syst�eme et y
t�� la sortie
du syst�eme� sont des fonctions g�en�eralis�ees ou distributions dont le support est
R�� L� Schwartz ���� a montr�e que tout op�erateur lin�eaire continu 
au sens des
distributions�� causal et invariant par translation� admet une repr�esentation de ce
type� Par transformation de Laplace� au sens des distributions temp�er�ees� le syst�eme
devient

�y
s� � �T 
s��u
s� �

on dit alors que �T 
s� est le transfert de ce syst�eme�
L��equation de la chaleur est un exemple de syst�eme de ce type� On peut� en

vue d�exprimer y
t� en fonction de u
t�� calculer le noyau du transfert �H
s� qui
apparait dans l��equation 
����� mais ce n�est pas tr�es simple� et ce n�est pas la
meilleure fa�con de calculer num�eriquement y
t�� C�est de toute fa�con inutile en
vue de l�objectif qui est de stabiliser l��equation de la chaleur� Par ailleurs� dans le
contexte de la pr�esente �etude� le cadre des fonctions g�en�eralis�ees est trop large� Nous
allons maintenant introduire des concepts qui conviennent mieux �a notre propos�

���� L�alg�ebre de convolutions R
�� ��� ��
D�efinition ���� Etant donn�e � � R� on d�e�nit R
�� comme l�ensemble des fonc	
tions g�en�eralis�ees de la forme

f
t� �

�
� � t � �
fa
t� � fap
t� � t � �

o�u e��tfa
t� est mesurable� telle queZ �

�

je��tfa
t�jdt ��

et o�u

fap �
�X
i	�

fi�ti �
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avec fi � C � � � t�� ti � �� i � �� �ti d�esigne la distribution de Dirac en ti� et
�X
i	�

e��ti jfij �� �

R
��� muni de l�addition et du produit de convolution� est un anneau commutatif
int�egre ���� qui contient l��el�ement neutre ��� et c�est une C�alg�ebre de Banach
commutative ��� avec la norme d�e�nie par

kf
t�kR��� � ke��tfa
t�k� �
X
i�N

e��ti jfij �

L�ensemble �R
�� des transform�ees de Laplace d��el�ements de R
��� muni du produit
ordinaire des fonctions� est �egalement un anneau commutatif int�egre� dont l��el�ement
neutre est � et une C�alg�ebre de Banach commutative pour la topologie image�

Th�eor�eme ���� ��� �� Soit �f un �el�ement de �R
��� Alors
�i� �f est analytique dans la partie du plan complexe �a droite de ��

�ii� �f est born�ee dans la partie du plan complexe �a droite de �

sup
Re�s���

j �f 
s�j � kfkR��� �

�iii� �f poss�ede une inverse dans �R
�� si et seulement si

inf
Re�s���

j �f
s�j 	 � �

Ce r�esultat est important en pratique� Il caract�erise les �el�ements inversibles de
�R
��� donc aussi les �el�ements inversibles de R
��� Le probl�eme est que cette formu	
lation en termes de modules n�est gu�ere utilisable� Nous lui pr�ef�erons la formulation
suivante ��� ���

Th�eor�eme ���� �f poss�ede une inverse dans �R
�� si et seulement si �f ne poss�ede
pas de z�ero dans la partie du plan complexe �a droite de �� m�eme �a l�in	ni� Autrement
dit les deux conditions suivantes sont v�eri	�ees

�i� �f 
s� � � �� Re
s� � � �

�ii� Si �f 
sk� est une suite de Cauchy� Re
sk� � �� jskj 	 �� alors

lim �f
sk� est non nulle�

Un exemple typique ne satisfaisant pas la condition 
ii� est

�f 
s� � �� e�s �
�

s � �
�

car limk�� �f 
�jk
� � ��
Dans le cas de l��equation de la chaleur par exemple� on peut constater que

� � e��hl
p
s est un �el�ement inversible de �R
�� pour tout � strictement positif�

C�est pourquoi l��equation 
���� d�e�nit bien y
t� en fonction de u
t�� Plut�ot qu�une
expression explicite� il vaut mieux exprimer y
t� de fa�con implicite au moyen d�une
�equation de Volterra� Du fait que ����

L��
�
e��hl

p
s
�
�

hl

t
p

t

e�
h�l�

t

et que

L��
�
�e�hl

p
s

h
p
s

	
�

�

h
p

t

e�
h�l�

�t �

on obtient

y
t� �

Z t

�

hl

�
p

�

e�
h�l�

� y
t � � �d� �

Z t

�

�

h
p

�

e�
h�l�

�� u
t� � �d� �
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Cette expression diverge lorsque t grandit 
si par exemple u
t� est une constante
positive�� Cela traduit le fait que le syst�eme n�est pas asymptotiquement stable� ce
qu�on peut relier au fait que

�

�� e��hl
p
s

et
�e�hl

p
s

h
p
s

ne sont des �el�ements de �R
�� que pour � strictement positif�

���� Stabilit�e

On dit que le syst�eme 
���� est Lp�stable� p �etant un entier positif� si pour toute
entr�ee u � Lp� autrement dit u est localement int�egrable etZ �

�

ju
t�jpdt �� �

alors la sortie y du syst�eme est aussi dans Lp� Rappellons que pour une telle fonction
u� on d�e�nit

kukp �
�Z �

�

ju
t�jpdt
��

p

Th�eor�eme ���� ��� Le syst�eme �
��� est Lp�stable� pour � � p �� si et seulement

si �T 
s� � �R
���
Cela provient de l�in�egalit�e

kT � ukp � kTkR���kukp �
qui peut �etre une �egalit�e pour certaines fonctions u et pour p � � ou p ���

Dans le cas de l��equation de la chaleur et� comme nous le verrons par la suite�
dans le cas de syst�emes boucl�es� il est important de formuler un crit�ere de stabilit�e
qui prenne en compte que le transfert est d�e�ni par une fraction�

Corollaire ���� Supposons que �T 
s� � �N 
s� �D��
s�� o�u �N 
s�� �D
s� � �R
�� Alors
le syst�eme de transfert �T 
s� est Lp�stable� pour � � p � � si et seulement si �D
s�
n� a pas de z�ero dans la partie droite du plan complexe� m�eme �a l�in	ni�

Ce r�esultat est bien connu dans de nombreux cas particuliers� syst�emes �a retards
��� ���� syst�emes fractionnaires ����� syst�emes fractionnaires �a retards ����� L��equa	
tion de la chaleur n�appartient �a aucune de ces cat�egories� Elle est instable du fait
que le d�enominateur de son transfert s�annule pour s � ��

���� Syst�eme boucl�e par une loi de commande

On parle de loi de commande lorsqu�on d�etermine u
t� en fonction de y
t� et d�une
nouvelle entr�ee v
t�� qui peut �etre une consigne 
par exemple de temp�erature� dans
le cas de l��equation de la chaleur
 ou une trajectoire qu�on souhaite voir suivre au
plus pr�es par la sortie y
t�� par exemple� Pour notre propos nous choisirons une loi
de commande de la forme

�u
s� � �F 
s�
�v
s� � �y
s�� � 
����

o�u �F 
s� est dans �R
�� pour au moins un r�eel �� Le syst�eme boucl�e peut �etre
perturb�e par un signal w
t� se superposant �a l�entr�ee u
t�� par exemple l�erreur
num�erique e�ectu�ee lors de l��evaluation de u
t� par la loi 
����� des al�eas de fonc	
tionnement de l�actionneur par lequel on r�ealise u
t�� du syst�eme de chau�age dans
le cas de l��equation de la chaleur� Le syst�eme 
���� devient alors

�y
s� � �T 
s�
�u
s� � �w
s�� � 
����
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Le syst�eme boucl�e 
�������� s��ecrit sous forme matricielle�
�y
s�
�u
s�

�
�

�
� �T 
s�

� �F 
s� �

��
�y
s�
�u
s�

�
�

�
� �T 
s�
�F 
s� �

��
�v
s�
�w
s�

�

�

�
� � �T 
s�
�F 
s� �

����
� �T 
s�
�F 
s� �

��
�v
s�
�w
s�

�

�

��
�T 
s�
�

�

� � �F 
s� �T 
s����

�
�F 
s� �

�
��

� �
� ��

���
�v
s�
�w
s�

�

���� stabilisation

On dit que le syst�eme boucl�e 
�������� est stable lorsque les quatres transferts�
entre les deux entr�ees v et w et les deux sorties u et y sont stables� Lorsque le
syst�eme en boucle ouverte et la loi de commande sont tous deux d�ecrits sous forme
de fractions d�el�ements de �R
���

�T 
s� � �N 
s� �D��
s� � �F 
s� � �Q��
s� �P 
s� �

�D
s� et �Q
s� �etant inversibles dans �R
��� ce transfert matriciel s��ecrit�
�N
s�
�D
s�

�

 �Q
s� �D
s� � �P 
s� �N 
s����

�
�P 
s� �Q
s�

�
�

�
� �
� ��

�

ainsi

�X
s� � �Q
s� �D
s� � �P 
s� �N 
s� 
����

est le d�enominateur du syst�eme boucl�e�

Corollaire ���� Dans le cas o�u �N 
s�� �D
s�� �P 
s�� et �Q
s� sont dans �R
��� le sys

t�eme boucl�e �
���
�
� est Lp�stable� pour � � p � � si et seulement si

inf
Re�s���

j �Q
s� �D
s� � �P 
s� �N 
s�j 	 � �

autrement dit si �Q
s� �D
s�� �P 
s� �N 
s� n�a pas de z�ero dans la partie droite du plan
complexe� m�eme �a l�in	ni�

Le probl�eme de stabilisation est maintenant assez bien pos�e� Il s�agit de calculer
les transferts �P 
s�� �Q
s� � �R
��� de fa�con �a ce que la condition du corollaire ��� soit

satisfaite� Il faut aussi que �Q
s� soit un �el�ement inversible de �R
��� pour quelque
� � R� autrement dit

inf
Re�s���

j �Q
s�j 	 � �

pour que �F 
s� � �R
��� Du fait de la d�e�nition ���� de R
��� �Q
s� s��ecrit

�Q
s� � f� �
�X
i	�

fie
�sti � �fa
s� �

o�u ti 	 �� i 	 �� et fa
t� est localement int�egrable� Finalement il existe un tel � si
et seulement si f� 
� �� autrement dit si

lim
Re�s���

�Q
s� 
� � �

On peut reformuler cette condition en termes de primarit�e� ainsi qu�il est classique
de le faire dans le cas de syst�emes de dimension �nie�
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Corollaire ���� Si �N 
s�� �D
s� � �R
��� le syst�eme est stabilisable si � �P 
s�� �Q
s� �
�R
�� tels que


i� �Q
s� �D
s� � �P 
s� �N 
s� � � �


ii� lim
jsj���Re�s���

�Q
s� 
� � �

En e�et� �Q
s� �D
s� � �P 
s� �N 
s� � �X
s� est un �el�ement inversible de �R
��� donc
�X��
s� �Q
s�� �X��
s� �P 
s� � �R
��� Ils satisfont l�identit�e de B�ezout du corollaire� De

plus �Q��
s� �P 
s� � �R
��� pour quelque � � ��
La condition du corollaire est en fait n�ecessaire et su�sante pour assurer la

stabilit�e Lp� � � p � � 
ce r�esultat appara�it sous une forme voisine dans ���� p�
���� Elle n�est pas toujours n�ecessairement satisfaite si p est �x�e�

���� Le cas des syst�emes �a retards

Les syst�emes �a retards sont des syst�emes dont le transfert est rationnel en les
variables s et e�is� o�u �i � R� i � �� �� � � � � Les conditions pour leur stabilit�e sont
bien connues�

Th�eor�eme ���� ��� ��� Un syst�eme �a retards dont le transfert est �T 
s� � �B
s� �A��
s��
�B
s� et �A
s� �etant des polyn�omes en s� e�is� est stable si et seulement si il existe

� � R� � � �� tel que �A
s� � �� Re
s� � ��

Si � est le plus grand des �i� et n est le degr�e en la variable s du d�enominateur
�A
s�� qui est plus grand que le degr�e en la variable s du num�erateur �B
s� si le

transfert est un �el�ement de �R
�� ���� on d�eduit facilement une nouvelle factorisation

du transfert en termes d��el�ements de �R
�� comme dans le corollaire ���

�N 
s� �
e��s �B
s�


s � ��n
�

�D
s� �
e��s �A
s�

s� ��n

�

Il est bien clair que les z�eros instables de �A
s� et de �D
s� sont identiques� Les
conditions du th�eor�eme ��� sont en fait �equivalentes� dans le cas d�un syst�eme �a
retards� aux conditions du corollaire ���� De la m�eme fa�con� le corollaire ��� peut
s�exprimer en ces termes�

Th�eor�eme ���� Avec les notations pr�ec�edentes� le syt�eme �a retards de transfert
�T 
s� est stabilisable si et seulement si le num�erateur �B
s� et le d�enominateur �A
s��

ou� de fa�con �equivalente� �N 
s� et �D
s� n�ont pas de z�eros communs �a partie r�eelle
positive ou nulle� m�eme �a l�in	ni� autrement dit� pour toute suite sk� Re
sk� � ��

jskj 	 � telle que �N 
sk� et �D
sk� sont des suites de Cauchy� alors lim �N 
sk� ou

lim �D
sk� est non nulle�

D�un point de vue pratique� il n�existe pas de m�ethodologie g�en�erale pour la
synth�ese des lois de commande stabilisantes pour les syst�emes �a retards quelconques�
En revanche une telle m�ethode de conception existe dans le cas particuliers o�u les
retards du syst�eme sont commensurables�

���� Le cas des syst�emes �a retards commensurables� l�anneau E
Le transfert d�un syst�eme �a retards dont les retards sont tous commensurables

�a �� � 	 �� est rationnel en les deux variables s et e��s� C�est par exemple le cas du
transfert de l��equation

�x
t� � u
t�� u
t � �� �
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dont le transfert est

�T 
s� �
�� e��s

s
�

Ce transfert est la transform�ee de Laplace d�un noyau causal �a support compact�

T 
t� �


�
�

� t � � �
� � � t � �
� t 	 � �

Un tel transfert est appel�e transform�ee de Laplace �nie� Le syst�eme correspondant
est appel�e un retard distribu�e� L�emploi de ce type de convolutions s�est r�ev�el�e e�	
cace pour stabiliser les syst�emes �a retards� Elles ont d�abord �et�e utilis�ees dans le cas
de syst�emes avec des retards sur l�entr�ee ���� ���� puis pour une classe de syst�emes
comportant aussi des retards sur l��etat ����� La m�ethode a �et�e g�en�eralis�ee dans ����
et des r�esultats r�ecents ��� ��� concernant la structure alg�ebrique de cette classe de
convolutions ont �nalement conduit �a une proc�edure constructive et g�en�erale pour
la stabilisation des syst�emes �a retards ��� ���

D�efinition ����� On appelle G l�ensemble des transform�ees de Laplace �nies qui
sont rationnelles en s� e��s� On appelle E l�ensemble G�s� des polyn�omes en s �a
coe�cients dans G�
E est un anneau int�egre� autrement dit il contient l��el�ement neutre � � est com	

mutatif et n�a pas de diviseur de z�ero� Les notions de diviseur ou de multiple sont
d�e�nis classiquement� mais pourtant E n�est pas un domaine factoriel� un �el�ement
x
s� de E poss�edant en g�en�eral un nombre in�ni de facteurs irr�eductibles� qui sont
des polyn�omes la forme s � �� � �etant un z�ero r�eel de x
s�� ou s� � 
� � � pour
les z�eros complexes conjugu�es� E n�est pas non plus un anneau Noeth�erien� pour la
m�eme raison� Il poss�ede cependant des propri�et�es qui le rendent manipulable�

D�efinition ����� Deux �el�ements x
s�� y
s� � E sont dit premiers s�ils n�ont pas de
facteur commun� hormis des constantes non nulles� autrement dit s�ils n�ont pas de
z�ero commun�

Th�eor�eme ����� ��� L�anneau E est un domaine de B�ezout� Autrement dit� x�
s��
y�
s� � E sont premiers si et seulement si � x�
s�� y�
s� � E tels que

x�
s�x�
s� � y�
s�y�
s� � � �

Si x�
s�� y�
s� � E ne sont pas premiers� alors ils ont un plus grand facteur commun
z
s� � E et � x�
s�� y�
s� � E tels que

x�
s�x�
s� � y�
s�y�
s� � z
s� �

D�un point de vue pratique� il faut noter que le calcul des z�eros ou facteurs
commun �a deux pseudopolyn�omes� i�e� des �el�ements de E � est ais�ee� ainsi que la
construction des pseudopolyn�omes qui interviennent dans l�identit�e de B�ezout ��� ���
Compte tenu des corollaires ��� et du th�eor�eme ���� il est bien clair que l�introduc	
tion de l�anneau E conduit �a une m�ethodologie pour la stabilisation des syst�emes �a
retards commensurables� En fait� elle permet d�assigner librement� dans le cas o�u
il n�y a pas de z�eros communs entre le num�erateur et le d�enominateur du transfert
consid�er�e� le d�enominateur du syst�eme en boucle ferm�ee� La deuxi�eme condition
du corollaire ��� impose simplement que le degr�e n� par rapport �a la variable s�
de ce d�enominateur ne peut pas �etre diminu�e� A cette condition pr�es� le placement
arbitraire des p�oles du syst�eme boucl�e est possible� C�est une m�ethode de stabili	
sation connue pour sa robustesse� Dans le cas des syst�emes �a retards� elle pr�esente
de plus l�avantage d��eviter la v�eri�cation de la stabilit�e du syst�eme boucl�e� Il est
en e�et di�cile de v�eri�er si oui ou non un polyn�ome en s� e�s poss�ede des z�eros
�a partie r�elle positive� sauf bien s�ur dans le cas o�u le polyn�ome �a tester� qui est le
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d�enominateur choisi du syst�eme en boucle ferm�ee� est simplement un polyn�ome en
s�

Nous renvoyons le lecteur int�eress�e par de plus amples d�etails �a ��� �� ���� Avant
d�illustrer l�emploi de cette technique dans le cas de l��equation de la chaleur� il nous
faut encore aborder les di�cult�es pos�ees par les syst�emes �a retards de type neutre�

���� Le cas des syst�emes de type neutre

Le d�enominateur d�un syst�eme �a retards commensurables est un polyn�ome en s�
e�s

�A
s� �
nX
i	�

qX
k	�

Aiks
iek�s �

Dans le cas d�un syst�eme causal� le terme principal ���� Anq n�est jamais nul� On
parle de syst�eme �a retard proprement dit lorsque Ank � �� � � k � q � �� et on
parle de syst�eme de type neutre dans le cas contraire� Un syst�eme de type neutre
est dit formellement stable lorsque tous les z�eros du polyn�ome principal

p
e�s� �

qX
k	�

Anke
k�s

sont stables� �a partie r�eelle strictement n�egative�
La m�ethode de stabilisation des syst�emes �a retards �a l�aide de retards distribu�es�

bas�ee sur les propri�et�es de l�anneau E � s�adapte au cas des syst�emes de type neutre
formellement stable ���� Elle permet d�assigner au syst�eme en boucle ferm�ee un
d�enominateur de la forme

�X
s� � pm
e�s�r
s� �

o�u r
s� est un polyn�ome en s de degr�e n� p
e�s� est le polyn�ome principal du
d�enominateur du syst�eme en boucle ouverte et m � N�

Il est clair que cette m�ethode ne permet pas de stabiliser un syst�eme de type
neutre non formellement stable� On peut montrer ���� qu�il est impossible de sta	
biliser un tel syst�eme avec une loi de commande qui est elle�m�eme un syst�eme �a
retards� m�eme en utilisant des retards distribu�es� La raison en est simple� L�equa	
tion 
���� montre que le polyn�ome principal du syst�eme boucl�e est le produit des
polyn�omes principaux du syst�eme et de la loi de commande� Ainsi le syst�eme boucl�e
est n�ecessairement non formellement stable� et donc instable� lorsque le syst�eme en
boucle ouverte est lui�m�eme non formellement stable�

Dans ce cas l�emploi d�une loi de commande prenant en compte non seulement
la mesure de la sortie� mais aussi sa d�eriv�ee permet� dans certains cas� de stabiliser
le syst�eme ��� ����

Nous emploierons aussi cette technique dans le cas de l��equation de la chaleur�

�� Stabilisation de l��equation de la chaleur

Rappellons que le syst�eme que nous cherchons �a stabiliser s��ecrit

�y
s� � �H
s��u
s�

�
�e�hl

p
s

h
p
s
�
�� e��hl

p
s
� �u
s�

On note� �a partir d�un d�eveloppement en s�erie� que ce syst�eme poss�ede un p�ole �a
s � �� et qu�il est donc instable �� Nous l�avions d�eja constat�e au x���� En liaison


	 La barre �etant isol�ee� elle se comporte comme un accumulateur de chaleur	 C�est donc
un int�egrateur pour les basses fr�equences	
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avec les rappels pr�ec�edents� on peut factoriser ce transfert comme une fraction
d��el�ements de �R
��

�H
s� � �N 
s� �D��
s�

avec

�N 
s� �
�e�hl

p
s

p
s� �

�D
s� �
h
p
s
�
�� e��hl

p
s
�

p
s � �

o�u � 	 �� de fa�con �a ne pas introduire de z�ero commun instable entre le num�erateur
et le d�enominateur�

���� M�ethode directe

On peut d�abord essayer une loi de commande simple� dite proportionnelle� d�e	
�nie par

u
t� � �
v
t� � y
t�� �

o�u � � R� Le d�enominateur du transfert du syst�eme en boucle ferm�ee est alors

�X
s� � h
p
s
�
�� e��hl

p
s
�
� ��e�hl

p
s

Il est pratique de poser z � hl
p
s� de sorte que

l �X
s� � z
�
�� e��z

�
� �l�e�z

Posant z � x� jy� la recherche des z�eros de �X
s� se ram�ene au syst�eme�
x sinhx cos y � y cosh x siny � l� � �
y sinhx cos y � x coshx siny � �

d�o�u l�on d�eduit en particulier

x cos� y � l� sinhx cos y � x cosh� x � �

puis

cos y �
l� sinhx�

p
l��� sinh� x� �x� cosh� x

�x

La plus grande valeur du membre de droite est plus grande que l�
� � � 	 �� qui

ne peut pas �egaler cos y� L�autre solution est n�egative� et peut donc correspondre
�a une solution pour laquelle jyj � �

�
� Il su�t que x � �

�
pour assurer l�absence de

z�ero de �X
s� dans la partie droite du plan complexe� On montre �nalement que ce
r�esultat est obtenu en choisissant � � � � �

�l sinh
�
� � soit environ � � � � ��l�

Finalement on peut constater que le syst�eme boucl�e n�a pas non plus de singu	
larit�e dans la partie droite du plan complexe� pas m�eme �a l�in�ni du fait que

lim
jsj���Res��

�X
s�p
s � �

� h 
� � �

Il est donc stable�
Il est clair que ces calculs ne forment pas une m�ethode g�en�erale� On peut di�ci	

lement imaginer appliquer cette technique sur un transfert plus complexe� Notons
qu�une m�ethodologie pour la synth�ese de loi de commande de ce type stabilisant
des transferts en s�� e�s a r�ecemment �et�e d�ecrite �����
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���� Stabilisation par un bouclage d�efini par une convolution

Lorsqu�on �ecrit le transfert de l��equation de la chaleur sous la forme

�T 
z� �
�le�z

z 
�� e��z�
�

il pourrait sembler que l�on va se trouver confronter �a un syst�eme de type neutre
non formellement stable� que l�on ne pourra pas stabiliser en utilisant l�anneau E �
En fait il n�en est rien� La di��erence� fondamentale� est que dans le cas pr�esent

lim
jsj���Res��

�
�� e��hl

p
s
�
� � �

alors que

�� e��z

n�a pas de limite d�e�nie lorsque jzj 	 ��Re � �� Ces exemples illustrent bien
l�int�er�et du th�eor�eme ����

C�est pourquoi nous allons pouvoir utiliser la m�ethode sugg�er�ee au x��� pour
stabiliser l��equation de la chaleur� Notons simplement que

h
p
s
�
�� e��hl

p
s
�
�� � �

�
�� e�hl

p
s

p
s

	�
�
A

��h�e�hl
p
s

�
�� e��hl

p
s

p
s

	�
�� e�hl

p
s

�

	

� h

�
�� e��hl

p
s

p
s

	

s � �� �

pour tout r�eel �� de sorte que la loi de commande d�e�nie par

�u
s� � ��
�
�� e�hl

p
s

p
s

	�

�u
s�

�h�

�
�� e�hl

p
s � �e��hl

p
s � e��hl

p
s

�
p
s

	

�v
s� � �y
s�� �

avec � 	 �� stabilise le syst�eme� L�expression temporelle de cette relation est la
suivante�

u
t� � ��
Z t

�

�
�� �erfc

�
hl

�
p
�

�
� erfc

�
hlp
�

��
u
t � � �d�

�h�

Z t

�

�� e�
h�l�

�� � �e�
h� l�

� � e�
�h� l�

��

��
p

�


v
t � � � � y
t � � ��d� �

Par cette loi de commande� on a fait glisser le p�ole instable en s � � du syst�eme
en boucle ouverte vers un p�ole stable en s � �� du syst�eme en boucle ferm�ee� Les
autres p�oles du syst�eme� qui sont en

s � �k�
�

h�l�
�

pour k � N
�� sont stables et restent inchang�es sous l�action de cette loi de com	

mande�
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���� Stabilisation par un bouclage sur la d�eriv�ee de la sortie

Notons maintenant que

h
p
s
�
�� e��hl

p
s
��

� � �

�
�� e�hl

p
s

p
s

		

��he�hl
p
s

�
s
e��hl

p
s

�
p
s

�
�

�

�
� � e�hl

p
s � e��hl

p
s
�	

� h
�p

s � �
�
�

pour tout r�eel �� de sorte que la loi de commande d�e�nie par

�u
s� � ��
�
�� e�hl

p
s

p
s

	
�u
s� � h

e�hl
p
s

�
p
s
s�y
s�

�
h�

�

�
� � e�hl

p
s � e��hl

p
s
�

�v
s� � �y
s�� �

avec � 	 �� stabilise le syst�eme� L�expression temporelle de cette loi de commande
est

u
t� �

Z t

�

�p

�

�
e�

h�l�

�� � �
�
u
t � � �d�

�

Z t

�

h

�
p

�

e�
h�l�

�� �y
t � � �d�

�

Z t

�

h�

�

�
hl

��
p

�

e�
h�l�

�� � hl

�
p

�

e�
h�l�

�

�

v
t � � �� y
t � � ��d�

�
h�

�

v
t� � y
t�� �

Nous n�abordons pas dans cette communication la question di�cile du calcul
num�erique des lois de commande d�e�nies de cette mani�ere� L�approche di�usive�
pr�esent�ee dans ����� r�epond �a cette question� autorisant ainsi leur mise en oeuvre�
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