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LA D�ERIV�EE FRACTIONNAIRE EN RH�EOLOGIE DES

POLYM�ERES � APPLICATION AUX COMPORTEMENTS

�ELASTIQUES ET VISCO�ELASTIQUES LIN�EAIRES ET NON

LIN�EAIRES DES �ELASTOM�ERES

M� SOULA ET Y� CHEVALIER

R�esum�e� Les applications des m�ethodes bas�ees sur les syst�emes di��erentiels
fractionnaires deviennent de plus en plus fr�equentes dans de nombreux do�
maines scienti�ques et en particulier dans le domaine de la rh�eologie exp�eri�
mentale des solides�

Dans cet article� nous appliquons une m�ethode fond�ee sur les syst�emes
di��erentiels fractionnaires pour mod�eliser le comportementm�ecanique des po�
lym�eres et �elastom�eres� Il s�agit d�une approche param�etrique ajust�ee sur des
r�esultats exp�erimentaux a�n de mod�eliser le module d�Young complexe de
mat�eriaux visco�elastiques en fonction de la fr�equence� Cette utilisation de la
d�eriv�ee fractionnaire� �economique en param�etres� permet de mod�eliser le ma�
t�eriau dans une large gamme de fr�equences� Elle autorise en outre un passage
au r�egime temporel par transform�ee de Fourier inverse et permet �egalement
l�obtention des fonctions de 	uage et de relaxation� renseignements utiles dans
l��etude des ph�enom�enes transitoires lents�

Cette d�emarche est en�n extr
emement utile dans l�analyse de la visco�elas�
ticit�e non lin�eaire �vibrations sous pr�echarge�� domaine o�u les renseignements
exp�erimentaux sont extr
emement r�eduits�

Abstract� Applications of fractional d�erivatives are extensively used in many
scienti�c �elds and especially in the �eld of experimental rheology of solids�

In this paper models of polymeric and rubber materials are made of frac�
tional derivatives� Complex Young moduli of viscoelastic materials versus fre�
quency are �tted on experimental data� The fractional derivative is e
cient to
obtain� over a large range of frequencies� closed form expression of Young mo�
dulus� Inverse Fourier transform provides creep and relaxation function which
are signi�cant in slow transient motions�

Because of the small amount of data� fractional derivative is a useful tool
to analyse non linear behavior of viscoelastic materials�

�� Introduction

Dans la formulation des lois de comportement thermom�ecaniques des polym�eres
et �elastom�eres deux approches sont traditionnellement utilis�ees� La premi�ere� qui
est une description non param�etrique du ph�enom�ene� pr�esente l�avantage de s�af�
franchir de la mod�elisation mais r�eduit l�information �a un intervalle de temps �ou
de fr�equences� de faible amplitude� La deuxi�eme approche est une mod�elisation
param�etrique qui fournit� apr�es ajustement des param�etres sur les donn�ees exp�e�
rimentales� une connaissance du comportement rh�eologique du mat�eriau dans une
tr�es large gamme de fr�equences �ou de temps�� Le choix de la mod�elisation reste
ouvert� L�utilisation de la d�eriv�ee fractionnaire r�epond �a un souci de r�eduction du
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��� M� SOULA ET Y� CHEVALIER

nombre de param�etres de la loi de comportement m�ecanique du mat�eriau 	 quatre
ou cinq au plus au lieu d�une dizaine par les op�erateurs di
�erentiels classiques�

Les �elastom�eres travaillent fr�equemment sous pr�echarge 	 petites d�eformations
dynamiques autour d�une d�eformation statique importante �Cas des silent blocs par
exemple�� L�analyse du comportement se fait alors dans le cadre de la visco�elasticit�e
non lin�eaire� Bien que le probl�eme de mod�elisation g�en�erale reste encore ouvert� la
d�eriv�ee fractionnaire permet d�exploiter e�cacement les r�esultats exp�erimentaux
r�eduits� et ceci dans un contexte industriel�

Depuis plusieurs d�ecennies� de nombreux auteurs �

�� �
��� ���� �
��� �
��� ��� ont
utilis�e des mod�eles rh�eologiques �donc param�etriques� bas�es sur des arrangements
en s�erie ou en parall�ele de cellules �el�ementaires mod�elis�ees par des d�eriv�ees frac�
tionnaires� ces derni�eres rempla�cant les traditionnels ressorts et amortisseurs� La
d�eriv�ee fractionnaire peut en e
et �etre interpr�et�ee m�ecaniquement comme le pas�
sage continu de l��etat de ressort �exposant nul� �a celui d�amortisseur �exposant �egal
�a 
� comme l�a indiqu�e T� Vinh en 
��� ���� lors d�une �etude de quelques mod�eles
bas�es sur les d�eriv�ees fractionnaires�

Depuis les ann�ees �� cette formulation a int�eress�e un grand nombre de m�ecani�
ciens et de rh�eologues� citons Bagley et Torvik ���� ��� par exemple�


�
� Formulation math�ematique

On doit �a Leibniz �
���� ��� l�id�ee des d�eriv�ees fractionnaire �ou d�ordre non
entier�� La premi�ere grande th�eorie de la d�erivation fractionnaire est due �a Lou�
ville �
����� mais la formule la plus souvent utilis�ee aujourd�hui� dite int�egrale de
Riemann�Liouville� fut donn�ee par Riemann �
����� Sur ces aspects historiques� on
pourra se r�ef�erer aux travaux de S� Dugowson ����

L�op�erateur de d�eriv�ee fractionnaires d�une fonction temporelle 	 D�f�t�� peut
�etre d�e�ni par deux m�ethodes� Bien que ces deux d�e�nitions soient �equivalentes�
la deuxi�eme convient mieux dans les programmes de calcul �en �el�ements �nis par
exemple��


�
�
� Premi�ere d�efinition d�ecoulant des transform�ees int�egrales de

Laplace� Dans cette premi�ere d�e�nition� la d�eriv�ee d�ordre � � � d�une fonction
causale f�t� est donn�ee par l�int�egrale de Riemann�Liouville 	

D�f�t� �

Z t

�

�����

�����
f�t � ��d�� �
�
�

Lorsque � � �� la d�eriv�ee D�f�t� est d�e�nie par d�erivations aux ordres entiers
de la formule ci�dessus� De mani�ere �equivalente� on peut poser 	

D�f�t� � PF

Z t

�

�����

�����
f�t � ��d�� � � �� � ��N� �
���

o�u PF repr�esente la partie �nie de l�int�egrale �L� Schwartz�� � est la fonction fac�
torielle �ou Gamma� telle que 	

��a� �

Z
�

�

xa��e�xdx� ��a� � �� �
���

Remarque 
�
� on peut calculer ��a� pour a � � par cette int�egrale et par pro�
longement analytique avec la condition a � � non entier�


�
��� Deuxi�eme d�efinition �a partir de la d�eriv�ee d�ordre entier� Une
deuxi�eme d�e�nition de la d�eriv�ee fractionnaire d�une fonction f�t� fond�ee sur les
di
�erences �nies� �a �et�e donn�ee par J� Liouville �
��� A� K� Gr�unwald ���� Elle �equivaut
�a la pr�ec�edente en passant �a la limite quand le pas de discr�etisation h tend vers
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�� dans le cas o�u f est causale� tandis que dans le cas g�en�eral elle correspond au
choix� dans l�int�egrale de Riemann�Liouville� d�une borne inf�erieure �egale �a ���

Une d�e�nition plus g�en�erale que la pr�ec�edente peut �etre obtenue �a partir de la
d�e�nition classique de la d�eriv�ee d�ordre entier r�eel �J� Liouville �
��� A� K� Gr�unwald
���� 	

D�f�t� �
�X
k	�

��
�k
�

�
k

�
f�t � kh�� �
���

On peut se faire une id�ee de l��equivalence de ces deux d�e�nitions en utilisant la
d�e�nition donn�ee �a la fonction factorielle �ou Gamma� ���� par Gauss� soit 	

���� � lim
k��

k�k�

��� � 
������� k�
� �
���

La d�eriv�ee fractionnaire d�une fonction �a un instant t donn�e prend en compte les
valeurs de cette fonction �a tous les instants du pass�e� elle donne une caract�erisation
globale de la fonction f �


��� Domaines d�application

Les applications de la m�ethode �a d�erivation fractionnaire dans les sciences phy�
siques et les sciences de l�ing�enieur rel�event des contributions scienti�ques de ces
derni�eres d�ecennies� Cette m�ethode est utilis�ee comme outil de mod�elisation dans
plusieurs domaines �
���

En m�ecanique et en rh�eologie� l�application de la m�ethode �a d�erivation fraction�
naire pour mod�eliser le comportement des mat�eriaux trouve une base th�eorique
dans la th�eorie microstructurale de Rouse �
�� d�une part et elle s�appuie sur les
lois de la thermodynamique� Bagley et Torvik ��� d�autre part�

�� Loi de comportement �a base des d�eriv�ees fractionnaires en

r�egime harmonique

La loi de comportement �a base de d�eriv�ees fractionnaires liant les contraintes aux
d�eformations pour un mat�eriau visco�elastique en r�egime harmonique a �et�e propos�ee
par Vinh ���� �
����� Si nous prenons l�expression la plus simple en d�eriv�ees non
enti�eres� le module d�Young complexe E���� est donn�e� en fonction de �� par la
forme suivante ���� 	

E���� �
	����


����
� E�

nY
i	�

�
 � �jTi���i �

qY
k	�

�
 � �jTk���k �

���
�

dans laquelle Ti est une constante homog�ene �a un temps�
Si nous ne prenons que les premiers termes de la relation ���
�� le module d�Young

complexe peut prendre la forme suivante 	

E���� � E�

 � �jT�����


 � �jT
����
 �����

c�est l��ecriture la plus simple que l�on peut utiliser pour un mat�eriau repr�esent�e
par � param�etres� Dans ��� les exposants du num�erateur et du d�enominateur sont
�egaux �ici ��� pour satisfaire la condition de comportement asymptotique des solides
lorsque la pulsation � tend vers l�in�ni� En e
et on doit obtenir un module complexe
�ni 	

E� � E��jT�������jT
���� quand ����
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Remarque ��
� Le cas o�u les exposants au num�erateur et au d�enominateur sont
di
�erents correspond au comportement d�un !uide�

La loi de comportement liant la contrainte complexe 	� �a la d�eformation com�
plexe 
� prend alors la forme suivante 	

�
 � �jT����� �	���� � E� �
 � �jT
����� 
����� �����

Une deuxi�eme forme de la loi de comportement �a base des d�eriv�ees fractionnaires
�a trois dimensions liant les contraintes aux d�eformations pour un mat�eriau visco�
�elastique homog�ene et isotrope a �et�e propos�ee par Bagley et Torvik ��� et ��� �
�����
Cette loi prend la forme suivante 	�


 �
PK

k	� akD
�k
��


 �
PP

p	� bpD
�p
�
	mn�t� �

�mn

�

 �

PP
p	� bpD

�p
��

�� �
PJ

j	� �jD
�j

�P
k 
kk�t�

� �
�


 �
PK

k	� akD
�k
��


� �
PL

l	� 
jD
�l

�

mn�t��

�����

o�u �mn est le symbole de Kronecker� On assemble ainsi dans ����� les composantes
isotropes et d�eviatoires des tenseurs de contraintes et de d�eformations� 	mn et 
mn
sont respectivement les contraintes et d�eformations� D�k d�esigne l�op�erateur de la
d�eriv�ee fractionnaire au sens de Riemann�Liouville� d�e�ni pr�ec�edemment� � est la
fonction Gamma �relation ������� les param�etres �j� �k� �l� et �p sont tous inf�erieurs
�a 
� et ��� �j� ak� 
�� 
� et bp sont des constantes d�ependant du mat�eriau�

L�application de la transform�ee de Fourier �a la relation ������ nous donne la
relation suivante 	

	�mn��� � �mn�
����

X
k


�kk��� � �
����
�mn���� �����

o�u 	

����� �

�� �
JX
j	�

�j �j���j


 �
KX
k	�

ak �j���k

� �����


���� �


� �
LX
l	�


l �j���l


 �
PX
p	�

bp �j���p

� �����

avec 	 	�mn��� et 
�mn��� les transform�ees de Fourier de 	mn�t� et 
mn�t��
L��equation ����� est �equivalente �a l�int�egrale de convolution 	

	mn�t� � �mn

Z t

��

��t � � �
X
k

"
kk�� � d� � �

Z t

��


�t � � � "
mn�� � d� �����

o�u

��t� � F��
�
���j��

j�

�
et 
�t� � F��

�

��j��

j�

�
�����

d�esignent les transform�ees de Fourier inverses�
Pour caract�eriser un mat�eriau visco�elastique� on doit utiliser des essais dyna�

miques� Les essais vibratoires d�extension ou de torsion sur des tiges visco�elastiques
sont les plus simples� Dans ce cas� l�utilisation d�un mod�ele monodimensionnel est
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adopt�e et la relation ����� donne la loi de comportement de Bagley � Torvik sui�
vante 	

	�t� �
KX
k	�

akD
�k �	�t�� � E�
�t� �

LX
l	�

blD
�l �
�t�� � ���
��

o�u 	 �k et �l sont des valeurs fractionnaires comprises entre � et 
� 	�t� et 
�t� sont
respectivement les contraintes et d�eformations� t est la variable temps� ak et bl sont
des constantes caract�eristiques�

La relation ���
�� a �et�e utilis�ee dans les calculs en �el�ements �nis faisant intervenir
les �elastom�eres dans le comportement dynamique des pneumatiques�

Seuls les premiers termes de chaque s�erie de l��equation ���
�� sont pris en compte
pour de nombreux mat�eriaux� La loi de comportement s��ecrit donc 	

	�t� � aD� �	�t�� � E� 
�t� � bD� �
�t�� � ���

�

La transform�ee de Fourier de la relation ���

� donne l��equation suivante 	

�
 � a �j����	���� � �E� � b �j����
����� ���
��

qui s��ecrit encore sous la forme	

	���� � E����
����� ���
��

avec 	

E���� �
E� � b�j���


 � a�j���
� ���
��

le module d�Young complexe�
Les relations ���
��#���
�� pr�esentent un mod�ele �a d�eriv�ees fractionnaires du mo�

dule d�Young complexe des mat�eriaux visco�elastiques� Cette forme a �et�e utilis�ee par
Bagley et Torvik ���� ���� Les relations ���
��#���
�� sont �equivalentes �a la relation
����� utilis�ee par Vinh �����

Pour un solide visco�elastique lin�eaire le module complexe �a hautes fr�equences
doit �etre �ni� On distingue deux possibilit�es 	 il faut

# soit introduire un facteur multiplicatif �a la relation ���
��� ce qui donne la
nouvelle forme 	

E���� �
E� � b �j���


 � a �j���

 � a �j���


 � a �j���
� avec � �� ��

# soit prendre des valeurs �egales pour � et � et la relation ���
�� peut prendre
la forme suivante 	

E���� �
E� � b�j���


 � a�j���
� ���
��

Si nous posons

a �

�



��

��
et b �

�



��

��
� ���
��

il vient 	

E���� �
E� �

�
j�
��

��

 �

�
j�
��

�� � ���
��

Les exp�eriences montrent que cette relation peut su�re pour d�ecrire le compor�
tement des polym�eres et �elastom�eres� sauf dans le cas des mat�eriaux comportant
plusieurs zones de transitions di
�erentes�

G�en�eralement� les r�esultats exp�erimentaux se trouvent dans un intervalle faible
de fr�equences �� �a � d�ecades� et l�utilisation d�un mod�ele �a quatre param�etres rend
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l��etape d�identi�cation de ces param�etres rh�eologiques d�elicate� Pour faciliter cette
�etape� la nouvelle forme suivante du module complexe peut �etre utilis�ee �
��� �
���
�
�� 	

E���� �
E�

�

 � �

Z

�
j �
��

���

 �

�
j �
��

�� � ���
��

o�u

Z �
E�

E�
� ���
��

L�amortissement du mat�eriau est donn�e par 	 � � E����
E����

�o�u l�on a d�ecompos�e

E� � E� � jE
� et l�amortissement maximum �M est donn�e par 	

�M �
E
��M �

E���M �
�

�
� Z�Z��
 sin
�
��



�
�Z � �
 � Z�Z��
 cos

�
��



� � ������

ce qui donne 	

� �
�

�
arcsin

�
�M

�
��
� Z�Z��
 � �
� Z�
�
 � �
M ���


	
�
M�
 � Z�
�
� Z�




� ����
�

o�u �M est la pulsation correspondant �a l�amortissement maximum �M � �M est
li�e �a la variable adimensionnelle Z par la relation �M � Z��
� Ces formulations
permettent de mettre en place un protocole d�estimation des param�etres du mod�ele�

�� Identification des param�etres du mod�ele �a d�eriv�ees

fractionnaire�

La relation ���
�� repr�esente le module complexe d�un mat�eriau visco�elastique
par un mod�ele �a d�eriv�ees fractionnaires compos�e de quatre param�etres E�� Z� � et
���

Le trac�e du diagramme de Bode du module d�Young complexe fournit les va�
leurs asymptotiques E� et E�� ainsi que la valeur de l�amortissement maximum
�M � La relation ���
�� nous donne imm�ediatement la valeur du param�etre Z qui
permet �a son tour de d�eterminer � par la relation ����
�� Trois des quatre para�
m�etres du mod�ele sont ainsi obtenus quasiment imm�ediatement �a la lecture des
relev�es exp�erimentaux� La pulsation ��� dernier param�etre du mod�ele� est obtenue
en minimisant l��ecart quadratique moyen entre le module d�Young exp�erimental et
le module d�Young th�eorique� Ce processus d�optimisation conduit �a une relation
transcendante r�esolue par la m�ethode de Raphson#Newton �
��� La �gure 
 motre
l�organigramme d�identi�cation des param�etres du mod�ele �a d�eriv�ees fractionnaires�
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Mod�ele �a base des d�eriv�ees

fractionnaires �a � param�etres

Essais dynamiques

� �

D�etermination de E�� E� et Z

�

Calcul de l�amortissement max� �M et de la pente �

�

Evaluation de la pulsation de coupure ��
�

R�esultat � Mod�ele

Fig� � �� Les di��erentes �etapes de calcul des param�etres du mod�ele

�� Loi de comportement �a base des d�eriv�ees fractionnaires en

r�egime transitoire�

Ce probl�eme a fait l�objet de nombreuses �etudes en Rh�eologie� De nombreux
travaux� Alfrey �
�� Tobolsky ����� Schwartz�Staverman �
��� Ferry�Ninomiya ��� ont
permis de passer d�un r�egime �a l�autre�

Les pr�eoccupations des rh�eologues ne rejoignent pas forc�ement celles des m�eca�
niciens� En e
et les premiers veulent travailler sur des courbes dans une grande
gamme de fr�equence �plus de 
� d�ecades fr�equentielles� et �a partir de ces derni�eres
ils veulent obtenir les courbes temporelles dans une grande gamme de temps� On
comprend ais�ement que les formules ci�dessus font intervenir des variables log���
et log�� ��

En m�ecanique� les pr�eoccupations sont di
�erentes� Dans un certain nombre d�ap�
plications on s�int�eresse au domaine du temps court� Dans d�autres applications c�est
l�inverse� c�est le domaine des temps longs qui est retenu �
���

Nous tentons dans cet article d�adopter le point de vue du m�ecanicien et nous
pr�esenterons deux d�eveloppements asymptotiques di��erents selon le domaine tem�
porel choisi�

Les temps courts sont utilis�es dans les probl�emes dynamiques rapides� Le d�eve�
loppement asymptotique pour des temps courts �relaxation ou dynamique rapide�
est obtenu par l�utilisation de la transform�ee inverse de Laplace ou le d�eveloppement
de Heaviside�

Les temps longs� dans les probl�emes transitoires lents �!uage ou relaxation�� Le
d�eveloppement asymptotique pour des temps longs �!uage� est obtenu en utilisant
le contour de Bromwich�Wagner� ou de Sutton selon le cas�

Nous commen�cons par la m�ethode d�inversion directe de Madame Veysseyre ��
��
qui est une m�ethode exacte incluant comme cas particulier les deux d�eveloppements
asymptotique mentionn�es�

��
� M�ethode d�inversion directe de Mme Veysseyre

Cette m�ethode est g�en�erale� elle permet la d�etermination de la fonction de re�
laxation �a partir du module complexe en r�egime harmonique se trouvant dans une
gamme de fr�equences tr�es �etendue ����� �
���
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Le module d�Young complexe �relation ���
��� s��ecrit 	

E���� �
E� � E�

�
j �
��

��

 �

�
j �
��

�� � ���
�

ou encore 	

E���� �
E� � E� �T�p��


 � �T�p��
� avec p � j� et T� � 
���� �����

L�utilisation de l�int�egrale de Mellin�Fourier associ�ee �a un contour de Bromwich�
Wagner �equivalent �g� � permet de calculer la r�eponse indicielle ou encore la r�eponse
en r�egime transitoire E�t�� �a partir de l�image de Carson 	

E�t� �



�j�

Z c�j�

c�j�

etp
E��p�

p
dp� �����

Il s�agit de calculer une fonction multiforme ayant un point de branchement �a
l�origine� Pour rendre la fonction analytique nous adoptons un contour de Bromwich
muni d�une fente de �� �a �� Cette fonction est uniforme et holomorphe dans la
r�egion d�etermin�ee par le contour et sur le contour ce qui permet d�appliquer le
th�eor�eme de Cauchy 	 Z

C

g�z�dz � �� �����

ce qui revient �a �evaluer ����� par l�int�egrale ����� le long du contour �gure �� dans
le sens de la !�eche 	

E�t� �



�j�

�Z
C�

�

Z
DC

�

Z
BA

�

Z
C�

�
� �����

Fig� � �� Contour de Bromwich�Wagner

Quand le rayon de C� tend vers �� � l�int�egrale correspondante tend vers ��
Pour le contour C
� l�int�egrale tend vers 
 quand le rayon tend vers z�ero� Il reste
donc �a calculer 	

E�t� � 
 �



�j�

�Z
DC

�

Z
BA

�
 �����

sur le contour DC on pose

p � re�j� � �����
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sur le contour BA on pose

p � re�j�� �����

La fonction de relaxation E�t� est alors donn�ee par la relation �
�� 	

E�t� � E��t� � E
�t�� �����

tel que 	

E��t� � E�

n
e
�

t
T�

P
�

k	���
�k sin�k���k��

h
�F��
� 
 � �k� t

T�
� � �F��
� 
� �k� t

T�
�

�e
�

t
T�

�
t
T�

��k
��
� �k�

�

�

���
��

et

E
 � L��
�
T�
�

Z
p�E��p�

�
�

T�
�

Z




�����

Z t

�

�t � � �����E��� �d�� ���

�

���� D�eveloppement asymptotique de Heaviside pour des temps courts

Les temps courts correspondent �a jpj grand� soit jT�pj � 
� L�expression du
module �relation ������ complexe dans ces conditions peut �etre approch�ee par l�ex�
pression suivante ��a hautes fr�equences� 	

E��p� �
E��T�p��


 � �T�p��
� ���
��

et le d�eveloppement asymptotique de Heaviside pour des temps courts est donn�e
par �
�� 	

E�t� � E�

�
��t� �

�X
i	�

��
�i

T�i
�

t�i��

���i�

�
� ���
��

���� D�eveloppement asymptotique de Sutton pour des temps longs

Dans ce cas� nous supposons que jpj soit tel que jT�pj 	 
� Le module complexe
E��p� prend la forme approch�ee suivante �
�� 	

E��p� �
E�


 � �T�p��
� ���
��

et le d�eveloppement asymptotique de Sutton pour des temps longs est donn�ee par
la relation �
�� 	

E�t� � E�

�X
i	�

��
�i T�i
�

t��i��

����i�
� ���
��

�� Application �a un �elastom�ere

��
� Mod�elisation du module complexe par les d�eriv�ees

fractionnaires

Les essais dynamiques de vibrations longitudinales sur des tiges d�un �elastom�ere
�
��� �
�� donnent le module complexe et l�amortissement de ce mat�eriau en fonction
des fr�equences� La mod�elisation par les d�eriv�ees fractionnaires donne le mod�ele
suivant 	

E���� �

�

����


 � �
��
�

�
j�
���

�����

 �

�
j�
���

�����
�

GPa� ���
�

La �gure � montre les r�esultats de la mod�elisation du module complexe d�un �elas�
tom�ere�
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���� R�eponse en r�egime transitoire d�un �elastom�ere

Reprenons l��elastom�ere mod�elis�e en r�egime fr�equentiel dans le paragraphe pr�ec�e�
dent ��
� Le module d�Young de relaxation en fonction du temps est obtenu par la
relation ����� dans laquelle les param�etres du mod�ele ont pour valeur E� � 
Gpa�
� � ����� �� � ���Hz et E� � �� ��Gpa� La �gure � montre une bonne corr�ela�
tion entre le module d�Young de relaxation et ses estimations aux temps courts et
aux temps longs donn�ees par ���
�� et ���
�� respectivement�

�� Application au comportement visco�elastique non lin�eaire

Les �elastom�eres� qu�ils soient compacts ou cellulaires� voire composites� pr�e�
sentent un comportement m�ecanique complexe� Pour de faibles niveaux d�e
orts
ces mat�eriaux se d�eforment largement �de plusieurs centaines de $ parfois�� les
e
orts internes sont de plus d�ependants de la vitesse de sollicitation et de la tem�
p�erature� Le comportement thermom�ecanique de tels mat�eriaux doit �etre envisag�e
dans le cadre de la visco�elasticit�e non lin�eaire 	 non lin�earit�es g�eom�etriques mais
aussi non lin�earit�es comportementales� Un certains nombre de mod�eles permettent
de d�ecrire le comportement non lin�eaire de mat�eriaux� voir T� B�eda� Y� Chevalier
���� les plus r�ealistes sur le plan de l�utilisation faisant appel �a l�int�egrale d�h�er�edit�e
des milieux visco�elastiques� Dans bon nombre d�applications industrielles le mat�e�
riau est soumis �a une pr�echarge statique d�e�nie par une �elongation �� autour de
laquelle viennent se gre
er des vibrations caract�eris�ees par des petites d�eformations

�t�� C�est le cas par exemple des plots d�amarrage en �elastom�eres de structures vi�
brantes �machines tournantes� groupe moto�propulseur de v�ehicule� etc��� Dans le
domaine fr�equentiel� la loi de comportement est d�e�nie par une relation analogue �a
l��egalit�e ���
�� dans laquelle les param�etres E�� E�� �� et �l d�e�nissant le module
d�Young complexe �relation ���
�� d�ependent de l��elongation ��� Les essais sous pr�e�
charge ne peuvent s�e
ectuer que dans une bande de fr�equences tr�es r�eduite ��� ���
Hz dans le cas pr�esent� mais �a chaque �elongation ��� une mod�elisation par d�eriv�ee
fractionnaire permet d�extrapoler le comportement du mat�eriau entre � et 
� kHz
environ� Le tableau 
 d�ecrit l��evolution des param�etres du module d�Young com�
plexe �relation ���
��� d�un !uorosilicone� mat�eriau fortement amortissant� Cette
mod�elisation fait ressortir le comportement classique des �elastom�eres 	 l�amplitude
du module d�Young augmente avec la pr�echarge tandis que l�amortissement dimi�
nue�

�� E� �Mpa� � �� �Hz� �� �Hz�


 ��� ���� 

� ���
��� ��� ���� �� ���

Tableau 
 	 Evolution de la mod�elisation par d�eriv�ee fractionnaire
du module d�Young complexe d�un !uorosilicone

�� Conclusion

L��etude du comportement rh�eologique des polym�eres dans le domaine de la re�
versibilit�e est gouvern�e par la visco�elasticit�e �lin�eaire ou non� dont le probl�eme
essentiel est la caract�erisation m�ecanique de ces mat�eriaux� Le probl�eme reste com�
plexe car ces lois constitutives d�ependent du temps �ou de la fr�equence� et de la
temp�erature� si bien qu�aucun appareil ne peut fournir �a lui seul le comportement
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dans une large plage de temps et une large gamme de temp�erature� L�exp�erimenta�
teur a alors recours �a divers arti�ces tels que l�utilisation de plusieurs appareillages
ou la superposition temps�temp�eratures� La d�eriv�ee fractionnaire� qui autorise le
passage continu de l��etat de %ressort% �a celui %d�amortisseur%� est un outil pr�e�
cieux de mod�elisation en m�ecanique car il permet� �a pr�ecision �egale� de minimiser
le nombre de param�etres du mod�ele�

Cette mod�elisation� qui rencontre quelques r�eticences au niveau des utilisateurs
de logiciels de calcul de structures par �el�ements �nis �lourdeur des expressions
temporelles� ouvre cependant des perspectives int�eressantes dans l��etude des com�
portements rh�elogiques non lin�eaires des mat�eriaux�

Fig� � �� Module complexe d�un �elastom�ere � ���� r�esultats exp�e�
rimentaux� 	� mod�ele �a d�eriv�ees fractionnaires 
essai de traction�
compression��
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