ESAIM: PROCEEDINGS VoL. 5, 1998, 193-204
FRACTIONAL DIFFERENTIAL SYSTEMS:

MobDEeLs, METHODS AND APPLICATIONS

URL: HTTP://WWW.EMATH.FR/PROC/VOL.5/

LA DERIVEE FRACTIONNAIRE EN RHEOLOGIE DES
POLYMERES - APPLICATION AUX COMPORTEMENTS
ELASTIQUES ET VISCOELASTIQUES LINEAIRES ET NON
LINEAIRES DES ELASTOMERES

M. SOULA ET Y. CHEVALIER

REsuME. Les applications des méthodes basées sur les systémes différentiels
fractionnaires deviennent de plus en plus fréquentes dans de nombreux do-
maines scientifiques et en particulier dans le domaine de la rhéologie expéri-
mentale des solides.

Dans cet article, nous appliquons une méthode fondée sur les systémes
différentiels fractionnaires pour modéliser le comportement mécanique des po-
lymeéres et élastomeres. Il s’agit d’'une approche paramétrique ajustée sur des
résultats expérimentaux afin de modéliser le module d’Young complexe de
matériaux viscoélastiques en fonction de la fréquence. Cette utilisation de la
dérivée fractionnaire, économique en paramétres, permet de modéliser le ma-
tériau dans une large gamme de fréquences. Elle autorise en outre un passage
au régime temporel par transformée de Fourier inverse et permet également
I'obtention des fonctions de fluage et de relaxation, renseignements utiles dans
I’étude des phénomeénes transitoires lents.

Cette démarche est enfin extrémement utile dans ’analyse de la viscoélas-
ticité non linéaire (vibrations sous précharge), domaine ol les renseignements
expérimentaux sont extrémement réduits.

ABSTRACT. Applications of fractional dérivatives are extensively used in many
scientific fields and especially in the field of experimental rheology of solids.

In this paper models of polymeric and rubber materials are made of frac-
tional derivatives. Complex Young moduli of viscoelastic materials versus fre-
quency are fitted on experimental data. The fractional derivative is efficient to
obtain, over a large range of frequencies, closed form expression of Young mo-
dulus. Inverse Fourier transform provides creep and relaxation function which
are significant in slow transient motions.

Because of the small amount of data, fractional derivative is a useful tool
to analyse non linear behavior of viscoelastic materials.

1. INTRODUCTION

Dans la formulation des lois de comportement thermomécaniques des polymeéres
et élastomeres deux approches sont traditionnellement utilisées. La premiere, qui
est une description non paramétrique du phénomene, présente ’avantage de s’af-
franchir de la modélisation mais réduit 'information & un intervalle de temps (ou
de fréquences) de faible amplitude. La deuxiéme approche est une modélisation
paramétrique qui fournit, apres ajustement des parameétres sur les données expé-
rimentales, une connaissance du comportement rhéologique du matériau dans une
trés large gamme de fréquences (ou de temps). Le choix de la modélisation reste
ouvert. L’utilisation de la dérivée fractionnaire répond a un souci de réduction du

© Société de Mathématiques Appliquées et Industrielles. Typeset by ATEX.
M. Soula : IPEI de Mateur -7030 Mateur (Tunisie).
Y. Chevalier : ISMCM, LISMMA Groupe rhéologie et strucures, 3, Rue Fernand Hainaut -

93407 Saint Ouen, France. Email : chevalie@ismcm-cesti.fr.

Avrticle published by EDP Sciences and available at http://www.edpsciences.org/proc or http://dx.doi.org/10.1051/proc:1998007



http://www.edpsciences.org
http://www.edpsciences.org/proc
http://dx.doi.org/10.1051/proc:1998007

194 M. SOULA ET Y. CHEVALIER

nombre de parametres de la loi de comportement mécanique du matériau: quatre
ou cing au plus au lieu d’une dizaine par les opérateurs différentiels classiques.

Les élastomeéres travaillent fréquemment sous précharge : petites déformations
dynamiques autour d’une déformation statique importante (Cas des silent blocs par
exemple). L’analyse du comportement se fait alors dans le cadre de la viscoélasticité
non linéaire. Bien que le probléme de modélisation générale reste encore ouvert, la
dérivée fractionnaire permet d’exploiter efficacement les résultats expérimentaux
réduits, et ceci dans un contexte industriel.

Depuis plusieurs décennies, de nombreux auteurs [11], [19], [5], [13], [12], [7] ont
utilisé des modéles rhéologiques (donc paramétriques) basés sur des arrangements
en série ou en parallele de cellules élémentaires modélisées par des dérivées frac-
tionnaires, ces derniéres remplacant les traditionnels ressorts et amortisseurs. La
dérivée fractionnaire peut en effet étre interprétée mécaniquement comme le pas-
sage continu de ’état de ressort (exposant nul) & celui d’amortisseur (exposant égal
a 1) comme I’a indiqué T. Vinh en 1967 [22] lors d’une étude de quelques modéles
basés sur les dérivées fractionnaires.

Depuis les années 80 cette formulation a intéressé un grand nombre de mécani-
ciens et de rhéologues, citons Bagley et Torvik [3], [2] par exemple.

1.1. FORMULATION MATHEMATIQUE

On doit & Leibniz (1665) [9] 'idée des dérivées fractionnaire (ou d’ordre non
entier). La premiére grande théorie de la dérivation fractionnaire est due & Lou-
ville (1832), mais la formule la plus souvent utilisée aujourd’hui, dite intégrale de
Riemann-Liouville, fut donnée par Riemann (1847). Sur ces aspects historiques, on
pourra se référer aux travaux de S. Dugowson [6].

L’opérateur de dérivée fractionnaires d’une fonction temporelle: D f(t), peut
étre défini par deux méthodes. Bien que ces deux définitions soient équivalentes,
la deuxiéme convient mieux dans les programmes de calcul (en éléments finis par
exemple).

1.1.1. PREMIERE DEFINITION DECOULANT DES TRANSFORMEES INTEGRALES DE
LAPLACE. Dans cette premiere définition, la dérivée d’ordre a < 0 d’une fonction
causale f(t) est donnée par 'intégrale de Riemann-Liouville:

DS(t) = /0 t ﬁ:;l)ﬂt — &)de. (1.1)

Lorsque o > 0, la dérivée D*f(t) est définie par dérivations aux ordres entiers
de la formule ci-dessus. De maniére équivalente, on peut poser :

t g—oc—l

Df(t) = PF/O F(_a)f(t —€)d¢, >0, o ¢ N, (1.2)

ol PF représente la partie finie de I'intégrale (L. Schwartz), T' est la fonction fac-
torielle (ou Gamma) telle que :

I'(a)= /000 e e dx, R(a) > 0. (1.3)

REMARQUE 1.1. on peut calculer T'(a) pour a < 0 par cette intégrale et par pro-
longement analytique avec la condition @ = a non entier.

1.1.2. DEUXIEME DEFINITION A PARTIR DE LA DERIVEE D’ORDRE ENTIER. Une
deuxiéme définition de la dérivée fractionnaire d’une fonction f(t) fondée sur les
différences finies, & été donnée par J. Liouville [10], A. K. Grinwald [8]. Elle équivaut
a la précédente en passant a la limite quand le pas de discrétisation A tend vers
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0, dans le cas ou f est causale, tandis que dans le cas général elle correspond au

choix, dans I'intégrale de Riemann-Liouville, d’une borne inférieure égale & —ooc.
Une définition plus générale que la précédente peut étre obtenue a partir de la

définition classique de la dérivée d’ordre entier réel (J. Liouville [10], A. K. Grinwald

[8]) :
i ( )f(t — kh). (1.4)

On peut se faire une idée de I’équivalence de ces deux définitions en utilisant la
définition donnée & la fonction factorielle (ou Gamma) T'(a) par Gauss, soit:

T klke
im )
k—oo a4+ 1)...(a + k)

Ta) = (1.5)

La dérivée fractionnaire d’une fonction a un instant ¢ donné prend en compte les
valeurs de cette fonction a tous les instants du passé, elle donne une caractérisation
globale de la fonction f.

1.2. DOMAINES D’APPLICATION

Les applications de la méthode & dérivation fractionnaire dans les sciences phy-
siques et les sciences de I'ingénieur relévent des contributions scientifiques de ces
derniéres décennies. Cette méthode est utilisée comme outil de modélisation dans
plusieurs domaines [14].

En mécanique et en rhéologie, I'application de la méthode & dérivation fraction-
naire pour modéliser le comportement des matériaux trouve une base théorique
dans la théorie microstructurale de Rouse [12] d’une part et elle s’appuie sur les
lois de la thermodynamique, Bagley et Torvik [3] d’autre part.

2. LOI DE COMPORTEMENT A BASE DES DERIVEES FRACTIONNAIRES EN
REGIME HARMONIQUE

La loi de comportement & base de dérivées fractionnaires liant les contraintes aux
déformations pour un matériau viscoélastique en régime harmonique a été proposée
par Vinh [22] (1967). Si nous prenons ’expression la plus simple en dérivées non
entiéres, le module d’Young complexe E*(w) est donné, en fonction de w, par la
forme suivante [22]:

H 1+ (jTiw)™)

q
H 14 (JTw)ex)
k=1

dans laquelle T; est une constante homogeéne & un temps.
Si nous ne prenons que les premiers termes de la relation (2.1), le module d’Young
complexe peut prendre la forme suivante :

L+ (jTiw)*r
T+ (jThw)™’
c’est I’écriture la plus simple que 'on peut utiliser pour un matériau représenté
par 4 parametres. Dans (7) les exposants du numérateur et du dénominateur sont
égaux (ici arp) pour satisfaire la condition de comportement asymptotique des solides
lorsque la pulsation w tend vers 'infini. En effet on doit obtenir un module complexe

fini :

B (w) = (2.2)

Foo = Eo(jTiw)? /(jTow)™* quand w — oo.
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196 M. SOULA ET Y. CHEVALIER

REMARQUE 2.1. Le cas ol les exposants au numérateur et au dénominateur sont
différents correspond au comportement d’un fluide.

La loi de comportement liant la contrainte complexe ¢* & la déformation com-
plexe ¢* prend alors la forme suivante :

(14 (jTww)*) o™ (w) = Eo (1 + (jTow)™) £"(w). (2.3)

Une deuxiéme forme de la loi de comportement a base des dérivées fractionnaires
a trois dimensions liant les contraintes aux déformations pour un matériau visco-
élastique homogéne et isotrope a été proposée par Bagley et Torvik [3] et [2] (1984).
Cette loi prend la forme suivante :
K P
(1 + 2 k=1 akDﬁk) (1 + Zp:l prﬁ,,) T (1) =
P J v
b (14 0ey 6,07 ) (Mo + 72y A D% ) 2 () (2.4)
K L
+2 (14 S0 D) (o + S, 1,0%) ema (1),
oll 8y, est le symbole de Kronecker. On assemble ainsi dans (2.4) les composantes
isotropes et déviatoires des tenseurs de contraintes et de déformations. 0., et €mp
sont respectivemnent les contraintes et déformations, D% désigne 'opérateur de la
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, défini précédemment, ' est la
fonction Gamma (relation (2.4)), les parametres «;, Bk, aq, et 8, sont tous inférieurs
al, et Ao, A, ar, fto, p1 et b, sont des constantes dépendant du matériau.

L’application de la transformée de Fourier & la relation (2.4), nous donne la
relation suivante :

Oran (@) = S X (0) D i (W) + 207 (), (), (2.5)

ou:

J
Ao+ DN (Gw)*s
j=1

A (w) = < , (2.6)
14 Z ag (jw)Pr
po+ Y pu (jo)™

p(w) = = ; (2.7)

P
L+ by (jw)Pe
p=1

avec: o, (w) et ek (w) les transformées de Fourier de opn(t) et emn (t).
L’équation (2.4) est équivalente & I'intégrale de convolution :

Trn (1) :(smn/ At —7) > Epi(7) dr—|—2/ f(t —7) émn(r)dr  (2.8)

— 00
ol
A (Jw *(jw
a0 =7 () ey = () 29)
Jw Jw
désignent les transformées de Fourier inverses.
Pour caractériser un matériau viscoélastique, on doit utiliser des essais dyna-

miques. Les essais vibratoires d’extension ou de torsion sur des tiges viscoélastiques
sont les plus simples. Dans ce cas, 'utilisation d’un modeéle monodimensionnel est
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adopté et la relation (2.4) donne la loi de comportement de Bagley - Torvik sui-
vante :

o(t) + > arD™ (o(t)) = Eoc(t) + > biD” (2(1)) (2.10)

oll: ay, et §; sont des valeurs fractionnaires comprises entre 0 et 1, o(¢) et £(¢) sont
respectivement les contraintes et déformations, ¢ est la variable temps, aj et b; sont
des constantes caractéristiques.

La relation (2.10) a été utilisée dans les calculs en éléments finis faisant intervenir
les élastomeres dans le comportement dynamique des pneumatiques.

Seuls les premiers termes de chaque série de I’équation (2.10) sont pris en compte
pour de nombreux matériaux. La loi de comportement s’écrit donc:

o(t)+aD¥(c(t)) = Ege(t) + b DP (e(2)) . (2.11)
La transformée de Fourier de la relation (2.11) donne I’équation suivante :
(1 4+ a(jw)*)o* (W) = (Eo + b (jw)?)e* (w), (2.12)
qui s’écrit encore sous la forme:
o™ (w) = E* (w)e™ (w), (2.13)
avec:
Ey + b(jw)?
E*(w) = % (2.14)

le module d’Young complexe.

Les relations (2.13)—(2.14) présentent un modéle & dérivées fractionnaires du mo-
dule d’Young complexe des matériaux viscoélastiques. Cette forme a été utilisée par
Bagley et Torvik [3], [2]. Les relations (2.13)—(2.14) sont équivalentes & la relation
(2.2) utilisée par Vinh [22].

Pour un solide viscoélastique linéaire le module complexe & hautes fréquences
doit étre fini. On distingue deux possibilités: il faut

— soit introduire un facteur multiplicatif & la relation (2.14), ce qui donne la
nouvelle forme:
Eo+b(jw)? 1+ a(jw)®
B (w) = - ——, avec « ,
) 1+a(jw)®* 1+4a(jw)? o
— soit prendre des valeurs égales pour « et 3 et la relation (2.14) peut prendre
la forme suivante:

. Eo +b(jw)®
E : 2.15
@) = T (215)

Si nous posons

a= (i) et b= (i) , (2.16)

“o w1

il vient :
jw o
* _ EO T (wl)

E*(w) (2.17)

Les expériences montrent que cette relation peut suffire pour décrire le compor-
tement des polymeres et élastomeres, sauf dans le cas des matériaux comportant
plusieurs zones de transitions différentes.

Généralement, les résultats expérimentaux se trouvent dans un intervalle faible
de fréquences (2 & 4 décades) et I'utilisation d’un modéle & quatre paramétres rend
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198 M. SOULA ET Y. CHEVALIER

I’étape d’identification de ces parametres rhéologiques délicate. Pour faciliter cette
étape, la nouvelle forme suivante du module complexe peut étre utilisée [14], [15],

[16]:

Bo(1+% () )
E*(w) = = , (2.18)
L+ ()
ol
Ey
J=—. 2.19
- (2.19)
[’amortissement du matériau est donné par: n = %%% (ot 'on a décomposé

E* = E1 + jE3) et Pamortissement maximum 537 est donné par :

= EZ(WM) — (1 — Z)Zl/z sin (OCZ_W> (2 20)
Ei(wy)  2Z4(1+ Z)Z' 2 cos (&F) '

ce qui donne:

mar [200 = 2) 212 + (1= 2)2(1 + 3 )V/?]
w1+ 27 (1= 27 |

(2.21)

o = — arcsin
T

ol wpys est la pulsation correspondant a ’amortissement maximum 7. wpyy est
lié & la variable adimensionnelle Z par la relation wy = Z%/%. Ces formulations
permettent de mettre en place un protocole d’estimation des paramétres du modéle.

3. IDENTIFICATION DES PARAMETRES DU MODELE A DERIVEES
FRACTIONNAIRE.

La relation (2.18) représente le module complexe d’un matériau viscoélastique
par un modele a dérivées fractionnaires composé de quatre parametres Fy, 7, a et
Wo.

Le tracé du diagramme de Bode du module d’Young complexe fournit les va-
leurs asymptotiques Ey et F.., ainsi que la valeur de I’amortissement maximum
nar. La relation (2.19) nous donne immédiatement la valeur du paramétre 7 qui
permet & son tour de déterminer « par la relation (2.21). Trois des quatre para-
metres du modéle sont ainsi obtenus quasiment immédiatement & la lecture des
relevés expérimentaux. La pulsation wg, dernier parametre du modele, est obtenue
en minimisant ’écart quadratique moyen entre le module d’Young expérimental et
le module d’Young théorique. Ce processus d’optimisation conduit & une relation
transcendante résolue par la méthode de Raphson—-Newton [17]. La figure 1 motre
I’organigramme d’identification des parametres du modele & dérivées fractionnaires.
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Modeéle a base des dérivées Essais dynamiques
fractionnaires & 4 parameétres
] ]
‘ Détermination de Ey, E., et Z ‘
1
‘ Calcul de I’amortissement max. s et de la pente o ‘
1
‘ Evaluation de la pulsation de coupure wy ‘
1

‘ Résultat: Modele ‘

Fic. 1 —. Les différentes étapes de calcul des paramétres du modéle

4. LoI DE COMPORTEMENT A BASE DES DERIVEES FRACTIONNAIRES EN
REGIME TRANSITOIRE.

Ce probléeme a fait ’objet de nombreuses études en Rhéologie. De nombreux
travaux, Alfrey [1], Tobolsky [20], Schwartz-Staverman [18], Ferry-Ninomiya [7] ont
permis de passer d’un régime a 'autre.

Les préoccupations des rhéologues ne rejoignent pas forcément celles des méca-
niciens. En effet les premiers veulent travailler sur des courbes dans une grande
gamme de fréquence (plus de 10 décades fréquentielles) et & partir de ces derniéres
ils veulent obtenir les courbes temporelles dans une grande gamme de temps. On
comprend aisément que les formules ci-dessus font intervenir des variables log(w)
et log(7).

En mécanique, les préoccupations sont différentes. Dans un certain nombre d’ap-
plications on s’intéresse au domaine du temps court. Dans d’autres applications c’est
I'inverse, c’est le domaine des temps longs qui est retenu [17].

Nous tentons dans cet article d’adopter le point de vue du mécanicien et nous
présenterons deux développements asymptotiques différents selon le domaine tem-
porel choisi.

Les temps courts sont utilisés dans les problemes dynamiques rapides. Le déve-
loppement asymptotique pour des temps courts (relaxation ou dynamique rapide)
est obtenu par 1'utilisation de la transformée inverse de Laplace ou le développement
de Heaviside.

Les temps longs, dans les problémes transitoires lents (fluage ou relaxation). Le
développement asymptotique pour des temps longs (fluage) est obtenu en utilisant
le contour de Bromwich-Wagner, ou de Sutton selon le cas.

Nous commengons par la méthode d’inversion directe de Madame Veysseyre [21],
qui est une méthode exacte incluant comme cas particulier les deux développements
asymptotique mentionnés.

4.1. METHODE D’INVERSION DIRECTE DE MME VEYSSEYRE

Cette méthode est générale, elle permet la détermination de la fonction de re-
laxation & partir du module complexe en régime harmonique se trouvant dans une
gamme de fréquences treés étendue [22], [17].
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Le module d’Young complexe (relation (2.18)) s’écrit :

(m)

, avec p= jw et Ty = 1/wg. (4.2)

B (w) = (4.1)

ou encore :
I (w) _ EO + Eoo (Tg(p)a
1+ (Top)
L’utilisation de 'intégrale de Mellin-Fourier associée a4 un contour de Bromwich-
Wagner équivalent fig. 2 permet de calculer la réponse indicielle ou encore la réponse
en régime transitoire E(t), a partir de I'image de Carson :

E(t) = L /:Hoo e'? %(mdp. (4.3)

2j7T —joo

Il s’agit de calculer une fonction multiforme ayant un point de branchement a
I’origine. Pour rendre la fonction analytique nous adoptons un contour de Bromwich
muni d’une fente de —oco & 0. Cette fonction est uniforme et holomorphe dans la
région déterminée par le contour et sur le contour ce qui permet d’appliquer le
théoreme de Cauchy :

/Cg(z)dz =0, (4.4)

ce qui revient & évaluer (4.3) par I'intégrale (4.4) le long du contour figure 2, dans

le sens de la ﬂeche .
.] Cy C Co . .

C#] o

C-] e

Fia. 2 —. Contour de Bromwich-Wagner

Quand le rayon de C; tend vers +oo , 'intégrale correspondante tend vers 0.
Pour le contour Cs, l'intégrale tend vers 1 quand le rayon tend vers zéro. Il reste

donc a calculer :
Et / / ] 4.6
0 2177 [ Dc  JBA (4.6)

sur le contour DC on pose

p=reiT, (4.7
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sur le contour BA on pose
p=reti™, (4.8)
La fonction de relaxation E(t) est alors donnée par la relation [14]:
E(t) = E1(t) + Ea(t), (4.9)
tel que:
Bi(t) = By {e—T’—u S0 (— 1)k inthina) {1F1(1, Lt ak, ) + 1Fi(1,1— ak, £)

e T (%})akru—ak)]}, (4.10)

et

By =Lt [%po‘El(p)] = %F(ia) /0 (t — )"t E (r)dr. (4.11)

4.2. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE HEAVISIDE POUR DES TEMPS COURTS

Les temps courts correspondent & |p| grand, soit |Tpp| > 1. L’expression du
module (relation (4.2)) complexe dans ces conditions peut étre approchée par I'ex-
pression suivante (& hautes fréquences) :

Eo (Top)®
1+ (Top)>’
et le développement asymptotique de Heaviside pour des temps courts est donné
par [14]:

E*(p) = (4.12)

E(l)= E ( +§: Zta”). (4.13)

4.3. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE SUTTON POUR DES TEMPS LONGS
Dans ce cas, nous supposons que |p| soit tel que |Typ| < 1. Le module complexe
E*(p) prend la forme approchée suivante [14]:
Eq
1 —|— (Top)a ’

et le développement asymptotique de Sutton pour des temps longs est donnée par
la relation [14]:

B (p) = (4.14)

toczl

= E, Z ) : (4.15)

I'(—ai)

5. APPLICATION A UN ELASTOMERE

5.1. MODELISATION DU MODULE COMPLEXE PAR LES DERIVEES
FRACTIONNAIRES

Les essais dynamiques de vibrations longitudinales sur des tiges d’un élastomere
[15], [16] donnent le module complexe et ’amortissement de ce matériau en fonction
des fréquences. La modélisation par les dérivées fractionnaires donne le modéle
suivant :

O

E*(w) = (1 005 +323<J50) )GPa. (5.1)

(650)

La figure 3 montre les résultats de la modélisation du module complexe d’un élas-
tomere.
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5.2. REPONSE EN REGIME TRANSITOIRE D'UN ELASTOMERE

Reprenons 1’élastomere modélisé en régime fréquentiel dans le paragraphe précé-
dent 5.1. Le module d’Young de relaxation en fonction du temps est obtenu par la
relation (4.9) dans laquelle les paramétres du modéle ont pour valeur Ey = 1 Gpa,
a = 0.6, wy = 6560 Hz et Eoy, = 3,23 Gpa. La figure 4 montre une bonne corréla-
tion entre le module d’Young de relaxation et ses estimations aux temps courts et
aux temps longs données par (4.13) et (4.15) respectivement.

6. APPLICATION AU COMPORTEMENT VISCOE’)LASTIQUE NON LINEAIRE

Les élastomeres, qu’ils soient compacts ou cellulaires, voire composites, pré-
sentent un comportement mécanique complexe. Pour de faibles niveaux d’efforts
ces matériaux se déforment largement (de plusieurs centaines de % parfois), les
efforts internes sont de plus dépendants de la vitesse de sollicitation et de la tem-
pérature. Le comportement thermomécanique de tels matériaux doit étre envisagé
dans le cadre de la viscoélasticité non linéaire: non linéarités géométriques mais
aussi non linéarités comportementales. Un certains nombre de modéles permettent
de décrire le comportement non linéaire de matériaux, voir T. Béda, Y. Chevalier
[4], les plus réalistes sur le plan de 'utilisation faisant appel & ’intégrale d’hérédité
des milieux viscoélastiques. Dans bon nombre d’applications industrielles le maté-
riau est soumis a une précharge statique définie par une élongation Ay autour de
laquelle viennent se greffer des vibrations caractérisées par des petites déformations
£(t). C’est le cas par exemple des plots d’amarrage en élastomeres de structures vi-
brantes (machines tournantes, groupe moto-propulseur de véhicule, etc.). Dans le
domaine fréquentiel, la loi de comportement est définie par une relation analogue a
I’égalité (2.13) dans laquelle les parametres Ey, Feo,wy et w; définissant le module
d’Young complexe (relation (2.17) dépendent de I’élongation Ag. Les essais sous pré-
charge ne peuvent s’effectuer que dans une bande de fréquences tres réduite (0, 200
Hz dans le cas présent) mais & chaque élongation Ag, une modélisation par dérivée
fractionnaire permet d’extrapoler le comportement du matériau entre 0 et 10 kHz
environ. Le tableau 1 décrit 1’évolution des parameétres du module d’Young com-
plexe (relation (2.17)) d’un fluorosilicone, matériau fortement amortissant. Cette
modélisation fait ressortir le comportement classique des élastomeéres : I’amplitude
du module d’Young augmente avec la précharge tandis que ’amortissement dimi-
nue.

Ao Ey (Mpa) ey wo (Hz) w;y (Hz)

1 5.8 0.96 110 750
0.8 8.0 0.75 35 800

Tableau 1: Evolution de la modélisation par dérivée fractionnaire
du module d’Young complexe d’un fluorosilicone

7. CONCLUSION

L’étude du comportement rhéologique des polymeéres dans le domaine de la re-
versibilité est gouverné par la viscoélasticité (linéaire ou non) dont le probléme
essentiel est la caractérisation mécanique de ces matériaux. Le probléme reste com-
plexe car ces lois constitutives dépendent du temps (ou de la fréquence) et de la
température, si bien qu’aucun appareil ne peut fournir a lui seul le comportement
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dans une large plage de temps et une large gamme de température. L expérimenta-
teur a alors recours a divers artifices tels que I'utilisation de plusieurs appareillages
ou la superposition temps-températures. La dérivée fractionnaire, qui autorise le
passage continu de D’état de ”ressort” & celui ”d’amortisseur”, est un outil pré-
cieux de modélisation en mécanique car il permet, a précision égale, de minimiser
le nombre de parameétres du modele.

Cette modélisation, qui rencontre quelques réticences au niveau des utilisateurs
de logiciels de calcul de structures par éléments finis (lourdeur des expressions
temporelles) ouvre cependant des perspectives intéressantes dans 1’étude des com-
portements rhélogiques non linéaires des matériaux.
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Fia. 3 —. Module complexe d’un élastomére - ***: résultats expé-
rimentaur, —: modéle & dérivées fractionnaires (essai de traction-
compression).
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