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COMMANDE DIFFUSIVE D�UNE MACHINE �ELECTRIQUE�

UNE INTRODUCTION

PIERRE BIDAN

Abstract� We present� on the example of control of a DC motor� a new
method for designing robust control laws� based on the approach described
in ���� This method consists in improving the performances of a pre�de�ned
classical control by adding an optimized �di	usive transfer� into the loop� The
aim is not to develop this method in a general way� but rather to highlight
the principle on a simple case� the optimal di	usive controller of which is of
fractional type�

R�esum�e� On propose� sur l
exemple particulier d
un variateur de vitesse �a mo�
teur �a courant continu� une voie nouvelle de synth�ese de commande robuste�
bas�ee sur une approche d�ecrite dans ���� De mani�ere tr�es sch�ematique� la m�eth�
ode consiste� �a partir d
une loi de commande traditionnelle� d
am�eliorer cette
derni�ere par l
adjonction d
un �transfert di	usif� optimis�e� L
objectif de la
communication n
est pas de d�evelopper cette m�ethode dans toute sa g�en�eral�
it�e� mais plut
ot d
en pr�esenter la d�emarche et certains aspects fondamentaux
sur un cas simple pour lequel le correcteur di	usif optimal est de type frac�
tionnaire�

�� Introduction

Le domaine du g�enie �electrique qui traite des convertisseurs d��energie et de leur
utilisation a toujours constitu�e un domaine d�application privil�egi�e pour les m�eth�
odes de contr�ole propos�ees par l�automatique ���� Qu�il s�agissent de convertis�
seurs statiques	 tel que les alimentations 
a d�ecoupage	 ou encore �electrom�ecaniques	
comme les machines �electriques utilis�ees dans divers dispositifs d�entra��nement	 les
mod
eles du processus 
a commander sont bien �etablis et l��elaboration de structures
de commande doit	 dans la majorit�e des cas	 int�egrer des crit
eres de robustesse des
performances vis 
a vis de variations de param
etres�
Nous proposons ici	 sur l�exemple particulier d�un variateur de vitesse 
a moteur


a courant continu �mcc
	 une voie nouvelle de synth
ese de commande robuste	
propos�ee par G� Montseny	 J� Audounet et J� Bernussou dans ���� De mani
ere tr
es
sch�ematique	 la m�ethode consiste	 
a partir d�une loi de commande traditionnelle	
�eventuellement �elabor�ee en prenant d�ej
a en compte des imp�eratifs de robustesse	
de tenter d�am�eliorer encore cette derni
ere par l�adjonction d�un �transfert di�usif�
optimis�e� L�objectif de la communication n�est pas de d�evelopper cette m�ethode
dans toute sa g�en�eralit�e	 mais plut�ot d�en pr�esenter la d�emarche et certains aspects
fondamentaux sur un cas simple pour lequel le correcteur di�usif optimal est de
type fractionnaire�
A ce titre	 ce correcteur peut �etre rapproch�e	 dans ses caract�eristiques	 des con�

tr�oleurs bien connus d�evelopp�es dans ����	 ���� N�eanmoins	 la d�emarche en est
di��erente	 dans la mesure o
u	 d�une part	 l�objectif de robustesse peut �etre ex�
prim�e sous la forme d�un probl
eme standard	 d�autre part l�optimisation porte sur
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�� PIERRE BIDAN

une classe �etendue de contr�oleurs ayant une structure d�espace vectoriel	 contraire�
ment aux op�erateurs fractionnaires� Cette classe	 bien adapt�ee 
a l�optimisation
num�erique �et qui contient tous les op�erateurs fractionnaires
	 est �etudi�ee dans
����� Ainsi	 dans le cas pr�esent	 la position du probl
eme de contr�ole correspondant
s�exprime concr�etement sous forme d�optimisation par rapport 
a un vecteur de
Rn	 sans qu�aucune r�ef�erence a priori 
a un correcteur de type fractionnaire ne soit
n�ecessaire	 de tels contr�oleurs pouvant �etre obtenus a posteriori comme solutions
optimales	 construites par voie num�erique�
Dans le cas particulier consid�er�e ici	 il est mis en �evidence que les contr�oleurs

fractionnaires jouent un r�ole central vis 
a vis d�une fonctionnelle particuli
ere	 con�
struite 
a partir de propri�et�es d�invariance d�une �equation di��erentielle fractionnaire�
Bien �evidemment ceci ne peut �etre �etendu au cas g�en�eral que dans le cadre introduit
dans ����	 la nature sp�eci�quement fractionnaire �etant directement li�ee 
a la forme
simpli��ee du mod
ele consid�er�e	 bien adapt�e 
a un grand nombre de probl
emes de
commande dans le domaine des convertisseurs d��energie �electrique�
L�article est organis�e en trois parties� Dans un premier temps	 on pr�esente le

probl
eme de la commande d�un variateur de vitesse dans un contexte simpli��e�
On construit sur la base de ce mod
ele	 une commande classique lin�eaire de type
PI	 ainsi qu�une commande bas�ee sur un compensateur fractionnaire� Ensuite	 on
pr�esente de fa�con simpli��ee	 la probl�ematique du �contr�ole di�usif�	 introduit dans
���� En�n	 on applique cette approche au probl
eme de commande du r�egulateurs de
vitesse pr�ec�edemment introduit	 a�n d�illustrer la pertinence de l�approche di�usive
dans un cadre �etendu incluant les compensateurs fractionnaires�

�� Description et commande d�un variateur de vitesse

Les variateurs de vitesse �electriques sont utilis�es dans de nombreux disposi�
tifs technologiques pour assurer di��erentes fonctions � traction	 levage	 d�erouleur�
enrouleur	 pompage	 etc� La structure de base de ces variateurs associ�es 
a leur
commande est repr�esent�ee sur la �gure �	 dans le cas o
u la machine �electrique est

a courant continu et 
a aimants permanents� Il ne s�agit pas	 bien s�ur	 du seul type
de machine employ�e	 mais c�est celui qui permet de simpli�er la ma��trise du cou�
ple m�ecanique qu�elle produit	 contrairement aux machines 
a courants alternatifs	
synchrone ou asynchrone	 qui n�ecessitent un dispositif	 dit �d�autopilotage�	 pour
contr�oler cette variable et dont la description d�eborderait le cadre de cet article�
La tension r�eglable u d�elivr�ee par l�alimentation �constitu�ee par un hacheur � ou �
quadrants
 permet d�agir sur le courant i dans l�induit de la machine et par voie de
cons�equence sur le couple C qu�elle produit sur son axe	 a�n d�entra��ner une charge
m�ecanique variable�

Figure �� Architecture d�un variateur de vitesse
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L�objectif principal de la commande est d�assurer que la vitesse de rotation � de
l�axe de la machine suive une vitesse de consigne �ou de r�ef�erence
 �c� �eventuelle�
ment variable � il s�agit donc d�un asservissement de vitesse dans lequel se posent
des probl
emes de poursuite �suivi de la consigne
 et de r�egulation �rejet de pertur�
bations sur le couple de charge
�

���� Mod�ele du processus �a commander

Le sch�ema fonctionnel de la �gure � permet de rappeler le mod
ele couramment
utilis�e	 sous forme symbolique � p est la variable de Laplace	 �e �

L
r
la constante

de temps �electrique de la machine �L inductance et r r�esistance de l�induit
	 la
force �electromotrice	 J le moment d�inertie de l�ensemble machine � charge	 kc la
constante de couple et Cs un couple perturbateur� Il s�agit d�un mod
ele lin�eaire	
mais dans lequel l�inertie J peut varier� La dynamique propre de l�alimentation
n�est pas d�ecrite 
a ce stade	 mais 
a �et�e prise en compte au niveau de la synth
ese
des correcteurs et de la simulation du syst
eme� Il est int�eressant de noter que	 pour
une machine 
a aimants permanents	 le couple est directement proportionnel au
courant traversant le moteur� On notera la pr�esence d�une boucle de contre�r�eaction
intrins
eque au fonctionnement de cette machine d�ue 
a la force �electromotrice em�

Figure �� Mod
ele du processus

���� Structure et r�eglage d�un contr�oleur traditionnel

Comme le rappelle la �gure �	 la structure tr
es largement employ�ee pour le
contr�oleur est constitu�ee de deux boucles imbriqu�ees et correspond 
a une struc�
ture particuli
ere de retour d��etat� La premi
ere	 rapide	 est une boucle interne de
courant �cf� �g� �
 qui permet de contr�oler le couple et de rejeter l�in�uence de
la force �electromotrice� En n�egligeant la pr�esence du �ltre employ�e sur la mesure
du courant	 l�induit de la machine a un comportement dominant du premier ordre
et le type de correcteur employ�e est g�en�eralement du type �proportionnel�int�egral�
�P�I�
� Cependant	 un simple gain proportionnel est retenu pour la suite	 car il
assure dans la plupart des cas un gain de boucle su�samment �elev�e	 garant d�une
pr�ecision statique satisfaisante� Le choix de ce gain prend en compte les limitations
propres 
a l�alimentation�
La boucle externe de vitesse	 �plus lente�	 utilise un correcteur P�I� �cf� �g�

�
� Le terme int�egral	 plac�e en amont de la perturbation de couple dans la cha��ne
directe	 garanti en e�et une pr�ecision statique satisfaisante en r�egulation �rejet des
perturbations de couple
� L�utilisation d�un �etage de �ltrage de la consigne n�est
pas envisag�e dans cet exemple	 et le capteur de vitesse est suppos�e id�eal�
La d�etermination des param
etres du correcteur de vitesse est r�ealis�ee	 soit par

r�ef�erence 
a un syst
eme du �
eme ordre �choix de la pulsation propre �n et du coe��
cient d�amortissement �
	 en n�egligeant l�in�uence de la boucle interne de courant
� i � ic
 et du �ltre sur le capteur de vitesse	 soit en e�ectuant un placement de
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Figure �� Boucle de courant

Figure 	� Boucle de vitesse traditionnelle

p�oles �au mieux�	 en prenant en compte l�ensemble des dynamiques� Si	 en pre�
mi
ere approche	 la premi
ere m�ethode simpli��ee est retenue	 la fonction de transfert
de poursuite s��ecrit �
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La fonction de transfert de r�egulation est quant 
a elle�
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Notons que R��
 � �	 ce qui garantit bien le rejet d�une perturbation constante en
r�egime statique�
Il convient de remarquer que le coe�cient d�amortissement � est d�autant plus

faible �et la stabilit�e d�autant plus fragile
 que le moment d�inertie est grand� la
valeur maximale Jmax de ce param
etre constitue donc le pire des cas pour la com�
mande traditionnelle sur le plan de la stabilit�e� Pour Jmax	 le r�eglage du correcteur
de vitesse retenu correspond 
a un temps de r�eponse de la boucle de vitesse � fois
plus grand que celui de la boucle de courant avec un coe�cient d�amortissement
de ���� La �gure � rassemble des r�esultats de simulation pour di��erentes valeurs
de J �de la marche 
a vide 
a la charge m�ecanique maximale
� Les conditions de
fonctionnement ont �et�e choisies pour demeurer dans un cadre quasi�lin�eaire �pas
de saturation de l�alimentation ni de limitation en courant
� La premi
ere partie
des r�eponses correspond 
a un test de poursuite �r�eponse indicielle
	 la seconde 
a un
test en r�egulation �r�eponse 
a une perturbation de couple en �echelon pour une con�
signe constante
� En poursuite	 la r�eponse est d�autant plus rapide que le moment
d�inertie est faible	 avec l�apparition d�oscillations induites par l�interf�erence entre
les boucles interne et externe qui ne sont plus su�samment d�ecoupl�ees�
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Figure 
� R�eponse du variateur avec commande traditionnelle

���� Construction d�un correcteur fractionnaire

La mise en  uvre de correcteurs frationnaires est devenue classique	 suite aux
nombreux travaux dans ce domaine au cours des derni
eres ann�ees ����	 ���	 ���	 �!�	
�������
� Le but de ce paragraphe est de mettre simplement en �evidence sur le cas
concr�et consid�er�e ici	 l�int�er�et de contr�oleurs non standards �ici fractionnaires
 vis

a vis des propri�et�es de robustesse� par rapport 
a J�
L�asservissement conserve la boucle interne de courant	 seul le correcteur de la

boucle de vitesse est modi��e comme propos�e sur la �gure ��

Figure �� Boucle de vitesse �fractionnaire�

En prenant Tdi � TBI � o
u TBI est la constante de temps de la boucle de courant	
la fonction de transfert de la cha��ne directe corrig�ee en l�absence de perturbation
s��ecrit�

Gvc�p
 �
Adikc
Jp�
�

� � � � � �� ����


qui donne la fonction de transfert de poursuite en boucle ferm�ee�

Hdi�p
 �
�

J
Adikc

p�
� � �
" ����


�Ces propri�et�es sont largement utilis�ees dans �����
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la fonction de transfert de r�egulation est�

Rdi�p
 � �
�

Adikc

p�

J
Adikc

p�
� � �
� ����


A noter que Rdi��
 � �	 ce qui garantit bien le rejet d�une perturbation constante
en r�egime statique�
Les choix de l�ordre d�int�egration fractionnaire ��#�
 du correcteur et de la valeur

nominale du gain ADI sont tels que la r�eponse indicielle en poursuite est tr
es proche
de celle avec correcteur traditionnel pour J � Jmax �cf� �g� �
� La r�eponse
fr�equentielle approch�ee de Adip

p
employ�ee en simulation� est repr�esent�ee sur la �gure

��

Figure �� Approximation du compensateur fractionnaire

La �gure ! rassemble des r�esultats de simulation �etablis dans les m�emes condi�
tions que la commande traditionnelle� La r�eponse en poursuite conserve 
a pr�esent	

a un changement d��echelle de temps pr
es	 exactement la m�eme forme quelque soit
le moment d�inertie	 contrairement au cas de la commande traditionnelle� Le rejet
de perturbation	 bien que meilleur dans la partie transitoire �moins d�oscillations
	
laisse n�eanmoins appara��tre un certain tra��nage	 dont l�origine est 
a mettre sur le
compte de l�int�egrateur d�ordre ��� qui agit plus �lentement� qu�un int�egrateur
d�ordre � �ph�enom
ene de m�emoire longue
�

�� Principe du controle diffusif robuste

On r�esume ici l�approche introduite dans le cas g�en�eral dans ���� On se restreint
au cadre d�e�ni par la propri�et�e d�invariance par changement d��echelle de temps

�ou de fr�equence
 des �equations di��erentielles fractionnaires du type� k d�

dt�
x�t
 �

x�t
 � u�t
� � � 	 � �� k 
 �� La probl�ematique ainsi pos�ee peut �etre consid�er�ee
comme une extension syst�ematique	 
a la fois simple et bien adapt�ee 
a l�optimisation
num�erique	 du contr�ole crone d�evelopp�e par A� Oustaloup ����	 au cadre plus
g�en�eral �et plus souple car de structure vectorielle
 de contr�oleurs de type di�usif� A
noter que la m�ethodologie d�ecrite s��etend naturellement aux syst
emes multivariables
et est tout 
a fait compatible avec la formulation standard ����	 qui n�est pas utilis�ee
ici�

�La m�ethode d
approximation des int�egrateurs fractionnaires utilis�ee pour les simulations est
d�ecrite dans ���� ����
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Figure 
� R�eponses indicielles pour J � Jmax

Figure �� R�eponse du variateur avec la commande fractionnaire

���� Analyse d�une �equation fractionnaire simple

On consid
ere l��equation�

k
d�

dt�
x�t
 � x�t
 � u�t
� � � 	 � �� k 
 �� ����


La fonction de transfert associ�ee est�

H��p
 �
�

kp� � �
�

�

��p
� � �
� avec � � k

�
� � ����


On remarque imm�ediatement que�

tout changement de valeur de k est �equivalent �a un
changement d�unit�e de temps �ou de fr�equence��
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Autrement dit	 pour toute valeur de k	 la r�eponse �echelon ou en fr�equence de ����

est identique 
a un changement d�unit�e de temps �ou de fr�equence
 pr
es� C�est cette
propri�et�e qui est en fait re��et�ee dans la �gure !	 lorsque J varie��

���� Position du probl�eme de contr�ole robuste

Cette propri�et�e d�invariance par changement d�unit�e de temps est alors inter�
pr�et�ee comme une forme de robustesse par rapport au param
etre k� En e�et	 par
analogie 
a une fonction de transfert traditionelle de la forme� �

�
 ��
��

p
 p�

��
�

� le transfert

����
 pr�esente la propri�et�e d�invariance du facteur d�amortissement ��x�e en fait par
	
	 le premier d�epassement de la r�eponse 
a l��echelon �etant �evidemment constant	 la
fr�equence de r�esonnance seule variant avec k �par l�e�et du changement d��echelle
�
Transpos�e dans le domaine de l�automatique	 l�objectif est de construire un com�
pensateur permettant d�obtenir un comportement en boucle ferm�ee se rapprochant
le plus possible de celui de ����
�
La propri�et�e d�invariance �ou de quasi invariance
 recherch�ee est plus pr�ecise que

celle d�invariance du facteur d�amortissement	 car c�est toute une fonction qui est
consid�er�ee	 au lieu d�un simple param
etre r�eel� Le probl
eme de robustesse consiste
alors 
a mimiser une fonctionnelle construite de mani
ere 
a traduire l��ecart entre la
r�eponse en boucle ferm�ee r�eelle et la r�eponse id�eale recherch�ee �en terme de r�eponse
en fr�equence ou 
a l��echelon
�

������ Formulation du probl�eme� Suivant ���	 en notant HK�p
 la fonction de
transfert en boucle ferm�ee d�un syst
eme d�ependant d�un param
etre J pouvant varier
dans un certain domaine	 command�e par un contr�oleur de transfert K�p
� et H��p

un transfert en boucle ferm�ee d�esir�e pour le syst
eme nominal	 le probl
eme peut
s��ecrire sous forme d�un probl
eme d�optimisation�

min
K

F �HK
� ����


o
u	 K �etant �x�e	 F �HK
 � � est la plus grande valeur des �ecarts �par exemple au
sens H� ����
 entre HK��p
 et H��p
	 pour J parcourant son domaine de variations	
et � �d�ependant de J et K
 correspondant au changement d�unit�e de fr�equence
rendantHK��p
 le plus proche deH��p
� Pour que ce probl
eme soit bien pos�e	 il faut
en outre rajouter la contrainte correspondant au fait que pour le param
etre nominal
J�	 le changement d�unit�e est � � �� Cette formulation quelque peu complexe de
prime abord	 reste en fait tr
es naturelle� dit autrement	 il s�agit de trouver dans une
classe de compensateurs la plus �etendue possible �qui sera d�e�nie au paragraphe
suivant
	 le compensateur qui permet de garantir 
a la fois un comportement nominal
le plus proche d�un comportement d�esir�e	 tout en conservant le plus possible ce
comportement pour les valeurs non nominales de J 	 �a un changement d�unit�e de
fr�equence pr�es� p� � �p�
On peut remarquer qu�aucune hypoth
ese n�a �et�e faite concernant la fonction

de transfert HK� qui peut parfaitement �etre une matrice �probl
eme multivariable
	
permettant ainsi de prendre en compte aussi bien le probl
eme de poursuite	 du rejet
de perturbation	 ou de fa�con plus r�ealiste d�un compromis entre les deux�
De m�eme	 aucune hypoth
ese a priori n�a �et�e faite sur H��p
� qui peut �etre

en pratique construite sur le proc�ed�e nominal suivant les approches standard de
l�automatique �PID	 retour d��etat	 commande optimale	 H�	���
�

�Il est d�emontr�e dans ��� que cette propri�et�e� vraie seulement pour les equations de la forme
������ est en fait �a la base des travaux d
A� Oustaloup� inspir�es par le comportement dynamique
particulier des digues poreuses� mod�elis�es par ����� �����
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La forme exacte de la fonctionnelle F n�est pas explicit�ee dans cet article qui se
veut avant tout introductif� Davantage de d�etails peuvent �etre trouv�es dans ���� Un
expos�e plus complet sera pr�esent�e dans un article ult�erieur�

������ Interpr�etation simple� apparition des compensateurs fraction�

naires� On consid
ere le cas particulier d�ecrit dans la �gure ��� Le transfert d�esir�e
en boucle ferm�ee pour J� �param
etre nominal
 est H��p
 d�e�ni par ����
�

Figure ��

Soit�

K��p
 �
�

p�
� � � 	 � ��

Un calcul tr
es simplemontre que le transfert en boucle ferm�ee obtenu parK� s��ecrit�

H��p
 �
�

� � �
J
p�

� ����


de la forme ����
� On en d�eduit imm�ediatement que K��p
 est la solution �par
d�e�nition du probl
eme
 de ����
� Ce r�esultat est �evident	 la valeur de F �H�
 �etant
alors �� Le r�esultat qui suit montre en revanche que le probl
eme ����
 permet
d�atteindre les compensateurs fractionnaires	 lorsqu�ils sont solution	 
a partir d�un
compensateur standard	 sans qu�aucune r�ef�erence 
a des op�erateurs fractionnaires ne
soit n�ecessaire�
On consid
ere le cas d�ecrit dans la �gure ��	 o
u K��p
 est un compensateur de la

forme PI�

K��p
 �
ap� b

p
� ����


d�etermin�e pour conf�erer classiquement au syst
eme en boucle ferm�ee une r�eponse
nominale du �
eme ordre d�esir�ee� H��p
�

Figure ��

On peut alors �enoncer le r�esultat	 d�emontr�e dans le cas g�en�eral dans ����
THEOREME �� La solution du probl�eme ����� est de la forme�

K��p
 �
p

�ap� b
p�
� � � � � �� ����


De la sorte	 le compensateur r�esultant�

K�p
 �� K��p
K��p
 �
�

p�
�

conf
ere au syst
eme un transfert en boucle ferm�ee de m�eme type	 
a savoir celui de
����
	 ind�ependamment de la nature deK� �qui n�intervient en fait que dans la valeur
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de � �d�etermin�ee par le processus d�optimisation
	 li�ee au facteur d�amortissement
induit par K�� A noter que la valeur optimale de F n�est plus ��
Dans le cas du syst
emes plus complexe decrit �gure ���	 et a fortiori lorsque la

fonctionnelle F est bas�ee sur un compromis entre poursuite et rejet de perturba�
tion	 la solution n�est plus exprimable 
a partir d�op�erateurs fractionnaires	 et n�est
�evidemment pas une fonction rationnelle� On pr�esente ci�apr
es la formulation di�u�
sive qui permet de poser le probl
eme ����
 non plus par rapport 
a un compensateur
�abstrait� K	 mais par rapport 
a un vecteur de Rn	 le probl
eme pouvant alors �etre
abord�e par les m�ethodes d�optimisation nombreuses existant dans la litt�erature�

���� Formulation diffusive

Les repr�esentations di�usives	 introduites par J� Audounet et G� Montseny	 ont
permis d�aborder avec succ
es de nombreux probl
emes innaccessibles par les ap�
proches standard ����	 �!�	 ���	 ������� A l�origine introduit pour la classe des op�era�
teurs integrodi��erentiels fractionnaires	 cet outil a �et�e �etendu 
a une classe plus
g�en�erale ����	 poss�edant une structure vectorielle� En outre	 les facilit�es d�approximation
num�eriques des di�usions permettent en pratique de r�eduire consid�erablement la
dimension	 de sorte qu�un probl
eme tel que ����
 peut se ramener 
a une optimisa�
tion dans Rn� pour n de l�ordre de �� �voir par exemple ���
� On rappelle ici le
principe �voir ���� pour plus de details
�
Etant donn�ee une fonction de transfert H�p
	 de r�eponse impulsionnelle associ�ee

h�t
� la repr�esentation di�usive de H	 lorsqu�elle existe	 est d�e�nie tr
es simplement
par�

� � L��h�

L d�esignant la transformation de Laplace� De fa�con plus pr�ecise	 h�t
 �
R 
�
� e�t���

d
�

de sorte que la relation� y�t
 � �h � u
�t
 ou encore	 dans le domaine fr�equentiel�
Y �p
 � H�p
U �p
� s�obtient sous la forme standard d��etat	 d�entr�ee u	 de sortie y�
dite �r�ealisation di�usive����

�
d
dt
���t
 � �
���t
 � u�t
� 
 � �� ����
 � �

y�t
 ��

Z 
�

�

��

���t
d
�
����


Par ailleurs	 le m�eme couple ��� �
 permet de realiser le transfert Y �p
 � pH�p
U �p
�
sous la forme	 dite �r�ealisation di�usive �etendue� �sous l�hypoth
ese pH�p
 propre
���

�
d
dt
���t
 � �
���t
 � u�t
� 
 � �� ����
 � �

y�t
 �� d
dt

Z 
�

�

��

���t
d
 �

Z 
�

�

��
��

���t
 � ��

u�t

 d
�
����


L�ensemble des repr�esentations di�usives	 not�e $� est un espace vectoriel �de
distributions
	 qui permet de r�ealiser sous la forme ����
 une grande vari�et�e de
comportements dynamiques	 notamment tout op�erateur di��erentiel fractionnaire
d�ordre � complexe	 tel que ���
 � �� Sur cet ensemble est en outre d�e�ni le
produit not�e %	 permettant de d�eterminer la repr�esentation di�usive associ�e au
produit de deux fonctions de transfert� ����
 �voir ����
�

�%� �� ����� � vp
�




 � ���� � vp

�




� ���!


Un compensateur di�usif g�en�eral K��p
 sera donc d�e�ni par � � $� de structure
entr�ee�sortie d�e�nie par ����
	 c�est 
a dire� Y �p
 � K��p
�U �p
�����
�

�La �valeur principale� vp �
�

est une distribution d�e�nie par�
R
f���vp �

�
d� �� lim

�����R
��

��

f���
�

d� �
R��
�

f���
�

d�
�
�
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De tels compensateurs sont a priori de dimension in�nie	 du fait que 
 est un
param
etre r�eel� N�eanmoins	 tout syst
eme de la forme ����
 peut �etre appoxim�e en
dimension r�eduite sous la forme ���� �avec � � ��i
 � R

n
����
��

d
dt
�i�t
 � �
i�i�t
 � u�t
� i � �� n� �� �i��
 � �

y�t
 ��
n��X
i
�

�i�i�t
 � �nu�t
�
�����


o
u les constantes de temps ��
i sont 
a �xer en fonction de la plage de fr�equences
utiles associ�ee au probl
eme �voir �!�	 ���
� Un tel syst
eme peut �etre mis en  uvre
sur calculateur num�erique ou bien r�ealis�e par un syt
eme analogique d�ecrit �gure ���
A noter qu�en pratique	 des valeurs de n de l�ordre de ��	 sont tout 
a fait su�santes�

Figure ��� R�ealisation analogique du compensateur di�usif

Le probl
eme ����
 peut alors �etre r�e�ecrit�

min
���

F �HK�

� �����


ou	 sous approximation en dimension �nie	 sous la forme concr�ete �du fait que la
variable d�optimisation est un vecteur de dimension n
�

min
��Rn

F �HK�

� �����


dont la solution �� � ���i 
i
��n� conduit au compensateur dynamique directement
utilisable d�e�ni par �����
� Le nombre n est 
a choisir en fonction du compromis
�x�e par la complexit�e num�erique de la r�esolution de �����
�

�� Retour au mod�ele de machine �electrique

Les paragraphes pr�ec�edents ayant permis d�introduire le principe de contr�ole
di�usif robuste	 associ�e aux repr�esentations di�usives	 il est possible de consid�erer
sous un angle nouveau le probl
eme de commande d�une machine �electrique	 mod�elis�e
par ����
�

���� Solution optimale dans le cas de la poursuite seule

En prenant en compte la boucle de courant et conform�ement aux r�esultats �en�
nonc�es dans les paragraphes pr�ec�edents	 on recherche un compensateur di�usif per�
mettant une r�eponse nominale de poursuite en boucle ferm�ee du type�

Hdi�p
 �
�

J
Adikc

p�
� � �
"
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Pour cela	 le compensateur optimal au sens de ����
 est de la forme�

K�p
 � Adi

� � TBIp

p�
� AdiTBI

��TBI � p

p�
�� k

a� p

p�
� kp�

�

p�
�

a

pp�

� ����


D�apr
es ����	 en notant�

���

 �
sin���


�

�


�
� ����


la repr�esentation di�usive correspondant 
a ce transfert sous la r�ealisation d��etat
entr�ee	sortie �etendue ����
	 est donn�ee par��

��

 � k�a��%� � ��
�

 � �ka
sin���


�
pf

�


�
�
� k

sin���


�

�


�
� ����


qui peut �etre approch�ee en dimension �nie selon un proc�ed�e de discr�etisation simple�
Le compensateur ainsi d�e�ni prend alors la forme �����
� D�apr
es l�analogue g�en�eral
du th�eor
eme � ����	 th�eor
eme ���
	 on obtient le r�esultat essentiel�

le compensateur d�e�ni par ����� est trouv�e syst�ematiquement
par r�esolution du probl�eme ������

���� Formulation �a partir d�un compensateur classique

D�un point de vue concr�et	 le compensateur optimal peut �etre obtenu par r�esolu�
tion de �����
	 
a partir d�un compensateur classique de type PI� K��p
 � A�
Tp

Tp
� le

transfert en boucle ferm�ee HK�
�p
 en �etant d�eduit	 d�apr
es la �gure ���

Figure ��� Compensateur di�usif 
a partir d�un compensateur PI

On peut �enoncer le r�esultat principal�
THEOREME �� Le compensateur optimal est d�e
ni par le transfert di�usif

entr�ee�u�	sortie�y����
�

�t� � �
�� � u� 
 � �� ����
 � �

y ��

Z 
�

�

��
��

���t
 � ��

u�t

 d
�
����


avec � d�e
nie par�

��

 � k��
 � a

�
vp ����	

b�� � q�b�


�
�

q ��

Z 
�

�

vp
���



b � 

d
�

����


Preuve� Il su�t de montrer que le transfert�

K��p
 �
Adi

A
�
�

p�
�
T p�� � TBIp


� � Tp
�� k

�

p�
�
p�p� a


p � b
����


	Les calculs sont n�ecessairement consid�er�es au sens des distributions ����� c
est �a dire respec�
tivement au sens des �valeurs principales� �vp� ou �parties �nies� �pf�� lorsque les fonctions ne
sont pas int�egrables en un point �����
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est r�ealisable par ����
	 ����
� De la sorte	 on v�eri�e bien queK��p
�K��p
�
�

��
TBIp	
�

�
p�
et le transfert en boucle ferm�ee est �

k�p���
� qui est bien le transfert optimal�

D�apr
es ����
�

K��p
 � kp �p� a


�
�

p�
�
�

p� b

	
� ����


En notant�

��

 �� ���%�b
�

 � ���

 vp
�

b� 

� q�b�

� ����


et suivant les r
egles de calcul �etablies dans ����	 la repr�esentation di�usive asso�
ci�ee 
a ����
 sous la r�ealisation ����
	 est d�e�nie par�

��

 � �k
��

 � ka��

�

�
Remarque importante� Dans une telle approche	 la nature fractionnaire du

contr�oleur optimal n�est pas consid�er�ee a priori� seul un compensateur standard
sert de point de d�epart pour initialiser le processus d�optimisation �dans Rn
	 la
valeur initiale de � pouvant �etre �� � ��� �� ������ �
� de telle sorte que K���p
 � �
�le syst
eme en boucle ferm�ee �etant alors identique 
a celui obtenu au paragraphe
���
�

���� Compromis poursuite�rejet de perturbation� quelques remarques

Comme mis en �evidence dans le paragraphe ���	 le compensateur fractionnaire
����
�����
	 optimal en poursuite	 est moins bon en r�egulation� La prise en compte
des deux aspects dans une m�eme fonctionnelle F �probl
eme multivariable
 conduira
apr
es optimisation �
a partir d�un compensateur standard K�
	 
a un compensateur
de type di�usif	 de structure analogue 
a �����
	 mais ne pr�esentant pas a priori de
comportement purement fractionnaire	 comme dans le cas de la poursuite�
En e�et	 il a �et�e mis en �evidence par exp�erimentation num�erique	 qu�un com�

pensateur fractionnaire pur	 
a cause de la pr�esence d�un d�erivateur fractionnaire
dans la fonction de transfert de r�egulation en boucle ferm�ee	 engendre des com�
portements �lents�	 de type �m�emoire longue�� Du point de vue de la r�egulation	
un raisonnement analogue au cas de la poursuite permettrait de construire un com�
pensateur optimal au sens de l�invariance par changement d�unit�e de fr�equence	
de la r�eponse 
a une perturbation type �un tel compensateur ferait apparaitre une
composante fractionnaire
� L�inconv�enient de type tra��nage �evoqu�e se retrouverait
alors probablement cette fois en poursuite�
Un compensateur di�usif optimal vis 
a vis d�une fonctionnelle de compromis

entre r�egulation et poursuite sera en revanche strictement meilleur qu�un compen�
sateur classique	 celui�ci faisant partie de la classe di�usive �pour � � ��� �� ���� �� �

�
La d�etermination num�erique de ce compensateur est actuellement en cours d��etude	
les r�esultats seront pr�esent�es dans une communication ult�erieure�

�� Conclusion

La d�emarche pr�esent�ee dans cet article pour la synth
ese d�un compensateur ro�
buste	 peut se r�esumer en les �etapes suivantes� ����

�� interpretation du compensateur en termes de minimum d�une fonctionnelle
traduisant la robustesse au sens de l�invariance par changement d�unit�e de
fr�equence	


Cette d�emarche permet de retrouver syst�ematiquement par optimisation num�erique dans Rn�
notamment les compensateurs crone ����� qui constituent une sous�classe des compensateurs
di	usifs�

ESAIM� Proc�� Vol� �� ����� ��	
�



�� PIERRE BIDAN

�� la solution optimale �ici fractionnaire
 peut �etre obtenue sans aucune r�ef�erence

a la nature particuli
ere des transferts	 un transfert nominal d�esir�e classique
pouvant servir de r�ef�erence	

�� cette solution peut �etre obtenue 
a partir d�une formulation di�usive	 qui con�
duit	 sous approximation	 
a un probl
eme bien pos�e dans Rn �le processus
d�optimisation �etant initialis�e par �� � ��� �� ������ �

�

�� extension naturelle au cas multivariable �par exemple	 compromis poursuite�
r�egulation
�

Le probl
eme pr�esent�e dans cet article se situe dans le contexte g�en�eral du �con�
tr�ole di�usif�	 o
u les propri�et�es particuli
eres des di�usions sont mises 
a pro�t tant
pour la robustesse que pour les performances ���	 �!�� Dans le cas pr�esent	 le prob�
l
eme d�optimisation ����
 renferme toutes les di�cult�es inh�erentes 
a la robustesse
aux variations de param
etres� N�eanmoins	 ce probl
eme est bien pos�e et adapt�e
aux approches num�eriques	 pour lesquelles existe une importante litt�erature� En
outre	 le cas particulier consid�er�e	 de par sa simplicit�e	 conduit 
a de nombreuses
simpli�cations permettant de r�eduire consid�erablement la complexit�e du probl
eme�
La fonctionnelle F 	 qui re�
ete en fait la nature de la robustesse recherch�ee	 peut

avantageusement �etre construite sur la base de formulations standard	 avec crit
ere
de type H� ou H�� domaines pour lesquels de nombreuses m�ethodes ont �et�e mises
au point au cours des derni
eres ann�ees �par exemple ��� dans le cas H�� bien adapt�e
au pr�esent probl
eme
�
Des travaux sur ce th
eme sont actuellement en cours	 notamment sur l�aspect

r�esolution num�erique de ����
 et mise en  uvre sur processus r�eels�
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