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L’analyse asymptotique des coques minces linéairement élastiques est relativement
récente. Apres le travail fondamental de Goldenveizer [14], un premier progres consid-
érable fut la these de Destuynder [12], ou la convergence pour les coques “membranaires”
était “presque” prouvée; un autre progres considérable est dii a Sanchez-Palencia [23],
qui montra clairement comment la méthode des développements asymptotiques formels
conduit a des modeles bi-dimensionnels, soit de coques “membranaires”, soit de coques
“en flexion”, la distinction provenant uniquement de la géométrie de la surface moyenne
de la coque et des conditions aux limites (voir aussi Caillerie & Sanchez-Palencia [4] et
Miara & Sanchez-Palencia [20]).

Puis Ciarlet & Lods [6, 7] et Ciarlet, Lods & Miara [10] ont obtenu les théorémes de
convergence, dont 'ensemble constitue une analyse asymptotique des coques linéairement
élastiques qui couvre tous les cas. C’est cette analyse que 'on résume tres brievement
ci-aprés. On en trouvera une description détaillée dans Ciarlet [5].

On considere une famille de coques linéairement élastiques d’épaisseur 2¢, ou & > 0
est destiné€ a tendre vers zéro, toutes formées du méme matériau homogene et isotrope de
constantes de Lamé A > 0 et g > 0, ayant toutes la méme surface moyenne S = 8(w) C R?,
olt w C R? est un ouvert borné connexe de frontiere v lipschitzienne et ot @ € C3(w; R?).
Les coques sont encastrées sur une portion de leur surface latérale dont la ligne moyenne
est B(7p), oll 7o est une partie fizée de 7, de longueur > 0. On désigne par

1 g
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Avrticle published by EDP Sciences and available at http://www.edpsciences.org/proc or http://dx.doi.org/10.1051/proc:1999043



http://www.edpsciences.org
http://www.edpsciences.org/proc
http://dx.doi.org/10.1051/proc:1999043

14 JUSTIFICATION DES EQUATIONS DES COQUES MINCES LINEAIREMENT ELASTIQUES

les composantes covariantes du tenseur linéarisé de changement de métrique de S, ou %5
sont les symboles de Christoffel de S et b,3 sont les composantes covariantes du tenseur
de courbure de S.

On suppose pour commencer que ’espace des déplacements inextensionnels linéarisés
(introduit par Sanchez-Palencia [21]) :

Vipw)={n= () € Hl(w) X Hl(w) X Hz(w);
n; = 0yn3 = 0 sur 7o, Yap(n) = 0 dans w}

contient d’autres fonctions que la fonction nulle. Alors Ciarlet, Lods & Miara [10] ont
établi que, si la densité des forces de volume appliquées est en O(g?) par rapport a £ (on
suppose pour simplifier qu’il n’y a pas de forces de surface), le champ u(s) = (u;(¢)), ou
u;(c) désignent les trois composantes covariantes du déplacement des points de la coque
“mises a ’échelle” afin d’étre définies sur l'ouvert fixe Q = wx] — 1, 1[, converge dans
HY(Q) x HY(Q) x HY(Q) lorsque ¢ — 0, vers une limite ¢ = (¢;) indépendante de la
variable “transverse”. Cette limite qui peut donc étre identifiée a une fonction définie sur
W, appartient a l’espace V p(w) et elle résout les équations bi-dimensionnelles d’une coque
“en flexion” :

L L a5 Qpustmivado = [ [ Fiaas ) givaa
i/ [, 7o)

pour tout n = () € Vg(w), ot

AAp
aozﬁcrﬂ' — aaﬁacm' ) aozcraﬁﬂ' T aom'aﬁcr
Nt 1 )
sont les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité “bi-dimensionnel” de la coque,
les fonctions a®? désignant les composantes contravariantes du tenseur métrique de S,

Pap(n) = Oapis — Fgﬁacr??:a + b%(aana —T%,m)
+0%(9p10 — Fgam) + (8abg + F;ab% - Fgﬁb;)% — Capli3

sont les composantes covariantes du tenseur linéarisé de changement de courbure de S, b2
sont les composantes mixtes du tenseur de courbure de S, /ady est 1’élément d’aire le
long de S, et fi désignent les composantes contravariantes “mises a 1’échelle” des forces
de volume appliquées. Si Vp(w) # {0}, les équations bi-dimensionnelles d’une coque “en
flexion” sont donc justifiées.

Un premier exemple o Vp(w) = {0} est celui ou la surface S est “elliptique” (sa
courbure de Gauss est partout > 0) et ou, simultanément, yo = . Dans ce cas, Ciarlet
& Lods [6] ont montré que, si la densité des forces de volume appliquées est en O(1) par
rapport & €, le champ u(e) = (u;(¢)) converge dans H'(Q) x H'(Q2) x L*(Q2) lorsque £ — 0,
vers une limite ¢ = ({;) indépendante de la variable “transverse”. Cette limite, qui peut
donc étre identifiée a une fonction définie sur , appartient a ’espace

Vulw)= H&(w) X H&(w) X Lz(w)7
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et elle résout les équations bi-dimensionnelles d’une coque “membranaire”

Bu(€,m) & /w T () yas(m) v do = /w { /_ 11 ffdxg}mﬁdw

pour tout 7 = (1;) € Var(w), les fonctions a®?°7, v,5(n), a, et f étant définies comme
ci-dessus. 51 S est elliptique et vo = 7, les équations bi-dimensionnelles d’une coque
“membranaire” sont donc justifiées.

Ciarlet & Lods [8] ont enfin étudié tous les cas “restants” ou Vp(w) = {0} (de
nombreuses situations correspondant a ces cas “restants” ont été identifiées par Mardare
[19], Lods & Mardare [18], et Slicaru [25]). Considérons (pour fixer les idées, ce cas étant
le plus “courant” parmi les cas restants) le cas ou la semi-norme

1/2
M = () = [l = {Zum Mz}

est une norme sur ’espace

V(w)={ne H'(w);n=0sur vy}

Alors, si les forces appliquées sont “admissibles” (dans un sens précis, mais “technique”)
. . R 1

et si elles sont & nouveau en O(1) par rapport a €, la moyenne %f_l u(e) das (x3 est la

variable “transverse”) converge lorsque ¢ — 0 dans ’espace

V?W(w) = complétion de V' (w) par rapport a | - [

De plus, la limite ¢ € V?W(w) résout les équations bi-dimensionnelles d’une coque “mem-
branaire généralisée”

B?W(C, n) = ng(n) pour tout n € V?W(w),

ol B?M est 'extension unique de Bys : V(w) XV (w) — R a l'espace ng(w) X ng(w) (c’est
en ce sens qu’il s’agit de coques membranaires “généralisées”) et ou ng : V(w) = Rest une
forme linéaire continue ad hoc, déterminée par le comportement des forces “admissibles”
lorsque € — 0.

Il est & noter que les problemes variationnels correspondant aux coques “mem-
branaires généralisées” constituent des exemples de problémes “sensitifs” introduits par
Lions & Sanchez-Palencia [16, 17].

Dans chacun des trois cas considérés ci-dessus, les théoremes de convergence font
(entre autres!) un usage essentiel d’inégalités de Korn sur une surface. La premiére,
valable pour une surface “générale” et pour une partie vo de v de longueur > 0 quelconque,
est due a Bernadou & Ciarlet [1] (voir aussi les améliorations ultérieures dues & Bernadou,
Ciarlet & Miara [2] et Blouza & Le Dret [3]). Elle s’énonce ainsi : Il existe une constante
¢ telle que

12
{Zunauipw+unguip<w>} {Zum M+ Slanstrl }
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16 JUSTIFICATION DES EQUATIONS DES COQUES MINCES LINEAIREMENT ELASTIQUES

pour tout champ 1 = (;) € H'(w) x H'(w) x H*(w) vérifiant n; = d,m3 = 0 sur 7.

La seconde, valable si et seulement si la surface S est elliptique et vo = v (Slicaru
[24] a en effet établi que ces deux conditions sont également nécessaires pour qu’une telle
inégalité ait lieu), est due a Ciarlet & Lods [9] et Ciarlet & Sanchez-Palencia [11] (les
hypotheses de régularité sur 'application 8 ont été ultérieurement affaiblies par Lods &
Mardare [18]). Elle s’énonce ainsi : Il existe une constante ¢y telle que

1/2
S Il +Islie ) < e S astmiiag, )
a a,B

pour tout champ n = () € V y(w).
Enfin, Ciarlet & Lods [7] ont montré comment I’analyse asymptotique des coques
“en flexion”, “membranaire”, et “membranaire généralisée”, combinée a des résultats an-

1/2

térieurs de Destuynder [13] et Sanchez-Palencia [21, 22], permet de justifier compléetement
le modéle bi-dimensionnel de Koiter [15] pour les coques linéairement élastiques.
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