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JUSTIFICATION DES EQUATIONS DES
COQUES MINCES LINEAIREMENT

ELASTIQUES
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R�esum�e� On fait le point sur les r�esultats de convergence r�ecemment obtenus pour
justi�er les mod�eles bi�dimensionnels de coques lin�eairement �elastiques�

Mots cl�es� Elasticit�e � Th�eorie des coques

Abstract� We review recently obtained convergence results that justify two�

dimensional linear shell models�
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L�analyse asymptotique des coques minces lin�eairement �elastiques est relativement
r�ecente� Apr�es le travail fondamental de Goldenveizer ����	 un premier progr�es consid

�erable fut la th�ese de Destuynder ����	 o�u la convergence pour les coques �membranaires

�etait �presque
 prouv�ee� un autre progr�es consid�erable est d�u �a Sanchez
Palencia ����	
qui montra clairement comment la m�ethode des d�eveloppements asymptotiques formels
conduit �a des mod�eles bi
dimensionnels	 soit de coques �membranaires
	 soit de coques
�en �exion
	 la distinction provenant uniquement de la g�eom�etrie de la surface moyenne

de la coque et des conditions aux limites �voir aussi Caillerie � Sanchez
Palencia ��� et
Miara � Sanchez
Palencia ������

Puis Ciarlet � Lods ��	 �� et Ciarlet	 Lods � Miara ���� ont obtenu les th�eor�emes de

convergence	 dont l�ensemble constitue une analyse asymptotique des coques lin�eairement
�elastiques qui couvre tous les cas� C�est cette analyse que l�on r�esume tr�es bri�evement
ci
apr�es� On en trouvera une description d�etaill�ee dans Ciarlet ����

On consid�ere une famille de coques lin�eairement �elastiques d��epaisseur ��	 o�u � � �
est destin�e �a tendre vers z�ero	 toutes form�ees du m�eme mat�eriau homog�ene et isotrope de
constantes de Lam�e � � � et � � �	 ayant toutes la m�eme surface moyenne S � ���� � R�	
o�u � � R� est un ouvert born�e connexe de fronti�ere � lipschitzienne et o�u � � C����R���
Les coques sont encastr�ees sur une portion de leur surface lat�erale dont la ligne moyenne
est �����	 o�u �� est une partie �x�ee de �	 de longueur � �� On d�esigne par
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�
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les composantes covariantes du tenseur lin�earis�e de changement de m�etrique de S	 o�u ����
sont les symboles de Christo�el de S et b�� sont les composantes covariantes du tenseur
de courbure de S�

On suppose pour commencer que l�espace des d�eplacements inextensionnels lin�earis�es

�introduit par Sanchez
Palencia ����� �

V F ��� � f� � ��i� � H�����H�����H�����
�i � ���� � � sur ��	 ������ � � dans �g

contient d�autres fonctions que la fonction nulle� Alors Ciarlet	 Lods � Miara ���� ont
�etabli que	 si la densit�e des forces de volume appliqu�ees est en O���� par rapport �a � �on
suppose pour simpli�er qu�il n�y a pas de forces de surface�	 le champ u��� � �ui����	 o�u
ui��� d�esignent les trois composantes covariantes du d�eplacement des points de la coque
�mises �a l��echelle
 a�n d��etre d�e�nies sur l�ouvert �xe � � ��� � �	 ��	 converge dans
H���� � H���� � H���� lorsque � � �	 vers une limite � � �
i� ind�ependante de la
variable �transverse
� Cette limite qui peut donc �etre identi��ee �a une fonction d�e�nie sur
�	 appartient �a l�espace V F ��� et elle r�esout les �equations bi�dimensionnelles d�une coque

�en �exion	 �

�
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pour tout � � ��i� � V F ���	 o�u

a���� �
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sont les composantes contravariantes du tenseur d��elasticit�e �bi�dimensionnel	 de la coque	
les fonctions a�� d�esignant les composantes contravariantes du tenseur m�etrique de S	

������ � ����� � �������� � b������� � �������

�b������� � ������� � ���b
�
� � ����b

�
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sont les composantes covariantes du tenseur lin�earis�e de changement de courbure de S	 b
�
�

sont les composantes mixtes du tenseur de courbure de S	
p
ady est l��el�ement d�aire le

long de S	 et f i d�esignent les composantes contravariantes �mises �a l��echelle
 des forces
de volume appliqu�ees� Si V F ��� �� f�g
 les �equations bi�dimensionnelles d�une coque �en

�exion	 sont donc justi��ees�

Un premier exemple o�u V F ��� � f�g est celui o�u la surface S est �elliptique
 �sa
courbure de Gauss est partout � �� et o�u	 simultan�ement	 �� � �� Dans ce cas	 Ciarlet
� Lods ��� ont montr�e que	 si la densit�e des forces de volume appliqu�ees est en O��� par
rapport �a �	 le champ u��� � �ui���� converge dans H

�����H�����L���� lorsque �� �	
vers une limite � � �
i� ind�ependante de la variable �transverse
� Cette limite	 qui peut
donc �etre identi��ee �a une fonction d�e�nie sur �	 appartient �a l�espace

V M ��� � H�
� ����H�
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et elle r�esout les �equations bi�dimensionnelles d�une coque �membranaire	 �
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pour tout � � ��i� � V M���	 les fonctions a���� 	 ������	 a	 et f
i �etant d�e�nies comme

ci
dessus� Si S est elliptique et �� � �
 les �equations bi�dimensionnelles d�une coque

�membranaire	 sont donc justi��ees�
Ciarlet � Lods � � ont en�n �etudi�e tous les cas �restants	 o�u V F ��� � f�g �de

nombreuses situations correspondant �a ces cas �restants
 ont �et�e identi��ees par Mardare
��!�	 Lods � Mardare �� �	 et Slicaru ������ Consid�erons �pour �xer les id�ees	 ce cas �etant
le plus �courant
 parmi les cas restants� le cas o�u la semi
norme

j � jM� � � � ��i�� j�jM� �

�X
���

k������k�L� ���

����

est une norme sur l�espace

V ��� � f� �H����� � � � sur ��g�
Alors	 si les forces appliqu�ees sont �admissibles
 �dans un sens pr�ecis	 mais �technique
�
et si elles sont �a nouveau en O��� par rapport �a �	 la moyenne �

�

R �
��u��� dx� �x� est la

variable �transverse
� converge lorsque �� � dans l�espace

V
	
M��� � compl�etion de V ��� par rapport �a j � jM� �

De plus	 la limite � � V 	
M��� r�esout les �equations bi�dimensionnelles d�une coque �mem�

branaire g�en�eralis�ee	 �

B
	
M ��	 �� � L

	
M ��� pour tout � � V 	

M���	

o�u B	
M est l�extension unique de BM � V ����V ���� R�a l�espace V 	

M ����V 	
M ��� �c�est

en ce sens qu�il s�agit de coques membranaires �g�en�eralis�ees
� et o�u L	M � V ���� Rest une
forme lin�eaire continue ad hoc	 d�etermin�ee par le comportement des forces �admissibles

lorsque �� ��

Il est �a noter que les probl�emes variationnels correspondant aux coques �mem

branaires g�en�eralis�ees
 constituent des exemples de probl�emes �sensitifs	 introduits par
Lions � Sanchez
Palencia ���	 ����

Dans chacun des trois cas consid�er�es ci
dessus	 les th�eor�emes de convergence font
�entre autres"� un usage essentiel d�in�egalit�es de Korn sur une surface� La premi�ere	
valable pour une surface �g�en�erale	 et pour une partie �� de � de longueur � � quelconque	
est due �a Bernadou � Ciarlet ��� �voir aussi les am�eliorations ult�erieures dues �a Bernadou	
Ciarlet � Miara ��� et Blouza � Le Dret ����� Elle s��enonce ainsi � Il existe une constante
c� telle que

�X
�

k��k�H���� � k��k�H����
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pour tout champ � � ��i� � H�����H�����H���� v�eri�ant �i � ���� � � sur ���
La seconde	 valable si et seulement si la surface S est elliptique et �� � � �Slicaru

���� a en e�et �etabli que ces deux conditions sont �egalement n�ecessaires pour qu�une telle
in�egalit�e ait lieu�	 est due �a Ciarlet � Lods �!� et Ciarlet � Sanchez
Palencia ���� �les
hypoth�eses de r�egularit�e sur l�application � ont �et�e ult�erieurement a�aiblies par Lods �
Mardare �� ��� Elle s��enonce ainsi � Il existe une constante c� telle que

�X
�

k��k�H���� � k��k�L���

����
� c�

�X
���

k������k�L����

����

pour tout champ � � ��i� � V M����
En�n	 Ciarlet � Lods ��� ont montr�e comment l�analyse asymptotique des coques

�en �exion
	 �membranaire
	 et �membranaire g�en�eralis�ee
	 combin�ee �a des r�esultats an

t�erieurs de Destuynder ���� et Sanchez
Palencia ���	 ���	 permet de justi�er compl�etement
le mod�ele bi�dimensionnel de Koiter ���� pour les coques lin�eairement �elastiques�
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