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ESAIM: Proceedings,

�����������
, 	�
�
�	 , ��
�� 	

http://www.emath.fr/Maths/Proc/Vol.11/
c
�
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Résuḿe. Récemment,Ecker et Huisken ont démontŕe quel’ équationdu mouvementpar
courburemoyennedesgraphesdans � ��� admetau moinsunesolutionrégulìerepour toute
donńee initiale dans ����� � "!$#&% � � �(' sansimposeraucunecondition sur son comportement̀a
l’infini. Le but decetarticleestdedécrirequelquesrésultatsd’unicitépourcessolutions.La
difficulté pourobtenirunetelle unicité provient de l’absencederestrictionsur la croissance
et,plusgéńeralement,surle comportementdessolutionsà l’infini.

Mots clés. Équationsquasilińeairesparaboliques,mouvementparcourburemoyenne,résultat
d’unicité,solutionssanscomportementprescrità l’infini, solutionsdeviscosit́e.

Abstract. Recently, Ecker andHuisken proved that the equationfor the motion by mean
curvatureof graphsin � � � hasat leasta classicalsolutionfor any initial datain ���)� � *!$#+% � � �('
without imposingany conditiononits behavior at infinity. Theaimof thisarticleis to describe
severalresultsconcerningtheuniquenessof suchsolutions.Themaindifficulty to obtainsuch
uniquenessresultscomesfrom the lack of restrictionon thegrowth and,moregenerally, the
behavior of thesolutionsat infinity.

Keywords. Quasilinearparabolicequations,motionby meancurvature,uniquenessresults,
solutionswithoutprescribedbehavior at infinity, viscositysolutions.

AMS subjectclassification. 35K55,35A05,35B50,35K15,53C44

Dansune série de travaux récents,les géom̀etresEcker et Huisken [7, 8] ont étudíe les
mouvementsparcourburemoyennedesgraphesdans, -/. et ils ontobtenuunrésultatd’existence
trèsgéńeralqui, demanìereanalytique,peutseformulerdela façon suivante: pourtoutedonńee
initiale 021436587�9 :;"<)=?> , -/.A@ , il existeunesolutionrégulìeredu probl̀eme:B 0B�CEDGF 0IH >KJML 0 J 0ON J 0P@Q HSR J 0TR L UWV dans, - .YX > V N�H/Z�@(N(1)

0 >\[ N V @ U 0]1 >\[ @ dans, - .W^(2)
( _ )Cetravail aét́eeffectúeavecle soutienduprogrammeeuroṕeenTMR “ViscositySolutionsandtheirApplications”
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2 Quelquesrésultatsd’unicité pourl’ équationdumouvementparcourburemoyennedans̀ a2b
Ce résultatd’existenceestassezsurprenantcar il estobtenusansaucunehypoth̀esesur le

comportement̀a l’infini dela donńeeinitiale et,bienentendu,il fournit dessolutionsqui peuvent
avoir, enparticulier, descroissancesquelconques̀a l’infini.

Le but de notre travail en coursest d’étudiernon seulementles propríet́es d’unicité des
solutionsde(1)-(2)maisaussid’équationsquasilińeaireselliptiquesetparaboliquesplusgéńerales
pośeesdansc d/e ou dansdesouvertsnonborńes; nousrappelonsquele casdesouvertsborńes
est couvert de manìere très satisfaisantepar les résultatsdu “Users’guide”sur les solutionsde
viscosit́e deCrandall,Ishii & Lions [6].

Nousdécrivonsdanscetarticlelespremiersprogr̀esdanscettedirectionennousrestreignant
au casde (1)-(2) ; nousne donnonségalementquedesidéesde preuve et nousrenvoyons à [2]
pourdesrésultatsplusgéńerauxavecdespreuvescompl̀etes.

Dansl’ étudedeséquationsauxdérivéespartiellesnon linéaires,on estplutôt habitúe à ce
quela difficulté pourobtenirdesrésultatsd’unicité proviennede la priseencomptedesolutions
faibles. Ce n’est pasdu tout le casici où l’obstaclemajeurest l’absencede restrictionsur le
comportementdessolutionsà l’infini ; supposerquelessolutionssont fhg en i et j nesimplifie
pasvraimentle probl̀eme.En fait, cettedifficulté fondamentaleestagravéepar la dépendancede
l’ équationen kml etpluspréciśementparl’interaction kEl –kmn�l qui renddélicatetouteproćedure
delinéarisation.

Du côté despointspositifs,maisencorefaut-il êtrecapabled’en tirer parti, il y a l’aspect
géoḿetriquede l’ équation(1). La section1 a pourbut dedécrirecesaspectsgéoḿetriquesdont
l’int ér̂et estmultiple : d’unepart,ils conduisent̀a unereformulationdesquestionsd’unicité qui a
l’air plussimplemaisqui conserve malheureusementbonnombredesdifficultésdela formulation
initiale. D’autre part, elle permetde mieux comprendrecommenton peutobtenirdesrésultats
d’existencegéńerauxdesolutionsde(1)-(2)pardesméthodesd’analyse.

Cesaspectsgéoḿetriquesutilisent “l’approche par lignes de niveaux” desmouvements
d’hypersurfacesavec desvitessesnormalesprescrites.Cetteapprochequi est apparued’abord
danslecasdemouvements̀avitessenormaleconstantedans[1], aét́eutiliséedemanìeresyst́ematique
pour la premìerefois par Osher& Sethian[11] pour le calcul numériquedesévolutionsde sur-
facesavecdesvitessesnormalesquelconques.La premìerejustificationthéoriqueestdueàEvans
& Spruck [9] pour le mouvementpar courbure moyenne,puis Chen, Giga & Goto [5] l’ont
géńeraliśeeà touslestypesdevitesse.

Nousrappelonsquecetteapprochepar lignesde niveauxfournit unenotion de solutions
faiblespour lesmouvementsd’hypersurfacesde c d/eporq avecdesvitessesnormalesdépendantde
la positiondel’hypersurface,du temps,desdirectionsdesnormaleset descourburesprincipales.

Malheureusement,autantl’utilisation de l’interprétationgéoḿetriquedu probl̀eme(1)-(2)
apportedesargumentssimpleset efficacespour traiter les questionsd’existence,autantelle ne
nousa paspermisd’obtenirdesrésultatsd’unicité trèsgéńeraux; en fait, pasplusgéńerauxque
ceuxobtenusparl’approchedirecte.

Nousdécrivonsdanslessectionssuivanteslesquelquesrésultatsd’unicité obtenus.Dansla
section2, nousétudionsle cas sutwv qui correspond̀a desmouvementsdegraphesparcourbure
moyennedans c dxn . Il estbien connuqu’au moinspour les mouvementsd’hypersurfacescom-
pactes,la dimensiony estun casparticulieroù peudephénom̀enessinguliersapparaissent.Dans
cecas,nouspouvonseffectivementprouver quel’unicité a lieu dansle cadrenaturel,c’est-̀a-dire
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GuyBarles,SamuelBiton etOlivier Ley 3

celui dessolutionsclassiquessanscomportementprescrità l’infini.
Dans le cas � ��� , seulsdesrésultatspartielssont obtenus. Dansla section3, nous

consid́eronsle casoù �]� estconvexe et coercive i.e. �2���\�������/� quand � �T�P���h� . On peut
alorsprouver l’existenced’unesolution � qui estégalementconvexe en � et coercive pourtout � .
Nousmontronsquecettesolutionestuniquedansla classela plusgéńerale,c’est-̀a-direici celle
dessolutionsdeviscosit́e continuessanscomportementprescrità l’infini.

Enfin,danslasection4 (peut-̂etreaurions-nousdû commencerparlà?),nousnousattaquons
àceprobl̀emed’unicité à l’aide desméthodesclassiquespourobtenirdesrésultatsdecomparaison
pour les solutionsde viscosit́e. En essayantde “pousserà fond” cesméthodes,nousobtenons
seulementle résultatsuivant : si � �E�]���\�����P�����)����� ���  ¡� avec ¢&£¤� et ��¥§¦ alorsl’unicité a
lieu dansla classedessolutionsà croissancepolynomiale.Un résultatqui, bienentendu,esttrès
loin d’êtresatisfaisant.

1 Les aspectsgéométriquesde l’ équation

Nouscommenc¸onspar uneremarquetrèssimple : si � estsolutionde (1)-(2) alors la fonction¨�©�ª «/¬p­r® � ª « définiepar: ¨ �\�O¯�°]¯���� ©"± �²�\�r¯����T³&°m¯
estsolutionde ´ ¨´

� ³¶µ ¨ � �K�m· ¨ � ¨ ¯�� ¨ �� � ¨ � · ± ¦ dansª « ¬(­r®�¸ �K¦¹¯��/���(¯(3)

¨ �\�O¯�¦º� ± �2���\���²³&° dansª « ¬(­r®�»(4)

Onreconnâıt l’ équationqui intervientdansl’approchedite“par lignesdeniveaux”dumou-
vementpar courbure moyennedesarticlesde Chen,Giga & Goto [5] et Evans& Spruck[9].
Cetteapprocheestbaśeesur les résultatssuivantsdanslesquels,si ¼ estunepartied’un espaceª «4½ , ¾x���K¼x� désigneral’espacedesfonctionsuniformémentcontinuessur ¼ ; on noteraaussi¿
l’espacedesfonctionscontinuesqui sontdans¾/��� ª «/¬p­r® ¸+À ¦¹¯)Á4��� pourtout ÁY¥?¦ .
Résultat 1 : Pour toute donńee initiale ¨ �?ÂÃ¾x�E� ª «/¬(­r® � , l’ équation(3) admetune unique
solution ¨ dans ¿ . De plus, l’ équation(3) satisfaitle principedu maximumpour dessolutions
deviscosit́e qui sontdans¿ .

Résultat2 : Si ¨ ® ¯ ¨ · ÂÄ¿ sontdeuxsolutionsdel’ équationqui vérifient:Å ¨ ® ��Æ�¯�¦º��¥?¦ÈÇ ± Å ¨ · ��Æ�¯�¦º��¥É¦ÈÇ ±WÊ �Ë¯Å ¨ ® ��Æ�¯�¦º��£?¦ÈÇ ± Å ¨ · ��Æ�¯�¦º��£É¦ÈÇ�¯Å ¨ ® ��Æ�¯�¦º� ± ¦ÈÇ ± Å ¨ · ��Æ�¯�¦º� ± ¦ÈÇ ±ÍÌ � »
et : Î�Ï�Ð?Ï�ÑÓÒÔÖÕ ­�× � ¨ ® �\�r¯�¦º���¹¯ ÎØÏ�Ð�Ï�ÑÓÒÔÖÕ ­�× � ¨ · �\�O¯�¦º���Ó¥?¦I¯
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4 Quelquesrésultatsd’unicité pourl’ équationdumouvementparcourburemoyennedansâ ã2ä
alors,pour tout åpæ?ç : èêé4ëíì�î�ï å�ð(æ?çÈñ ò èêéôó�ì�î�ï å�ð(æ?çÈñ4òWõ�ö ïèêé4ëíì�î�ï å�ð(÷?çÈñ ò èêéôó�ì�î�ï å�ð(÷?çÈñ ïèêé ë ì�î�ï å�ðøòÍçÈñ ò èêé ó ì�î�ï å�ðøòÍçÈñ4òÍù ö�ú

Lesconśequencesdecesrésultatssontmultiples.D’abord,si onsedonneunehypersurfaceùOû qui estle bordd’un ouvert õ�û , onpeutla “représenter”parunefonctionuniformémentcontinueé û qui serastrictementpositive dans õ û , nulle sur ù û et strictementnégative ailleurs ; on peut
prendrepar exemplela distance“signée” à ùOû qui vaut ü4ý ì\þrï ùOûÖð dans õ�û et ÿ ý ì\þOï ùrûÖð sur le
compĺementaire.Ce choix de signesrevient à orienter ùOû , c’est-̀a-dire à définir “l’int érieur” et
“l’e xtérieur” de ùrû .

Le résultat2montrequel’ évolution ùOû � ùOö nedépendpasduchoixdecetterepŕesentation,
pourvuquecelle-cisoitfaiteàl’aide d’unefonctionuniforḿementcontinue; elleestdoncgéoḿetrique
puisqu’ellenedépenddoncquede ùrû et desonorientation.En fait, on serendcomptedansles
applicationsquec’estvraimentõ�û l’ élémentimportant(unephasedansunprobl̀emedetransition
dephase,parexemple).

Pourdestempspetitset pour deshypersurfacesrégulìeres,l’ évolution ùrû � ù ö cöıncide
avec la propagationde ùOû avec une vitesseégaleà la courbure moyennesuivant la définition
géoḿetrique. Et commela solution

é
existe pour tous temps,cetteapprochepar “lignes de

niveaux” fournit unenotion de solution faible pour le mouvementpar courbure moyenneapr̀es
le développementdessingularit́es(qui estun phénom̀eneconnupour

�����
).

Il està noterque,mêmesi cemouvementpeut-̂etreconsid́eŕe comme“stable” et “unique”
puisqu’il héritedespropríet́esdestabilit́eetd’unicitédessolutionsdeviscosit́ede(3), “l’hypersurface”ù ö peutêtretrèsirrégulìereetmêmed’intérieurnonvide.

La partiegéoḿetriquede cesrésultatsprovient essentiellementdu fait que l’ équationest
invarianteparchangementdevariable

é���
	 ì\é ð , 	�� æWç . Par exemple,dansnotrecas,la fonc-
tion 
������ ì��²ì\þOï å�ð ÿ��Óð estunesolutionde(3). Cettesolutionn’estpasforcémentuniformément
continuemaiselleestaumoinscontinueborńee.

On peutavoir l’impression(fausse)d’avoir résolucompl̀etementle probl̀emevia la :

Proposition 1.1 : Si le problème(3)-(4)admetuneuniquesolutiondeviscosit́edans��� ì�� ���� ë"!ì ç ï ü�#�ð�ð pour toutedonńeeinitiale dela forme 
������ ì�� û ì\þ ðÈÿ$�Óð , alors le problème(1)-(2)admet
uneuniquesolutiondeviscosit́edans� ì�� � � ! ì ç ï ü�#�ð�ð pourtoutedonńeeinitiale

� û&%'� ì�� � � ð .
Mais, dansle résultat1 ci-dessus,“l’ équation(3) satisfait le principedu maximumpour

dessolutionsde viscosit́e uniformémentcontinues”signifie que l’on sait comparerdessouset
sursolutionsuniformémentcontinues,ou mêmedessouset sursolutionsdont l’une est borńee
uniformémentcontinue( ($)*� ) et l’autre seulementcontinueborńee( ��� ). Par contre,on n’a pas
derésultatdecomparaisonpourdessousetsursolutionsqui sonttouteslesdeuxcontinuesborńees
et contrairement̀a cequel’on peutpenser, lesrésultatspréćedents,enparticulierla comparaison
“ (+)�� - ��� ”, sontinsuffisants.

ESAIM: Proc.,,.-0/214353 , 6075756 , 398:3�6



GuyBarles,SamuelBiton etOlivier Ley 5

Par contre,cesrésultatsnouspermettentd’obteniraiśementuneborne ;�< sur la solution= . Notons:

>@?�ACB�DFEHGJILKNM.O =QP ?�RSE0TUR$VXWY?�AZB�DFE\[ B ]^?�AZB�DFEHG_IL`baQO =QP ?�RSE0TUR$VXWY?�AZB�DFE\[dc
On a la :

Proposition 1.2 : Soit = unesolutionde(1)-(2). Pour tout
AXVXe D�f

et g�hji , on a :

]^?�AZBlk mon g EZpqk mon g�r = ?�ACB g E r >@?�ACBlk mon g Ets�k mon g c(5)

Id éede la preuve : Elle reposesur un argumentde comparaisonquenousallonsprésenterde
manìeregéoḿetriquecaril apparaitraainsiplussimple.

En fait, le principedu maximumpour(3) peutsereformulerdela manìeresuivante: si les
famillesd’ouverts

?vuxw9E9w
et
?NyuxwzE9w

sedéplacentparcourburemoyenneausensdurésultat2 ci-dessus
alors: u P|{ yu P~} u�� { yu���B

pourtout �Fhji c
Cettepropríet́e de“monotonie”(préservation de l’inclusion) estfondamentaleet elle peutmême
êtreutilisée commedéfinition non seulementdansle mouvementpar courbure moyenne,mais
aussipourdesmouvementsplusgéńeraux(cf. Barles& Souganidis[4]).

On seplacedans
e D�f��Z�

et onpose:

u P|� GJWY?�?�ACB��.?�ACB g E�E0Blk mon g E B yu P G�O�R h = P ?�A4E\[FB
où
�.?�ACB g EHG_>@?�ACB k mon g Ets k mon g . Danscecaslesmouvementssontdonńespar:

u�� � G_WY?�?�ACB���?�AZB g E�E0B�� mon�? g p � E�E B yu��UG�O�R h = ?�ACB � E\[FB
etcomme

u P { yu P , l’inclusion :

WY?�?�AZB���?�ACB g E�E0B � mon�? g p � E�E { O�R h = ?�AZB � E\[FB
pourtout �F��g donnel’estimation(5) enfaisanttendre� vers g .

L’ étapesuivantedansle processusde démontrationde l’existenceserait l’estimation de
gradientque nousne détaillonspas ici. Signalonssimplementque la forme de l’ équationet,
en particulier, la dépendanceen � = permetde faire fonctionnerla méthodede Bernsteind’une
manìere un peu sṕeciale. On montreque, pour une certainefonction bornée � , � ?�� � = � ��E est
sous-solutiond’une équationlinéairece qui permetd’obtenir l’estimation de gradientsansse
préoccuperducomportementde � = à l’infini.

ESAIM: Proc.,���5�2�4�5� , �\�5�l� , ���:���
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GuyBarles,SamuelBiton etOlivier Ley 7

2 Le casde la dimension1

En dimensionÐ , l’ équationdevient :Ñ�ÒÑ�Ó$Ô Ò�Õ�Õ
Ð�ÖØ× Ò Õ × Ù+Ú_Û dansÜ Ý�Þ^ß Ûáà ÖFâqã à(6)

Ò ß�ä à�Û ã Ú Ò.å ß�ä4ã dansÜ Ýçæ(7)

On a le :

Théorème2.1 : Leproblème(6)-(7)admetuneuniquesolutionclassiquepourtout
Ò.å&è'é�ê�ë ìí­îðï ß�Ü ÝFã .

Preuve : L’existenceprovient desrésultatsdeEcker & Huisken[7, 8].
Pourl’unicité, on pose: ñ ß�ä à Ó ãóò Ú

ô Õå Ò ß�õ à Ó ã�ödõ÷æ
En intégrantl’ équation,il vient :ñNø Ôúù~û\ülý�þ ß ñ Õ�Õ ã4Ö�ÿQß Ó ã Ú_Û dansÜ Ý�Þúß Ûáà Ö�âqã à
où ÿ"ß Ó ã Ú ù~û\ülý�þ ß ñ Õ�Õ ß Ûáà Ó ã�ã . On introduit alors:� ß�ä à Ó ã Ú ñ ß�ä à Ó ãtÖ

ô øå ÿ"ß��Nã�ö�� à
qui résoutle probl̀eme: Ñ �Ñ�Ó Ô^ù û\ülý�þ ß � Õ�Õ ã ÚJÛ dansÜ Ý�Þ ß Ûáà Ö�âjã à(8)

� ß�ä à�Û ã Ú ô Õå ÒQå ß�õSã�ö õ dansÜ Ý æ(9)

On utilisealorsle :

Lemme 2.2 : Le problème(8)-(9)admetuneuniquesolutiondeviscosit́e pour tout
Ò å è�� ß�Ü ÝFã .

Encoreunefois c’estl’unicité qui estla partieintéressantedu lemmeetnonl’existencequi
résulteici d’argumentstrèssimplesdèsquel’on a un résultatdecomparaison,cequi serale cas
(on le verradansla preuve du lemme).

Admettonsd’abordle lemmeet déduisons-enle théor̀eme.Si
Ò ê et

Ò Ù sontdeuxsolutions
classiquesde (6)-(7), on construit

ñ ê , ÿ ê , � ê et

ñ
Ù , ÿ Ù , � Ù en proćedantcommeci-dessus.Les

fonctions� ê et � Ù étanttouteslesdeuxsolutionsde(8)-(9),ondéduitdu lemmeque,pourtous ä
et
Ó

: ô Õå Ò ê ß�õ à Ó ã�ödõFÖ
ô øå ÿ ê ß��oã�ö�� Ú ô Õå Ò Ù ß�õ à Ó ã�ödõFÖ

ô øå ÿ Ù ß��Nã�ö�� à
et le résultatdu théor̀emes’obtientendérivantcetteégalit́e parrapportà ä .

ESAIM: Proc.,�	��

����� , ������� , �������



8 Quelquesrésultatsd’unicité pourl’ équationdumouvementparcourburemoyennedans� ���
Passonsmaintenant̀a la preuve du lemme. Elle utilise une techniquede solutionsex-

plosives (“friendly giants”). Si les fonctions ��� et � � sont deux solutionsde (8)-(9), on pose!#" ���%$&� � . La fonctionarc-tangentéetant,enparticulier, höldérienned’exposant' pour tout')(&*,+.-0/�12+.3 , ! satisfait : 4 !4	5 $7698;: !=<>?>A@ 8 "CB dansD EGF7* B 1IHKJL3M1(10) ! *ONP1 B 3 "QB dansD ER1(11)

pourunecertaineconstantepositive 6S8 .
On introduit alorslesfonctions:T � *ONU1 5 3 "WV6YXZ*,+MH#E � 3 �\[,� *,+]$7^ 5 3_$`*,+aH&N � 3 �\[,�?bdc	e 1

où Egf B et h " *�/0')$C+.3�*,+�$i'_3 c � . Pourun choix convenabledesconstantesV6 et ^ , les T �
sontdessursolutionsdel’ équationqui explosentsurle borddudomaineborńe :j �lk "nm *ONU1 5 3 k *,+aH&N � 3 �\[,��o *,+aH#E � 3 �\[,� *,+ $7^ 5 3�prq

La comparaisonde ! et des T � neposedoncaucunprobl̀emeeton a :! *ONU1 5 3Ms T � *ONP1 5 3 dans
j � q

On fixe alors N et
5 o ^ c � . Pour E assezgrand, *ONU1 5 3 ( j � et on fait tendreE versl’infini dans

l’in égalit́e préćedente: commeT � *ONP1 5 3at B quandEutvJ , on obtient ! *ONU1 5 3Ms B .
D’où � � *ONP1 5 3wsx� � *ONP1 5 3 pour tout Nu(uD E et

5 o ^ c � , puis l’ égalit́e puisque� � et � �
jouentdesrôlessymétriques.On rép̀etealorsl’argumentenpartantcettefois de

5 " ^ c � aulieu
de
5 "QB , cequi conduità ���2*ONP1 5 3 " � �y*ONU1 5 3 pourtout Nz({D E et

5 o /0^ c � , etc.
Il est à noter enfin que ce mêmeargumentavec desmodificationsminimesmontreque

le principe du maximuma lieu pour l’ équation(8) pour dessouset sursolutionsde viscosit́e
continues.

3 Sur lessolutionsconvexes

On revient au casde la dimensionquelconquemaison supposeici quela donńeeinitiale |~} est
convexe etcoercive i.e. |~}0*ON�3�tYHKJ quand � N_�dtYHKJ .

On aalorsle :

Théorème3.1 : Le problème(1)-(2) admetuneuniquesolutionqui estconvexe en N pour tout5 f B et coercive uniforḿementpar rapport à
5
. De plus, on a un résultatde comparaison

pour (1)-(2) entre sur et sous-solutionsde viscosit́e continues,sansaucunerestrictionsur leurs
comportements̀a l’infini.

ESAIM: Proc.,���I�
����� , �I����� , �\�����
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Preuve : Nous commenc¸ons par démontrerl’existence. L’existenced’une solution classique
provient desrésultatsdeEcker & Huisken [7, 8]. Nousallonsdonnerunedémonstrationsimple
maisqui nefournit qu’unesolutiondeviscosit́e (etnonunesolutionclassiquea priori).

Comme�~� estconvexe coercive, il existeunesuitecroissante�O�~��0� � defonctionsconvexes
coerciveslipschitziennestellesque: �����

� � ���� � ���
On peutdeplussupposerque,pourtout ����� � et tout �z�{� �K� , ona :� ��r� ��¡ � ¡0¢)£R¤
pourcertainesconstantes�.¤I£G¥L¦ .

Pourtout � , commela donńeeinitiale estlipschitzienne,parlesrésultatsdu “Users’guide”
[6], il existeuneuniquesolution � � de(1)-(2) dans§ avecla donńeeinitiale � �� . De plus,parun
résultatdecomparaisonpourlessolutionsqui appartiennent̀a § , la suite �O��� � � estcroissante.On
appliqueenfinlesrésultatsdeGiga,Goto,Ishii & Sato[10] pourmontrerqueles � � sontconvexes
en � pourtout ¨ .

Pourobtenirdesestimationssurles � � , onutilise la Proposition1.2qui fournit uneestima-
tion ©Mª uniformesurles ��� caron peutsupposerque,pourtout � :«S¬®­¯ °�± � ��² � �� ² � � dans� � � ¤
puisla convexité donnel’estimationuniformedegradient:

¡
¡ ³ � � ��´ ¤ ¨ � ¡
¡ µ·¶¹¸
º�»½¼ ² �¿¾�ÀÂÁ «;ÃÅÄº�Æ�» � � ��´ ¤ ¨ � ¢ «;¬Ç­º~Æ�» � � ��´ ¤ ¨ ��È
pourtout ¨ �L¦ �

Enfin,etc’estla seuleestimationquenousallonsutiliserpourla variablë , la convexité des� � , conjugúeeaufait qu’ellessontsolutionsde(1), impliquequ’ellessontcroissantesentemps.
Le passagèa la limite utilise la méthodedessemi-limitesrelax́ees(cf. [6]) : lesfonctions�

et � définiespar:�_�O� ¤ ¨ � � É ¬®« ���½�¸ËÊ.Ì Í\¼ÏÎ¿¸ËÐ0Ì ÑÇ¼� ÎKÒ ª � � �OÓ ¤�Ô � et � �O� ¤ ¨ � � É ¬®«Õ¬Ç­�Ö¸×Ê2Ì Í�¼ÇÎ¿¸×Ð0Ì ÑÇ¼� ÎKÒ ª � � �OÓ ¤�Ô � ¤
sont respectivementsouset sursolutionde viscosit́e de (1)-(2). De plus, elles sont localement
lipschitziennesen � pourtout ¨ eton montrefacilementque:� � ������ � � et � � �O� �,Ø �

Pourconclure,il suffit deremarquerqu’étantcontinueen � , croissanteentempsetsursolu-
tion d’uneéquationparabolique,� nepeutadmettredediscontinuit́e entempset que �ÚÙ � � � �
estdoncunesolutionconvexe continue.La coercivité decettesolutionapparaitradansle coursde
la preuve d’unicité et résultedel’approchegéoḿetrique.

ESAIM: Proc.,Û	Ü�Ý
Þ�ß�ß , à�á�á�à , ß�â�ß�à
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Pourl’unicit é, onvaprouverquel’on peutcomparercettesolution æ avectoutesursolution

continue ç et toutesous-solutioncontinue è . Curieusementles deux inégalit́es cherch́eesvont
s’obtenirdemanìeresassezdifférentes.

Pourla comparaisonavec è , on fait le changementdevariabledeKruzkov :éæëênì�í�î·ïPð�ì æ�ñ ò éè;ênì�í�î·ïPð�ì è·ñôó
Cesnouvelles fonctions

éæ et
éè satisfontdeuxpropríet́es-cĺe : d’abord la coercivité de æ

implique que
éæ_ðOõöñ{÷ ø quand ù õ_ùÂ÷ úKû uniformémentpar rapport à ü ; quantà

éè , par sa
définition même,on a ý®þ®ÿ�����ï� ��� �	��
 éèöðOõöñ
�`ø .

Ensuite
éæ et

éè sontsolutionsd’uneéquationquasilińeaireparaboliquedela forme:� ç� ü ú��SðOç ò��Sç ò����.ç�ñ�êQø dans� �	���7ð ø·òIúrûÕñôó(12)

De plus, la convexité de æ en õ va impliquerquela fonction � satisfait unepropríet́e qui s’écrit
formellement: � �� ç ð éæPò�� éæPò�� � éæ�ñ
� ì��¿ò
et cettepropríet́e permetd’adapterl’argumentclassiquede comparaisonpour les solutionsde
viscosit́e, compte-tenudu fait quel’infini nejoueplusaucunrôle. Il estnéanmoins̀a noterquele
fait quecetteinégalit́e crucialesoit satisfaite par la fonctionqui joue le rôle de la sursolutionest
tout à fait nécessairedanscetargument,et cecirenddissyḿetriqueslesrôlesde æ et è .

La comparaisonavec ç , unesursolutioncontinuede(1)-(2), nepeutdoncs’effectueravec
la mêmeapproche.On vad’abordmontrerque ç estcoercive uniformémentparrapportà ü . Ceci
sefait à l’aide de l’approchepar ligne de niveaux: commela donńeeinitiale æ�� estconvexe et
coercive,pourtout �! "� � � , il existeuneconstante#;ð$�öñ telleque:æ��yðOõöñ
�nð$�Uò õöñ=ì�#;ð$�öñ pourtout õ! "� � � ó

Grâceà un argumentdecomparaisonpourl’approchepar ligne deniveaux,leshyperplans
restantfixesparle mouvementparcourburemoyenne,onendéduitquepourtout �! !� � � :ç ðOõUò ü�ñ%� ð$�Uò õ�ñ=ì&#Sð$�öñ pourtous ðOõUò ü�ñ
 !� �	�'�7ð ø·òIúKûÕñôó

En fait, cetargumentprouve,enle raffinantunpeuque,outrela coercivité de ç , ona :ç¿ðOõUò ü�ñ
�Õæ � ðOõöñ pourtous ðOõPò ü ñ
 "� �	���)ð ø·òIúKûÕñMó
L’idéealorsconsistèa comparerç et æ)( pour tout * . Unetrèslég̀ereadaptationdesargu-

mentsdecomparaisondu“Users’guide”conduità l’in égalit́e :æ ( �Õç dans� � � �7ð ø·òIúKûÕñôò
et la conclusions’ensuit enfaisanttendre* vers úKû .

ESAIM: Proc.,+),.-0/�121 , 3.42423 , 16571�3
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4 Et lesméthodesclassiquesdesolutionsde viscosit́e?

Peut-̂etreaurait-il ét́e naturelde commencerparsedemander: quesepasse-t-ilsi on attaquele
probl̀emed’unicité avec desméthodesclassiquesde solutionsde viscosit́e ? Typiquementcela
consistèas’intéresser̀adesquantit́esdu type:

8'9.: ;=< >@?BAC D)E%FGC D�EHF)I J : KML
NPORQTSVUXWXYPZ\[�QT]�UXWXY^Z`_ S@Za] _ bc b Z\d%Q _ S _ bHe _ ] _ b YgfhU

où

O
et

[
sontrespectivementdessousetsursolutionsdeviscosit́e del’ équationconsid́eŕeeet c U�d

sontdesparam̀etrespetitsdestińesà tendrevers i . Quandtout sepassebien,on arrive à montrer
que

8 9.: ;
tendvers i quandc U�d tendentvers i , cequi donne

O!jk[
dansl m	n�oqp i Usrut .

Ici on peuttenterunepreuve decetype,lestermesde“pénalisation”en c et

d
devant être

remplaćespardessubstitutsconvenablespourtenir comptedescroissancesde

O
et

[
.

Le meilleur(!) résultatquenousavonsobtenuaveccettestrat́egieestle :

Théorème4.1 : On supposeque

O J estunefonctionlocalementlipschitziennequi satisfait:_ v O J QTSwY _ jyxzQX{ e _ S _ | Yy}�~�}�~�� ?���� l m n U
pour certainesconstantes

x�� i et i j��\��{
. On a alors un résultatdecomparaisonpour les

souset sursolutionsdeviscosit́e de(1)-(2)qui sontà croissancepolynomiale.

Cerésultatesttrèsloin d’êtresatisfaisantcar il neconcernequedessolutionsà croissance
strictementsous-quadratique.Il estobtenuenutilisantune“fonction-test”du type:

� QTS�UX]�UXWXY < ORQTSVUXWXYPZ\[�QT]�UXWXYPZ\�����7�zQTS e ]�Y%� _ S�Za] _ �c � e dR��U
où � � i estuneconstanteassezgrande,demêmeque � et

�zQTS e ]�Y < { e _ S e ] _ �
pourun

certain ����l   .
Par cetteméthode,nousn’avonspaspu fairemieux ; le probl̀emeresteouvert desavoir si

la faiblessedecerésultatestduesimplement̀aunelimitation dela méthodeousi, aucontraire,on
auraitdescontre-exemplesà l’unicité encroissancequadratique.

En fait, cetteméthodededémonstrationpermetdetraiter le casd’équationsbeaucoupplus
géńeraleset elle n’utilise en aucunemanìere le caract̀eregéoḿetriquede l’ équation,deuxfaib-
lessessansdouterédhibitoiresauregarddenotreprobl̀emed’unicité.
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