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Résune. RécemmentEcker et Huisken ont demonté quel’ équationdu mouvementpar
courture moyennedesgraphesdansR”Y admetau moinsunesolutionréguliére pour toute
donréeinitiale danszlo’cOO (IRN) sansimposeraucunecondition sur son comportementu
I'infini. Le but decetarticle estde décrirequelquesésultatsd’unicité pour cessolutions.La
difficulté pour obtenirunetelle unicité provient de I'absencede restrictionsurla croissance

et, plusgéréralementsurle comportementlessolutionsa l'infini.

Mots clés. Equationsquasiliréaireqoaraboliquesmoummenparcourturemoyenner'esultat
d’unicité, solutionssanscomportemenprescrita I'infini, solutionsdeviscosié.

Abstract. Recently Ecker and Huisken provedthat the equationfor the motion by mean
curvatureof graphsin RN hasatleasta classicakolutionfor ary initial datain W, (IR")
withoutimposingary conditiononits behaior atinfinity. Theaim of thisarticleis to describe
severalresultsconcerningheuniquenessf suchsolutions. Themaindifficulty to obtainsuch
uniquenessesultscomesfrom the lack of restrictionon the growth and, moregenerally the

behavior of the solutionsatinfinity.

Keywords. Quasilineaiparabolicequationsmotionby meancurvature,uniquenessesults,
solutionswithout prescribedbehaior at infinity, viscositysolutions.

AMS subjectclassification. 35K55,35A05,35B50,35K15,53C44

Dansune série de travaux récents,les geonetresEcker et Huisken [7, 8] ont étudg les
mouvementsparcourture moyennedesgraphesiansiR” etils ont obtenuun résultatd’existence
tresgéréeral qui, de manireanalytique peutseformulerdela fagon suivante: pourtoutedonrée

initiale ug € Wllo’c"o(ﬂ%N), il existeunesolutionrégulieredu probkeme:

ou (D?*uDu, Du) N
(@) 5 Au + T+|Du? 0 dansR™ x (0,+o0),
2 u(z,0) = ug(z) dansRY .

) Cetravail aéte effectlé avecle soutiendu programmeeurofeenTMR “ViscositySolutionsandtheir Applications”

Article published by EDP Sciences and available at http://www.edpsciences.org/proc or http://dx.doi.org/10.1051/proc:2002027



http://www.edpsciences.org
http://www.edpsciences.org/proc
http://dx.doi.org/10.1051/proc:2002027

2 Quelqueseésultatsd’unicité pourl’ équationdu mouvementpar courture moyennedansiR™

Cerésultatd’existenceestassezsurprenantaril estobtenusansaucunehypothesesurle
comportemen& l'infini dela donréeinitiale et, bienentenduijl fournit dessolutionsqui peuwent
avoir, enparticulier descroissanceguelconques I'infini.

Le but de notre travail en coursestd’étudiernon seulementes proprietes d'unicité des
solutionsde(1)-(2) maisaussid’équationgjuasilireaireselliptiqueset paraboliqueplusgérérales
posesdansiR” ou dansdesouvertsnonborrés; nousrappelongjuele casdesouvertsborrés
estcouwert de mankere tres satishisantepar les résultatsdu “Users’guide” sur les solutionsde
viscosié de Crandall,Ishii & Lions[6].

Nousdécrivonsdanscetarticlelespremiergprogesdanscettedirectionennousrestreignant
au casde (1)-(2) ; nousne donnonségalementue desidéesde preue et nousrenvoyonsa [2]
pourdesrésultatglus gérérauxavec despreuvescompktes.

Dansl’ étudedeséquationsaux dériveespartiellesnonlinéaires,on estplutdt habitie a ce
guela difficulté pour obtenirdesrésultatsd’unicité proviennede la prise en comptede solutions
faibles. Ce n’est pasdu tout le casici ou I'obstacle majeurestl'absencede restrictionsur le
comportementlessolutionsal'infini ; supposequelessolutionssontC™ enz ett nesimplifie
pasvraimentle probkeme. En fait, cettedifficulté fondamentalestagravée parla déependancee
I équatioren Du et plusprécimentparlinteraction Du—D?u qui renddélicatetouteprocedure
delinéarisation.

Du cdté despointspositifs, maisencorefaut-il étre capabled’en tirer parti, il y al'aspect
geonetriquedel’ équation(1). La sectionl a pour but de décrire cesaspectgéoneétriquesdont
l'intérét estmultiple : d’'unepart,ils conduisent unereformulationdesquestionsd’unicité qui a
I'air plussimplemaisqui consere malheureusemetvonnombredesdifficultésdela formulation
initiale. D’autre part, elle permetde mieux comprendrecommenton peutobtenirdesrésultats
d’existencegérérauxde solutionsde (1)-(2) pardesméthodedd’analyse.

Ces aspectsggeontetriquesutilisent “I'approche par lignes de niveaux” des mouvements
d’hypersurficesavec desvitessesnormalesprescrites. Cetteapprochequi estapparued’abord
dande casdemouvementsavitessenormaleconstantelang 1], aét utiliseedemaniresyseématique
pour la premerefois par Osher& Sethian[11] pourle calcul numériqguedeséwlutionsde sur
facesavecdesvitessesiormalesjuelconquesl.a premerejustificationthéoriqueestduea Evans
& Spruck[9] pour le mouvementpar courlure moyenne, puis Chen, Giga & Goto [5] 'ont
géréralieatouslestypesdevitesse.

Nousrappelongque cetteapprochepar lignes de niveauxfournit une notion de solutions
faiblespourles mouvementsd’hypersuraicesde IRV ! avec desvitessesnormalesdépendantie
la positionde'hypersurfice,dutemps,desdirectionsdesnormaleset descourkuresprincipales.

Malheureusemengutantl’utilisation de I'interprétationgéongetriquedu probeme(1)-(2)
apportedesamumentssimpleset efficacespour traiter les questionsd’existence,autantelle ne
nousa paspermisd’obtenirdesrésultatsd’unicité trésgéréraux; enfait, pasplus gérerauxque
ceuxobtenugparl’approchedirecte.

Nousdécrivonsdanslessectionsuivantedesquelquesésultated’unicité obtenus Dansla
section2, nousétudionde casN = 1 qui correspondh desmouvementsde graphegarcourkure
moyennedans/R?. |l estbien connuqu’au moins pour les mouvementsd’hypersurcescom-
pactes]a dimension2 estun casparticulierou peude phenonenessinguliersapparaissentDans
ce cas,nouspouvonseffectivementprouver quel’unicité alieu dansle cadrenaturel,c’esta-dire
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Guy Barles,SamueBiton et Olivier Ley 3

celui dessolutionsclassiquesanscomportemenprescrita I'infini.

Dansle casN > 2, seulsdesrésultatspartiels sont obtenus. Dansla section3, nous
considronsle casou ug estcorvexe et coercve i.e. ug(z) — +oo quand|z| — +oo. On peut
alorsprouver I'existenced’une solutionu qui estégalementorvexe enz et coercve pourtout .
Nousmontronsque cettesolutionestuniquedansla classda plus gérérale,c’esta-direici celle
dessolutionsde viscosié continuessanscomportemenprescrita I'infini.

Enfin,dandasectiord (peutétreaurions-nouslil commenceparla ?), nousnousattaquons
aceprobkemed’unicité al’'aide desméthodeslassiquepourobtenirdesrésultatslecomparaison
pour les solutionsde viscosié. En essayantle “poussera fond” cesméthodesnousobtenons
seulemente résultatsuvant: si |Dugy(z)| < C(1 + |z|”) avecr < 1 etC > 0 alorsl'unicité a
lieu dansla classedessolutionsa croissancgolynomiale.Un résultatqui, bienentendugsttrés
loin d’étresatishisant.

1 Lesaspectggeonetriquesdel’ équation
Nous commenons par uneremarquetressimple: si u estsolutionde (1)-(2) alorsla fonction
w: RNt — IR définiepar:
w(a:, Y, t) = ’U,(.’B,t) -Y,
estsolutionde

ow D?wDw, Dw
3) i % =0 dansR""" x (0, +o0),
4) w(z,0) =ug(z) —y dansRMT! .

Onreconnit I' equationmqui intervientdand’approchedite “par lignesdeniveaux”du mou-
vementpar courlure moyennedesatrticlesde Chen, Giga & Goto [5] et Evans& Spruck][9].
Cetteapprochesstbage surles résultatssuivantsdanslesquels si A estunepartied’un espace
R™, UC(A) désignerd’'espacedesfonctionsuniformémentcontinuessur A ; on noteraaussiX
I'espacedesfonctionscontinuesqui sontdansUU C(IRV+1 x [0,T)) pourtoutT > 0.

Résultat 1 : Pour toute donrée initiale wy € UC(RN*!), I'équation(3) admetune unique
solutionw dansX. De plus, I’ équation(3) satisfaitle principe du maximumpour dessolutions
deviscosié qui sontdansX.

Résultat2: Siw, wy € X sontdeuxsolutionsdel’ équationqui vérifient:

{wi(-,0) >0} = {wa(-,0) >0} =y,
{w1(-,0) <0} {ws(-,0) < 0},
{wi(-,0) =0} = {ws(-,0)=0}=Ty.

et:

lim inf w; (z,0)[ , lim inf [ws(2,0)| > 0,

ESAIM: Proc.,Vol. 11, 2002, 1-12



4 Quelqueseésultatsd’unicité pourl’ équationdu mouvementpar courture moyennedansiR™

alors, pourtoutt > 0 :

{wi(-,t) >0} = {wa(-,t) >0} =y,
{wi(-,t) <0} = {ws(t) <0},
{wi(-,t) =0} = {we(-,t) =0} =Ty.

Lescongquencesle cesrésultatssontmultiples. D’abord,si on sedonneunehypersurce
T'g quiestle bordd’'un ouvert)y, onpeutla “représenter’parunefonctionuniformémentcontinue
wo qui serastrictementpositive dansg, nulle surT'y et strictementnégatve ailleurs; on peut
prendrepar exemplela distance'signée” aT'y qui vaut +d(z,Ty) dansQy et —d(z,T) surle
compEmentaire.Ce choix de signesrevient a orienterI'y, c'esta-dire a définir “I'int érieur” et
“I'e xterieur” del’y.

Le résulta montrequel’ @wlutionT'y — T'; nedépendbasdu choixdecetterepésentation,
pourvuquecelle-cisoitfaiteal’aide d’'unefonctionuniformémentontinue elle estdoncgéonetrique
puisqu’ellene dépenddoncquedeT’; et de sonorientation. En fait, on serendcomptedansles
applicationgquec’estvraiment() I’ elémentimportant(unephasedansun probemedetransition
dephaseparexemple).

Pourdestempspetitset pour deshypersurcesrégulieres,|’ éwlution 'y — T'; coincide
avec la propagationde I'y avec une vitesseégalea la courlure moyennesuiant la définition
géonetrique. Et commela solution w existe pour tous temps, cette approchepar “lignes de
niveaux” fournit une notion de solution faible pour le mouvementpar courhure moyenneapes
le développementlessingularies(qui estun phénonéneconnupour N > 2).

Il esta noterque,mémesi ce mouvementpeutétre consicré comme“stable” et “unique”
puisqu’il héritedesproprietesdestabilie etd’unicité dessolutionsdeviscosit de(3), “I'hypersurface”
I'; peutétretresirréguliereet mémed’intérieurnonvide.

La partie géonetriquede cesrésultatsprovient essentiellemendu fait quel’ équationest
invarianteparchangemendle variablew +— v (w), 1’ > 0. Par exemple,dansnotrecas,la fonc-
tion tanh(u(z,t) — y) estunesolutionde (3). Cettesolutionn’est pasforcémentuniformément
continuemaiselle estaumoinscontinueborrée.

On peutavoir I'impression(fausseq’avoir réesolucompktemente probEmevia la :

Proposition 1.1 : Sile probleme(3)-(4) admetuneuniquesolutiondeviscosié dansCy, (IR 1 x
(0, 4+00)) pourtoutedonreeinitiale dela formetanh(ug(z) — v), alorsle probleme(1)-(2) admet
uneuniquesolutiondeviscosié dansC(IRY x (0, +oc)) pourtoutedonréeinitiale uy € C(IRY).

Mais, dansle résultatl ci-dessus; I’ équation(3) satishit le principe du maximumpour
dessolutionsde viscosie uniformémentcontinues”signifie quel'on sait comparerdessouset
sursolutionsuniformémentcontinues,ou mémedessouset sursolutionsdont I'une estborree
uniformémentcontinue(BU C) et'autre seulementontinueborrée(Cy). Par contre,onn’a pas
derésultatdecomparaisoipourdessouset sursolutiongjui sonttoutesesdeuxcontinuesorrées
et contrairemena ce quel’on peutpenserlesrésultatgpréccdentsen particulierla comparaison
“BUC-Cy", sontinsufisants.
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Guy Barles,SamueBiton et Olivier Ley 5

Par contre,cesrésultatsnouspermettent’obtenir aissmentuneborne L™ surla solution
u. Notons:

M(z, R) = max{uo(y); y € B(,R)} , mlz,R) =min{u(y); y € B(x, R)}.
Onala:

Proposition 1.2 : Soitu unesolutionde (1)-(2). Pour toutz € IRY ett > 0,0na:

(5) m(z,V2Nt) — V2Nt < u(z,t) < M(z,V2Nt) + V2Nt .

Idéede la preuwe : Elle reposesur un agumentde comparaisorgue nousallons présenterde
mankiregéeonetriquecaril apparaitrainsiplussimple.

Enfait, le principedu maximumpour (3) peutsereformulerdela mangresuivante: siles
famillesd’ouverts(;); et(Q;); sedéplacenparcourluremoyenneausensiurésultar ci-dessus
alors:

Qo C Q=9 CcQ, pourtouts>0.

Cettepropriete de “monotonie” (preseration de I'inclusion) estfondamentalet elle peutméme
étre utilisee commedéfinition non seulementlansle mouvementpar courture moyenne, mais
aussipourdesmouvementlusgéréraux(cf. Barles& Souganidig4)).

OnseplacedansRY*! eton pose:
Qo := B((z, 2(z,t)),V2Nt) , Qo= {y > uo(z)},
ou z(z,t) = M(z,vV2Nt) + v2Nt. Danscecaslesmouvementssontdonréspar:
Q, := B((z, 2(z,1)), V2Nt —s)) , Q= {y>u(z,s)},
etcomme; C Q, l'inclusion:
B((z,2(x,1)), V2N (t — 5)) C {y > u(z,s)},
pourtouts < ¢ donnel’estimation(5) enfaisanttendres verst.

L’ étapesuivante dansle processusie demontrationde I'existenceseraitl’estimation de
gradientque nous ne détaillons pasici. Signalonssimplementque la forme de I équationet,
en particulier la dependancen Du permetde faire fonctionnerla méthodede Bernsteind’une
manire un peu speciale. On montre que, pour une certainefonction borrée x, x(|Du|?) est

sous-solutiond’une équationlinéaire ce qui permetd’obtenir I'estimation de gradientsansse
préoccupedu comportementle Du al'infini.

ESAIM: Proc.,Vol. 11, 2002, 1-12



6 Quelqueseésultatsd’unicité pourl’ équationdu mouvementpar courture moyennedansiR™

Figurel: Au tempst = 0.

z— /2N (t —s)

Figure2: Au temps0 < s < t.
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2 Le casdeladimensionl

Endimensiont, I' équationdevient :

ou Ugy
(6) E - m =0 danSR X (0, ‘|‘OO) y
(7) u(z,0) = ug(z) danskR .

Onale:

Théoreme?2.1 : Leprobleme(6)-(7) admetuneuniquesolutionclassiquepourtoutug € Wlf;cw(IR).

Preuwe : L'existenceprovient desrésultatede Ecker & Huisken([7, §].
Pourl’unicité, on pose:

T
v(z,t) ::/ u(y, t)dy .
0
Eninteégrantl’ équationjl vient:
vy — Arctg(vye) + g(t) =0 dansR x (0,400) ,

ou g(t) = Arctg(vz2(0,t)). Onintroduitalors:

t
w(z,t) = v(x,t) —I—/O g(s)ds ,

qui résoutle probkeme:

(8) 86—1: — Arctg(wgz) =0 dansR x (0, +o0) ,

T
9) w(z,0) = / uo(y)dy danskR .
0
On utilise alorsle :
Lemme2.2 : Le probleme(8)-(9) admetuneuniquesolutiondeviscosié pourtoutuy € C(IR).

Encoreunefois c’estl'unicité qui estla partieintéressantelulemmeet nonl’existencequi
résulteici d’argumentsressimplesdesquel’on a un résultatde comparaisonge qui serale cas
(onle verradansla preuwe dulemme).

Admettonsd’abordle lemmeet déduisons-efe theoeme. Siu; etu, sontdeuxsolutions
classiquesle (6)-(7), on construitvy, g1, wy etwvs, g2, we €nproc@dantcommeci-dessus.Les
fonctionsw, etws étanttouteslesdeuxsolutionsde (8)-(9), on déduitdulemmeque,pourtousz
ett:

T i T 1
| wwvdr+ [Caisas = [ uawodr+ [ galsas,
0 0 0 0
etle résultatdu theoemes’obtientendérivantcetteégalié parrapporta x.

ESAIM: Proc.,Vol. 11, 2002, 1-12



8 Quelqueseésultatsd’unicité pourl’ équationdu mouvementpar courture moyennedansiR™

Passongmaintenanta la preuve du lemme. Elle utilise une techniquede solutionsex-
plosives (“friendly giants”). Si les fonctionsw; et ws sontdeux solutionsde (8)-(9), on pose
x = wy; — we. Lafonctionarc-tangenté&tant,en particulier hdlderienned’exposanta pourtout
a € (1/2,1), x satishit :

ox

(10) i Ko (xip)“ =0 dansR x (0,+00) ,

(11) x(z,0) =0 dansR,

pourunecertaineconstantgositive K.
Onintroduitalorslesfonctions:

onle,t) = K [(1+ B2 —at) — (142277 "

OUR > 0etk = (2a — 1)(1 — )~ !. Pourun choix corvenabledesconstantes( etc, les g
sontdessursolutionglel’ équationqui explosentsurle bord du domaineborré :

Qr:={(z,t): 1+2>)2 < 1+ R)2(1 —ct)} .
La comparaisomle x etdespr neposedoncaucunprobemeetona:

X($at) < ‘PR(xat) dansQR -

Onfixealorsz ett < ¢ . PourR assegrand,(z,t) € Qg etonfaittendreR verslinfini dans
I'in égalié précédente commeypg(z,t) — 0 quandR — oo, onobtienty(z,t) < 0.

Dol wy(z,t) < wo(z,t) pourtoutz € IR ett < ¢ !, puisl’ égalie puisquew; etws
jouentdesrolessymétriques.On répetealorsl’argumenten partantcettefois det = ¢! aulieu
det = 0, cequi conduitaw (z,t) = we(z,t) pourtoutz € IR ett < 2¢ !, etc.

Il esta noter enfin que ce méme agumentavec des modificationsminimes montre que
le principe du maximuma lieu pour I’ équation(8) pour dessouset sursolutionsde viscosié
continues.

3 Sur lessolutionscornvexes

Onrevient au casde la dimensionquelconquemaison supposeéci quela donreeinitiale ug est
corvexe etcoerciei.e. ug(z) — +oo quand|z| — 4oo.
Onaalorsle:

Théoreme3.1 : Le probleme(1)-(2) admetune uniquesolutionqui estconvexe en z pour tout
t > 0 et coercive uniformémentpar rapporta ¢. De plus, on a un résultatde compagnison
pour (1)-(2) entre sur et sous-solutiongle viscosié continues sansaucunerestrictionsur leurs
comportementa l'infini.
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Preuve : Nous commenons par demontrerl’existence L’existenced’une solution classique
provient desrésultatsde Ecker & Huisken[7, 8]. Nousallonsdonnerunedémonstratiorsimple
maisqui nefournit qu’unesolutiondeviscosié (et nonunesolutionclassiquea priori).
Commeuy estcorvexe coercire, il existe unesuitecroissantduf);, defonctionscorvexes
coercveslipschitziennegellesque:
sup ulg =1ug .
k

On peutde plussupposerue,pourtoutk € IN ettoutz € RN, ona:
uf > dz| - C,

pourcertainesonstantes, C' > 0.

Pourtout &, commela donréeinitiale estlipschitzienneparlesrésultatsdu “Users’ guide”
[6], il existeuneuniquesolutionu* de(1)-(2) dansX avecla donréeinitiale u£. De plus, parun
résultatde comparaisomourlessolutionsqui appartiennerd X, la suite(u*),, estcroissanteOn
appliqueenfinlesrésultatsie Giga, Goto, Ishii & Sato[10] pourmontrerquelesu* sontcorvexes
enz pourtoutt.

Pourobtenirdesestimationssurles«*, on utilise la Propositionl.2 qui fournit uneestima-
tion > uniformesurlesu* caron peutsupposeque,pourtoutk :

mi}gl uy < ulg <wug dansR" ,
R

puisla corvexité donnel’estimationuniformede gradient:

HD’U,k(-’t)HLoo(BR) <R7! (max uk(-,t) — min uk(.’t))
Bar Bar
pourtoutt > 0.
Enfin, etc’estla seuleestimationquenousallonsutiliser pourla variablet, la convexité des
u¥, conjugeeaufait qu'ellessontsolutionsde (1), implique qu’ellessontcroissantegntemps.
Le passagé la limite utilise la méthodedessemi-limitesrelaxées(cf. [6]) : lesfonctionsu
ety définiespar:

u(z,t) = limsup uk(y, s) et wu(z,t) = liminf uk(y,s) ,
(y:s)%(xat) (y’s)_)(m’t)
k=400 k—+00

sontrespectiementsouset sursolutionde viscosié de (1)-(2). De plus, elles sontlocalement
lipschitziennegnz pourtoutt eton montrefacilementgue:

u=supu* et w=(u)".
k

Pourconclure|l sufiit deremarguequ’étantcontinueenz, croissanteentempset sursolu-
tion d’'une équationparaboliquey ne peutadmettrede discontinuié entempsetqueu :=u = u
estdoncunesolutioncorvexe continue.La coercvité de cettesolutionapparaitralansle coursde
la preue d’unicité etrésultedel’approchegéonetrique.

ESAIM: Proc.,Vol. 11, 2002, 1-12



10 Quelqueseésultatsd’unicité pourl’ équationdu mouvementpar courture moyennedansiR™

Pourl’unicit & onvaprouwer quel’'on peutcomparercettesolutionu avectoutesursolution
continuew et toute sous-solutiorcontinuev. Curieusemenles deuxinégalies chercleesvont
s’obtenirde maneresassedifférentes.

Pourla comparaisormvecwv, onfait le changemende variablede Kruzkov :

4= —exp(—u) , U=—exp(—v).

Cesnouwellesfonctions et ¢ satisfontdeux propriétes-ceé : d’abordla coercvité de u
implique que@(z) — 0 quand|z| — +oo uniformémentpar rapporta ¢ ; quanta o, par sa

définition méme,onalimsup(z) < 0.
|z| =00
Ensuitex et? sontsolutionsd’'une équationquasilireaireparaboliquedela forme:

0
(12) 3_1;:) + F(w, Dw,D*w) =0 dansRY x (0, +o) .
De plus, la corvexité dew enz vaimpliquer quela fonction F' satishit unepropriéete qui s'écrit

formellement oF
8—w(~,Dﬂ,D2’Zj) > -2,

et cette propriete permetd’adapterl’argumentclassiquede comparaisorpour les solutionsde
viscosig, compte-tenwdu fait quel'infini nejoueplusaucunrdle. Il estnéanmoinsanoterquele
fait quecetteinégalié crucialesoit satishite parla fonction qui joue le rble de la sursolutionest
tout afait necessairelanscetargument.et cecirenddissynétriquedesrolesdeu etw.

La comparaisoravec w, unesursolutioncontinuede (1)-(2), ne peutdoncs’effectueravec
la mémeapproche Onvad’abordmontrerquew estcoercie uniformémentparrapportat. Ceci
sefait al'aide del'approcheparligne de niveaux: commela donreeinitiale uy estcorvexe et
coercve, pourtoutp € IRY, il existeuneconstante”(p) telle que:

uo(z) > (p,z) — C(p) pourtoutz € RY .

Gracea un agumentde comparaisompourl’approchepar ligne de niveaux,les hyperplans
restanfiixesparle mouvementparcourture moyenne,on endeduitquepourtoutp € RY :

w(z,t) > (p,z) — C(p) pourtous(z,t) € RN x (0,+o0) .
Enfait, cetargumentprouwe, enle raffinantun peuque,outrela coercvité dew, ona:
w(z,t) > ug(z) pourtous(z,t) € RY x (0,400) .

L’id éealorsconsisted comparem etu* pourtout k. Unetréslégereadaptatiordesargu-
mentsde comparaisomu “Users’guide”conduital'in égalié :

uf <w dansRM x (0,400) ,
etla conclusions’ensuitenfaisanttendrek vers+oo.
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4 Et lesméthodesclassiquesde solutionsde viscosigé ?

Peutétre aurait-il €€ naturelde commencepar sedemander quesepasse-t-ilsi on attaquee
probemed’unicité avec desméthodesclassiquesie solutionsde viscosié ? Typiguementcela
consistaa s'intéressea desquantiesdutype:

2
M5® = max u(z,t) — v ,t—M—a z? + 2},
otz {ut@) — o0 - EI —agiaf + i)

ou u etv sontrespectiementdessouset sursolutionsleviscosie del’ équationconsickreeete, a
sontdesparangtrespetitsdestiresa tendrevers0. Quandtout sepassebien,on arrive a montrer
que M#° tendvers0 quande, o tendentvers0, cequi donneu < v dansiRY x [0, T].

Ici on peuttenterunepreu\e de cetype,lestermesde “pénalisation”ene et a devantétre
rempla@&@spardessubstitutscorvenablegpourtenir comptedescroissancedeu etwv.

Le meilleur (1) résultatguenousavonsobtenuavec cettestraggieestle :

Théoreme4.1 : Onsupposeaueu, estunefonctionlocalementipschitziennequi satisfait:
|Dug(z)] < C(1+ |z|") p.p.dans R",

pour certainesconstante” > 0 et0 < v < 1. Onaalors unrésultatde compagisonpour les
souset sursolutionsde viscosié de (1)-(2) qui sonta croissancepolynomiale

Cerésultatesttresloin d’'étresatishisantcaril ne concerneguedessolutionsa croissance
strictemensous-quadratiquél estobtenuenutilisantune“fonction-test”dutype:

T(2,,1) = ule,t) — v(y, 1) — MKz +1) (M T a) ,

ep
ol L > 0 estuneconstanteassezyrande,de mémequep et K (z +y) = 1 + |z + y|*¥ pourun
certaink € IN.

Par cetteméthode nousn’avons paspu faire mieux ; le probemeresteouvert de savoir si
la faiblesseale cerésultatestduesimplementunelimitation dela méthodeou si, aucontraire,on
auraitdescontre-eaemplesal’unicité encroissanceuadratique.

Enfait, cetteméthodede demonstratiorpermetdetraiterle casd’équationsheaucouplus
géréraleset elle n'utilise en aucunemankerele carackre geonétriquede I’ équation,deuxfaib-
lessesansdouterédhibitoiresauregardde notreprobkemed’unicité.
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