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Simulations degrandeséchelles:
aspectsmathématiqueset numériques

Georges-HenriCottet,DeliaJiroveanuet BertrandMichaux

Résuḿe. La simulationdesécoulementsturbulentsou à hautnombredeReynoldsnepeut
pasengéńeralêtremeńeeavecunnombrededegrésdelibertésuffisantpourrepŕesentertoutes
leséchellesdel’ écoulement.LesSimulationsdesGrandes̀Echelles(SGE)visentànesimuler
queles échellessignificativespourun cot decalcul raisonnable.Cessimulationss’appuient
sur desmod̀eles,dits mod̀elessous-maille,paraḿetrantl’ef fet deséchellesnonrésoluessur
lesgrandeśechelles,notammentendissipantl’ énergie qui a tendancèa s’accumulerenbout
de spectre. Cesmod̀elessont en géńeral déduitsd’argumentsphysiquesde type cascade
d’énergie. D’un point de vue math́ematique,les mod̀elesSGEont desliens étroitsavec les
techniquesde déconvolution. Ils peuvent être aussiconsid́eréscommedesrégularisations
minimalesdeséquationsde Navier-Stokes posśedantdessolutionsrégulìeres. On décrira
destravaux récentsdanscesdeuxdirections,ainsi queles algorithmesnumériquesqui s’en
déduisent.On montreraen particuliercommentapparaissentnaturellementdesmod̀elesde
diffusionanisotropesqui s’implantentfacilementdanslescodesclassiques.Onmonteraenfin
commentles méthodesnumériqueslagrangiennesse distinguentdesméthodeseuĺeriennes
dansle contextedesSGE.

Mots clés. Simulationgrandeśechelles,mod̀elessous-maille,́ecoulementsturbulents.

Abstract. Computationof turbulentflows or of flows at high Reynoldsnumberscannot in
generalbedonewith a numberof degreesof freedomsufficient to representall thescalesof
theflow. Theaimof LargeEddySimulations(LES) is to computeonly therelevantscalesata
reasonablecost.Thesesimulationsarebasedonmodels(theso-calledsubgridmodels)which
report the effectsof the small scaleson the large ones,in particularby a dissipationof the
energywhichaccumulatesin thetail. They areusuallyderivedfrom physicalargumentsbased
onenergy cascade.Fromamathematicalstandpoint,theLESmodelsarecloselylinkedto the
deconvolution techniques.They can also be consideredas minimal regularizationsof the
Navier-Stokesequations.with smoothsolutions.Recentwork in thosetwo directionswill be
presented,aswell asnumericalalgorithms.It will beshown how anisotropicdiffusionmodels
naturallyappearsandcaneasillybeimplementedin classicalcodes.Finally emphasiswill be
put on thedifferencebetweenEulerianandLagrangianmethodsin theSGEframework.

1 Intr oduction

Le but dessimulationsdegrandeśechellesestdenecalculeravecprécisionqueleséchellessig-
nificatives d’un écoulement. Pour cela on chercheà résoudreles équationsde Navier-Stokes
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moyenńeesenespacesuruneéchelle� , diteéchelledecoupure,engéńeralfonctiondela résolution
maximalequel’on peuts’offrir dansun sch́emanumériquedonńe.

La difficulté est évidemmentqueceséquationsne sontpasferméespuisque,si l’on note�� la moyennelocaled’un champde vitesseon a ��� ������ ����� � . Autrementdit l’interaction non
linéairedesgrandeśechellespeutproduiredespetiteséchelles.D’un autrecot́e les physiciens
saventqu’unedescaract́eristiquesfondamentalesdela turbulence3D estquel’ énergiedesgrandes
échellesestconstamment”pompée” verslespluspetiteséchelles,jusqu’̀a atteindredesnombres
d’ondesuffisamment́elevéspourquela viscosit́e moléculaire,aussifaiblesoit-elle,puissela dis-
siper. Si l’on veutdoncfermerleséquationsdeNavier-Stokesmoyenńees,il fauty adjoindredes
termesdedissipation,dite dissipationsous-maille,qui sesubstituent̀a cemécanismedecascade
d’énergie [6].

Le termede dissipationle plus simpleet qui continueà servir de baseauxmod̀elesmod-
ernes,estdu à Smagorinsky et s’écrit sousla formediv !#"%$'& �)( avec "%$ �+* �-,/. & � . . Cemod̀ele
estenfait trèsrudimentaireetbeaucouptropdissipatif,commele montrentdescomparaisonsentre
sesprédictionset leséchangesd’energiesous-maillecalcuĺeesparrésolutiondirectedeséquations
deNavier-Stokessur desgrilles trèsfines. Pouraméliorer sesperformances,on fait souvent ap-
pel à desmod̀elesqui calculentdemanìereadaptative entempset enespacele coefficient * [5].
Sansrentrerdanslesdétails,disonsquecettetechniquefonctionnetrèsbiendansdesgéoḿetries
simplesmaisposecertainsprobl̀emesdansdescasplusgéńeraux.

Adoptonsmaintenantunpointdevuedifférent.Puisqu’ilssontcenśesmod́eliserdeséquations
moyenńees,lesmod̀elessous-mailledoiventassurerl’existencedesolutionsrégulìerespour tout
temps.En fait cettepropríet́e, qui resteun probl̀emeouvert pour les équationsdeNavier-Stokes
elles-m̂emes,peutêtreassezfacilementdémontŕeepour le mod̀ele de Smagorinsky. L’excèsde
dissipationconstat́e pourcemod̀eleamènealorsà seposerla questionsuivante:quelmod̀elede
dissipationminimal doit-on ajouteraux équationsde Navier-Stokes pour assurerl’existencede
solutionsrégulìerespourtout temps.

Dansla suitede l’expośe nousabordonscettequestionpour les écoulementsincompress-
iblesdupointdevuedela formulationtourbillondeséquationsdeNavier-Stokes,carc’estproba-
blementceluiqui metle mieuxenévidencelespossibilit́esdesingularit́e endimension3 [1, 7]. A
partir decetteformulation,nousécrivonsun mod̀elesous-maillefaisantintervenir un tenseurde
viscosit́e puisnousmontrons,enrevenantà la formulationvitesse-pression,commentcemod̀ele
s’implantedansdescodesde type différencesfinies. Nousdiscutonsensuitele rôle particulier
dessch́emasLagrangiensdu point de vue de la SimulationdesGrandesEchelles.Cesdiverses
questionssont illustréespar desrésultatsnumériquessoit en turbulencehomog̀enesoit sur des
écoulementslaminaires̀ahautnombredeReynolds.

ESAIM: Proc., 0�1�2�354�4 , 6�7�7�6 , 8�9;:�<�9
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2 Formulation vitesse-tourbillon des équations de Navier-Stokes et
tenseursde viscosit́e turb ulente

Poursimplifier l’expośe on seplaceradansle casdeconditionsaux limites périodiques.La for-
mulationvitesse-tourbillondeséquations.deNavier-Stokess’écrit=�>=�?A@CB#DFEHG >JILK B > EMG I D KONQPR>TSCU
(1)

Le termede déformationde tourbillon B > EVG I D , nul en dimension2, est responsablede la
réorientationetdel’intensifactionlocaldutourbillon,deuxcaract́eristiquesessentiellesdesécoulements
tri-dimensionnels.Si

NWSCU
, il agitcommeunforcingquadratiquesurla partieconvectiondutour-

billon, susceptibledeproduireun excèsd’enstrophiequela viscosit́e nesuffit pasnécessairement
àcontre-balancer. Si l’on cherchemaintenantuntermededissipationcapabled’éviterl’apparition
de singularit́es, une idée naturelleest de choisir l’intensité de cette diffusion proportionnelle
au taux d’étirementdu tourbillon. On obtient alors le termede dissipationdiv B N%X G >YI

, avecN%X)S[ZJP]\_^ G-D ^ , qui estévidemmentunevariantetourbillon du mod̀eledeSmagorinsky. Comme
onl’a déjà dit cemod̀eleserévèleenpratiquetropdissipatif.D’un autrecôtéonpeutévidemment
écrire ` B > EHG I DaEMDYbdc S `feLgihVgkj�elj b_cam `neLgihpogkj elj bdc
où

hVgkj S+qMr/s B =Qt g r/= c j @ =�t j r/= c g I dénotele tenseur(symétrique)dedéformationet

hpogkj
sapartie

positive. Un nouveauchoix dedissipationsous-mailleconsistealorsa prendreN%XLSuZJP \wv hpogkjHx
Il existeévidemmentd’autreschoixnaturels.Tout tenseurayantla même”intensit́e” que

h o
peut

convenir. Commedansun écoulementincompressiblela sommedetouteslesvaleurspropresdeh
estnulle,onpeutparexempleconsid́ererle tenseur

K hzy
. La différenceentrecesmod̀elestient

auxdirectionsdedissipationqui leur sontassocíees.Pourfairele bonchoix il estutile derevenir
à la motivationphysiquedumod̀elerecherch́e, à savoir dissiperlespetiteséchellesproduitesdans
l’ écoulement.Le sch́emade la figure2 permetdecomprendrecequi sepasseauvoisinaged’un
point hyperbolique,avec 2 valeurspropresde signeoppośe, en dimension2 pour simplifier. Il
estclair queles petiteséchellessontproduitesdansles directionspropresassocíeesaux valeurs
propresnégativesde

h
. C’estdoncdanscesdirectionsqu’il fautdissiperde l’enstrophie,cequi

conduitauchoix N%XLS{K|ZJP \ h y
Le mod̀elefinal estobtenuenajoutantun termedepressiondemanìereà assurerquela vorticité
resteà divergencenulle:=Q>=�? @}B#DaEHG >JI~K B > EMG I D KON�PR> @ ZJP \

div B h�y G >JI @�G]� SCU
(2)

Revenantmaintenant̀a la formulationvitesse-pressionon obtientfinalementle mod̀ele= D=�?�@}B#DFEMG-D I~KONQP D�@ ZYP \
div B h y GWD I @�G|� SCU

(3)

ESAIM: Proc., ����������� , ������� , ���������
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Figure1: Ecoulementautourd’un point hyperboliqueet incidencesurleséchellesconvect́ees

3 Discrétisation dansun sch́emaEulérien

La miseenoeuvrede(2) ou(3) dansunsch́emaEulérien- disonsdifférencesfiniespoursimplifier
- sembleà premìerevuedélicatecarelle supposela diagonalisationd’un tenseur�]�a� enchaque
point degrille, cequi peuts’avérercoûteux.

On peuts’affranchirdececalculencommenc¸antparapprocherle termediv �i�p�R�5� parune
intégralepuisenfaisantun biland’énergie local surlescontributionsdespointsdequadrature.

Pluspréciśement,desdéveloppementsdeTaylorstandard(voir [4]) permettentd’écrire

div �i�p�]�l���[���������}  � ¡¢��£~�~�¤��¡d��¥L�§¦'  ��¨;��£)�)�¤��¨©��¥L�§¦�ª%¡H«�� £a�¬¥� � ­d£(4)

où « estunefonctioncut-off vérifiant

�¯®�°H®�±²«���¥L� ­_¥´³}µ�°�±(5)

Si maintenanton multiplie scalairementpar ¶ l’ équation(4), les propíet́es de symḿetrie de «
permettentd’écrire

� �p�-¶a·H�-¶A³¹¸º ����� �  »¶���£~�~�¼¶z��¥L�§¦V·M�-«�� £F�¬¥� �¾½ ¶z��£)�)�O¶���¥L�¾½ ¿�­_¥J­d£(6)

La contribution dissipative du tenseur � peut donc être obtenueen ne gardantque les points
d’intégrationvérifiant  »¶���£~�)�O¶���¥L�§¦�·H�W«�� £À�¤¥� �ÂÁÄÃ
Le termededissipationsous-mailles’écrit finalementÅ ���QÆ �ÈÇ  »¶���¥L�)��¶���£~�§¦�·H�W«�� ¥É�¤£� �§¦;Ê�ËÌ »¶���¥L�)�O¶���£~�§¦M­_£(7)

où Í Ë ³ÏÎWÐ%Ñ5�ÒÃ�Ó�ÍÔ� . En pratiqueon choisit un cut-off positif à symḿetrie sph́erique, et on
discŕetisel’int égraleci-dessussur les pointsde grille les plus proches.Dansle casd’une grille
cart́esienneuniformeetuncut-off linéaireparmorceauxonobtientunsch́emadedifférencesfinies
symboliśe par la figure3. On voit que,dansle casde l’ écoulementsch́ematiśe dansla figure2,

ESAIM: Proc., Õ�Ö�×�Ø5Ù�Ù , Ú�Û�Û�Ú , Ü�Ý;Þ�ß�Ý
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Figure2: Sch́emaauxdifférencescorrespondantaumod̀elesous-maille(7) dansle casd’unegrille
uniforme.Lespoidsdesdifférentspointsdegrille sontlespartiesnégativesde àÒá�â~ã;ä/åÉæMàÒáLçzã;ä/å ,
etc.

la dissipationne s’exerceraquedansla directionE-W, qui correspondbien aux valeurspropres
négativesde è .

Les figures3 et 3 permettentd’évaluer le comportementde ce mod̀ele. La figure 3 mon-
tre les spectresd’énergie obtenusdansune expériencede turbulencehomog̀ene isotropeclas-
sique(dite deComte-Bellot)pourunesimulationdirectedereférenceutilisant éëêwì/í pointset des
simulationsde grandeséchellesîwê í utilisant le mod̀ele de Smagorinsky et 2 implémentations
différentes(correspondant̀a 2 formesdifférentesdu cut-off ï ) du mod̀ele (7). Les coefficients
desdifférentsmod̀elesont ét́e fixésdemanìereà reproduireunedécroissancecorrected’énergie
(figure3). Le mod̀eleanisotropeapparaitclairementmoinsdissipatifdansleslesnombresd’onde
prochesde l’ échelledecoupure,cequi setraduit parunedécroissancede l’enstrophiepluscon-
forme au résultatde la simulationde référence(figure 3). Ceci est confirmé en observant les
spectresd’énergie (voir [4]). La figure3 montrela dissipationsous-mailleobtenuedansun cal-
cul de canalturbulent. C’est un casoù le cisaillementest évidemmenttrès importantprèsdes
paroiscequi rendle mod̀eledeSmagorinsky totalementinopérant,saufsi ony rajouteuneloi ad-
hoccontraignantle coefficient à s’annulerà la paroi. Lesmod̀elesdynamiquesmentionńesdans
l’introductionpermettentaussidecalculercecoefficient demanìereadaptative enutiisantdeshy-
poth̀esed’homoǵeńeité de l’ écoulementdanslesdirectionsparall̀elesauxparois.D’une manìere
frappantele mod̀eleanisotropereproduitunprofil dedissipationtrèssimilairecequi montrequ’il
poss̀edede bonnespropríet́es asymptotiquesprèsdesparois(voir [4] pour desdiscussionsplus
détailléesdecepoint). Il fautnoterque,pourcet écoulement,le mod̀eleanisotropesecomporte
demanìeresatisfaisante,mêmesi l’on conserve sapartieanti-diffusive (”unclippedmodel” dans
la figure3).

4 Modèlessous-mailleet méthodesLagrangiennes

La communaut́e SGE a commenće - un peu tardivement- à réaliserque les performancesdes
mod̀elesétaientlargementtributairesdessch́emasdediscŕetisationutilisés. Il estparexemplede
plusenpluscommuńementadmisquelessch́emasdécentŕes,mêmed’ordreélevés,sontinappro-

ESAIM: Proc., ð�ñ�ò�ó�ô�ô , õ�ö�ö�õ , ÷�ø�ù�ú�ø
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Figure3: Courbesd’énergie (haut)et d’enstrophie(bas)dansuneexpériencede turbulenceho-
mog̀eneisotrope.Lespointsconcernentlesrésultatsd’unesimulationàhauterésolution.
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priéspourla SGEcarils contiennentunedissipationnumériquequi masqueleseffetsdesmod̀eles
sous-maille.Nousallonsvoir quelessch́emaspurementLagrangiens(particulaires)ontparcontre
despropríet́esremarquablesqui enfont deoutils naturelspourla simulationdesgrandeśechelles.

Revenonsà la formulationtourbillon deséquations,enseconcentrantsur le casd’unevis-
cosit́e nulle (équationsd’Euler). Un sch́emaparticulaire(voir [2] et les référencesqui y sont
indiqúees)consistèaadopterunediscŕetisationdela vorticité sousla forme

!#"�$&%
'�(*),+.-0/ -21 "�$435$ - ((8)

Lesparticuleśevoluentetmodifientleurcirculationsuivantlestrajectoiresdusyst̀emedifférentiel6 $ -
6 ' ) 78"�$ - %
'
(9% 6 / -

6 ' ),: 7;"�$ - %
'�(</ -
où 7 repŕesenteunchampdevitesserégulariśe. Cecirevientenfait à résoudredansunsens

faiblel’ équationdetransport =?>A@= 'CB div 7 >A@ 3 div ! D @ )FE(9)

Par conśequent,le champde vorticité régulariśe (c’est à dire celui queesteffectivementutilisé
pourle calculdesvitesses)satisfait= ! @= 'GB div 7A! @ 3 div ! D @ )HE(10)

qui n’est autrequ’une équationd’Euler moyenńee. En d’autrestermes,le sch́emaparticulaire
réalisenaturellement,etsansadjonctiondemod̀ele,unemod́elisationsous-maille.Onpeutretrou-
ver cettepropríet́e remarquable,enréalisantqu’un sch́emaparticulaire,aucontraired’un sch́ema
Eulérien,n’est paslimit é à uneéchellede coupurepréd́etermińee, car les particulespeuvent se
rapprocher, au moins en principe car en pratiqueon est ameńe à remailler périodiquementles
particules,arbitrairement.Cessch́emascontiennentdoncparessenceun mécanismede cascade
verslespetiteséchelles.Pourillustrer cettepropríet́e nousmontronsdanslesfiguresqui suivent
descalculsd’instabilit́e de Crow avec méthodeparticulaireet méthodespectrale.Le nombrede
Reynoldsestde3500,et la résolutionestde IKJ EML pour les2 sch́emas,saufpourun casoù l’on a
utilisé IKN E L points.Cesrésolutionssontinsuffisantespourquecessimulationspuissent̂etrequal-
ifi éesdesimulationsdirectes.La figure4 montrelesiso-valeursdevorticité dansle planderecon-
nectionpeuapr̀esla reconnection,pourle sch́emaparticulaire,uneméthodespectraledéaliaśee,et
uneméthodespectraleutilisantle mod̀eledeSmagorinsky avecla valeurducoefficienthabituelle-
mentutiliséedansdesécoulementshomog̀enes.Il apparaitclairementquela méthodespectrale
bruteproduitun bruit numérique,typiqued’uneaccumulationd’énergie danslespetiteséchelles,
qui nedisparaitpastotalementavecle mod̀eledeSmagorinsky. La méthodeparticulairenesouffre
pasde cettedifficulté. On pourraitpenserquec’estau prix d’unedissipationexcessive dansles
grandeśechellesmaiscen’estpasle cas,commele montrela courbed’enstrophieet lesspectres
dansla directionla plussingulìeresurla figure4 (d’autresrésultatspeuventêtretrouv́esdans[3]).

ESAIM: Proc., O�P�Q�R�S�S , T�U�U�T , V�W
X�Y�W
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(a) (b)

(c) (d)

Figure5: Iso-valeursde tourbillon dansle plan de reconnectionobtenuespar: (a) uneméthode
particulaireà unerésolution ZK[]\M^ ; (b): uneméthodeparticulaireà unerésolution ZK_]\M^ ; (c): une
méthodespectraledé-aliaśee à unerésolution ZK_]\ ^ ; (d): uneméthodespectraleavec mod̀ele de
Smagorinsky àunerésolution ZK_]\M^ .
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5 Conclusion

Onavu qu’enseposantle probl̀emedel’apparitiondesingularit́esdansleséquationsonaboutità
desmod̀elesdedissipationsous-maillerelativementsatisfaisants.Cesmod̀elespeuvents’adapter
facilementà dessch́emasdediscŕetisation.On peutmêmemontrer(voir [4]) quedansle casde
grille nonuniformeils prennentencompteleséchelleśeventuellementnonisotropesdesmailles.
Lessch́emasLagrangiensquantà euxsontparnature,lorsqu’ils sontsous-ŕesolus,desméthodes
de simulationde grandeséchellesqui par leur robustessedevraient se révèler desalternatives
attractivesauxméthodesEulériennesclassiques.

ESAIM: Proc., x�y�z�{�|�| , }�~�~�} , ���
�����
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