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Simulations de grandeséchelles
aspectsmathématigueset numeriques

Geoges-HenriCottet,Delia Jiroveanuet BertrandMichaux

Résune. La simulationdesécoulementsurbulentsou a hautnombrede Reynoldsne peut
pasengéereraletremereeavecunnombrededegrésdeliberté suffisantpourrepésentetoutes
leséchelledel’ écoulementLesSimulationglesGrande£chelle SGE)visentanesimuler
gueleséchellessignificatvespour un cot de calcul raisonnable Cessimulationss’appuient
surdesmockles,dits modelessous-maille paranétrantl’effet deséchellesnonrésoluessur
lesgrande<£chellespnotammenendissipant’ énegie qui atendancex s’accumuleren bout
de spectre. Cesmodelessont en géréral déduits d’argumentsphysiquesde type cascade
d’énegie. D’un point de vue mathématiquees modelesSGE ont desliens étroitsavecles
techniquesde décorvolution. lls peuvent étre aussiconsiceres commedesrégularisations
minimalesdes équationsde Navier-Stokes pos€dantdes solutionsrégulieres. On décrira
destravaux récentsdanscesdeuxdirections,ainsi queles algorithmesnumériquesqui s’en
déduisent.On montreraen particuliercommentapparaissentaturellementiesmocelesde
diffusionanisotropesjui s'implantenffacilementdanslescodesclassiquesOn monteraenfin
commentles méthodesnumériqueslagrangiennese distinguentdes méthodeseuléeriennes
dansle contexte desSGE.

Mots clés. Simulationgrandeschellesmodelessous-maillegcoulementsurbulents.

Abstract. Computatiorof turbulentflows or of flows at high Reynoldsnumberscannot in
generabe donewith a numberof degreesof freedomsufficient to represenall the scalesof
theflow. Theaim of LargeEddy SimulationgLES) is to computeonly therelevantscalesata
reasonableost. Thesesimulationsarebasedbn models(the so-calledsubgridmodelswhich
reportthe effects of the small scaleson the large ones,in particularby a dissipationof the
enegy whichaccumulates thetail. They areusuallyderivedfrom physicalargumentdased
onenepy cascadeFromamathematicastandpointthe LES modelsarecloselylinkedto the
decomolution techniques. They can also be consideredas minimal regularizationsof the
Navier-Stokesequationswith smoothsolutions.Recentwork in thosetwo directionswill be
presentedaswell asnumericaklgorithms.it will beshavn how anisotropidaiffusionmodels
naturallyappearandcaneasillybeimplementedn classicatodes.Finally emphasisvill be
putonthedifferencebetweerEulerianandLagrangiarmethodsn the SGEframework.

1 Intr oduction

Le but dessimulationsde grandeschellesestde ne calculeravec précisionqueles échellessig-
nificatives d'un écoulement. Pour celaon cherchea résoudreles équationsde Navier-Stokes
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moyengiesenespaceauruneéchelleA, dite échelledecoupuregngéréralfonctiondelarésolution
maximalequel’on peuts’offrir dansun sckemanumériquedonre.

La difficulté estévidemmentjue ceséquationme sontpasferméespuisque,si I'on note
u la moyennelocaled’un champde vitesseon aw;u; # w;u;. Autrementdit I'interaction non
linéairedesgrandestchellespeut produiredespetiteséchelles. D’'un autrecot les physiciens
saventqu’unedescaracéristiquefondamentaledela turbulence3D estquel’ €negie desgrandes
échellessstconstammentpompeée” versles plus petiteséchellesjusqua atteindredesnombres
d’'ondesufisammenglevéspourquela viscosié moléculaire aussifaible soit-elle,puissela dis-
siper Sil'on veutdoncfermerleséquationgde Navier-Stolkesmoyenrees,il fauty adjoindredes
termesde dissipation dite dissipationsous-maille gui se substituenta ce mécanismele cascade
d’énepgie [6].

Le termede dissipationle plus simple et qui continuea servir de baseaux mocklesmod-
ernesestdu a Smagorinsk et s’écrit sousla forme div(v; Vu) avecy; = CA2%|Vu|. Cemockle
estenfaittresrudimentaireetbeaucouprop dissipatif,commele montrentdescomparaisonsntre
sesprédictionsetleséchanges’enegie sous-maillecalcukesparrésolutiondirectedeséquations
de Navier-Stokes sur desgrilles trésfines. Pouraméliorer sesperformancespn fait souvent ap-
pel adesmocklesqui calculentde manireadaptatre entempset en espacde coeficient C [5].
Sansrentrerdansles détails, disonsquecettetechniquefonctionnetresbien dansdesgéonétries
simplesmaisposecertainsprobEmesdansdescasplus geréraux.

Adoptonsmaintenantin pointdevuedifférent.Puisqu’ilssontceng&smoctliserdeséquations
moyenrees,les moklessous-mailledoivent assuret’existencede solutionsréguliérespour tout
temps. En fait cettepropriéte, qui resteun probEmeouvert pourles équationsde Navier-Stokes
elles-némes,peutétre assezAacilementdemontée pour le mockle de Smagorinsik L'excesde
dissipationconstaé pour ce mockle aménealorsa se poserla questionsuivante: quel mocele de
dissipationminimal doit-on ajouteraux équationsde Navier-Stokes pour assuref’existencede
solutionsrégulierespourtouttemps.

Dansla suitede I'expo$ nousabordonscettequestionpour les écoulementéncompress-
iblesdu pointdevuedela formulationtourbillon deséquationsie Navier-Stokes, carc’estproba-
blementcelui qui metle mieuxenévidencdespossibiliesdesingularie endimension3 [1, 7]. A
partir de cetteformulation,nousécrivonsun modkle sous-maillegfaisantintervenir un tenseurde
viscosie puis nousmontrons.enrevenanta la formulationvitesse-pressiorgommentce mocele
s'implantedansdescodesde type differencedinies. Nousdiscutonsensuitele rble particulier
desschemasLagrangiensiu point de vue de la SimulationdesGrandesEchelles. Cesdiverses
guestionssontillustréespar desrésultatsnumériquessoit en turbulencehomogne soit sur des
écoulementtaminairesa hautnombrede Reynolds.
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2 Formulation vitesse-tourbillon des équations de Navier-Stokes et
tenseursde viscosi€ turb ulente

Poursimplifier 'expos on seplaceradansle casde conditionsaux limites périodiques.La for-
mulationvitesse-tourbillordeséquationsde Navier-Stokes s’écrit

1) 88—6:+(u-Vw)—(w-V)u—1/Aw:O

Le terme de déformationde tourbillon (w - V)u, nul en dimension2, estresponsablale la
réorientatioretdel’intensifactionlocaldutourbillon,deuxcaracéristiquesssentielledesécoulements
tri-dimensionnelsSiv = 0, il agitcommeun forcing quadratiquesurla partieconsectiondutour
billon, susceptiblede produireun excesd’enstrophiequela viscosit ne sufiit pasnécessairement
acontre-balanceiSil'on cherchemaintenantuntermededissipationcapabled’éviterl’apparition
de singulariés, une idée naturelle est de choisir I'intensite de cette diffusion proportionnelle
au taux d’étirementdu tourbillon. On obtient alors le terme de dissipationdiv(v;Vw), avec
v; = CA?|Vu|, qui estévidemmentnevariantetourbillon du moc&le de Smagorinsik. Comme
onl'a dejadit cemockleserévele enpratiquetrop dissipatif. D’un autrecdté on peutévidemment
écrire

/(w -V)u-udz = /wiSijwj dz < /wiS;]'-wj dz

ou Si; = 1/2(0u;/0xj + Ou;/0x;) dénoteletenseul(sym'etrique)dedéformationetS;; sapartie
positive. Un nouveauchoix de dissipationsous-mailleconsistealorsa prendre

Vg = CA2 [S;}]

Il existeévidemment'autreschoix naturels Touttenseuryantla meme”intensie” queS™ peut
convenir. Commedansun écoulemenincompressibléa sommedetoutesles valeurspropresde
S estnulle, on peutparexempleconsicrerle tenseur—S~. La difféerenceentrecesmodelestient
auxdirectionsde dissipationqui leur sontassodees.Pourfairele bonchoixil estutile derevenir
ala motivationphysiqguedu mocklerecherck, asavoir dissiperes petiteséchelleproduitesdans
I'eécoulementLe sclemadela figure 2 permetde comprendrese qui sepasseau voisinaged’'un
point hyperbolique avec 2 valeurspropresde signeoppog, en dimension2 pour simplifier. 1l
estclair queles petiteséchellessontproduitesdansles directionspropresassodgtesaux valeurs
propresnégativesde S. C'estdoncdanscesdirectionsqu’il fautdissiperde I'enstrophie,ce qui
conduitauchoix

Vg = —CAQS_
Le mocklefinal estobtenuen ajoutantun termede pressionde mangrea assurequela vorticité
resteadivergencenulle:

@ 88_‘;’ +(u-Vw) — (w- V)u — vAw + CA2V(S~Vw) + Vg =0
Revenantmaintenant la formulationvitesse-pressioan obtientfinalemente mockle
3) Ba_ltl + (u-Vu) — vAu + CA*div(S~Vu) + Vp =0
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Figurel: Ecoulementwutourd’un point hyperboliqueetincidencesurleséchelleonecées

3 Discrétisation dansun schemaEulérien

La miseenoeuvrede (2) ou (3) dansunsctemakEulérien- disonsdifferencediniespoursimplifier
- semblea premerevue délicatecar elle supposda diagonalisatiord’un tenseu3 x 3 enchaque
pointdegrille, ce qui peuts’avérercolteux.
On peuts’affranchirde ce calculencommenantparapprochete termediv(SVu) parune
intégralepuis enfaisantun bilan d’énegie local surlescontritutionsdespointsde quadrature.
Pluspréciementdesdéveloppementsle Taylor standardvoir [4]) permettent!’écrire

(4) div(SYu) = A7 [fus(y) = uy(0lfus(y) — w0 ) dy
ou ¢ estunefonctioncut-of vérifiant
(5) /ivkwlC(x) dx = g

Si maintenanton multiplie scalairemenpar u I’ équation(4), les propietes de symnétrie de ¢
permettent!’écrire

X

(6) / SVu-Vu= A / [u(y) — u(x)) - V() uly) — uGol dxdy

La contritution dissipatve du tenseurS peut donc étre obtenueen ne gardantque les points
d’intégrationvérifiant

[(y) — ()] V6(5) >0

Le termededissipationsous-mailles’écrit finalement

@) oa [ {0 ~ut)- v TN} (6o -ty

ol a; = max(0,a). En pratiqueon choisit un cut-of positif & symnétrie sprerique, et on
disciétisel'int égraleci-dessussur les pointsde grille les plus proches.Dansle casd’une grille
carésiennainiformeetuncut-of linéaireparmorceauon obtientun sclemadedifferencedinies
symboli€ parla figure 3. Onvoit que,dansle casdel’ écoulemensctemati€ dansla figure 2,
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Figure2: Sclemaauxdifferencesorrespondaraumockle sous-maillg7) dande casd’'unegrille
uniforme. Lespoidsdesdifférentspointsdegrille sontles partiesnégatvesde (ar)/A, (ag)/A,
etc.

la dissipationne s’exerceraque dansla direction E-W, qui corresponcien aux valeurspropres
négatvesde S.

Lesfigures3 et 3 permettentd’évaluerle comportementle ce mockle. La figure 3 mon-
tre les spectresd’énegie obtenusdansune expériencede turbulencehomogne isotropeclas-
sique(dite de Comte-Bellot)pourunesimulationdirectede referenceutilisant 1282 pointsetdes
simulationsde grandeséchelles32? utilisant le mocle de Smagorinsi et 2 implémentations
differenteqcorrespondana 2 formesdifferentesdu cut-off ¢) du mockle (7). Les coeficients
desdifferentsmocklesont ét fixésde manere a reproduireune décroissanceorrected’énegie
(figure 3). Le mockle anisotropeapparaitclairementmoinsdissipatifdansleslesnombresd’onde
prochesde |’ échellede coupure ce qui setraduit par une décroissancele I'enstrophieplus con-
forme au résultatde la simulationde réféerence(figure 3). Ceci estconfirmé en obserant les
spectresd’énegie (voir [4]). La figure 3 montrela dissipationsous-mailleobtenuedansun cal-
cul de canalturbulent. C’estun casou le cisaillementestévidemmentrésimportantpres des
paroisce qui rendle mockle de Smagorinsi totalementnopérant,saufsi ony rajouteuneloi ad-
hoc contraignante coeficient a s’annulera la paroi. Les mocklesdynamiquesnentionesdans
l'introduction permettentwusside calculerce coeficient de manireadaptatie enutiisantdeshy-
pothesed’homogeréité de I’ écoulementanslesdirectionsparalklesaux parois. D’'une mangre
frappantde mockle anisotropeaeproduitun profil de dissipationtressimilaire ce qui montrequ'il
pos&dede bonnespropriétes asymptotiqguepres desparois(voir [4] pour desdiscussionglus
détailleesde ce point). Il fautnoterque,pour cetécoulementle mockle anisotropese comporte
de mangeresatishisante mémesi I'on consere sapartieanti-diffusive ("unclippedmodel” dans
la figure 3).

4 Modelessous-mailleet méthodesLagrangiennes

La communaw# SGEa commené - un peutardvement- a réaliserque les performancesles
mocklesétaientlargementtributairesdessctemasde disciétisationutilisés. Il estparexemplede
plusenpluscommur@mentadmisqueles sclemasdécentés,mémed’ordre élevés,sontinappro-
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Figure 3: Courbesd’énegie (haut) et d’enstrophie(bas)dansune expériencede turbulenceho-
mogeneisotrope.Lespointsconcernentesrésultatsd’'une simulationa hauterésolution.
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Figure4: Dissipationsous-maille(haut) et Intensiésturbulentes(bas)dansun canalturbulenta
Reynolds22,000.DM: mockle de Smagorinsi dynamique.
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priespourla SGEcarils contiennentinedissipatiomumériquequi masqudeseffetsdesmockles
sous-maille Nousallonsvoir quelesscremaspurementagrangiengparticulairespntparcontre
despropriétesremarquablegui enfont deoutils naturelspourla simulationdesgrandeschelles.

Revenonsa la formulationtourbillon deséquationsenseconcentransurle casd’une vis-
cosiié nulle (equationsd’Euler). Un schema particulaire(voir [2] et les réferencesqui y sont
indiguees)consistea adopterunedisciétisationde la vorticité sousla forme

(8) w(x,t) =Y Tpo(x — xp)
p
Lesparticulesewluentet modifientleur circulationsuivantlestrajectoiresdu sysemedifféerentiel
d dr
ﬁ = ﬁ(xpat) ’ —L£ = VH(Xpat)I‘P

dt dt

olu u repésentaun champdevitesserégulari€. Cecirevientenfait arésoudredansunsens
faible!’ équationdetransport

sz-
ot

9) + divaw; — divwu; =0
Par congquent,le champde vorticité régulari€ (c’esta dire celui que esteffectivementutilisé
pourle calculdesvitesseskatishit

ow;
ot

gui n'est autrequ’une équationd’Euler moyenree. En d’'autrestermes,le sctemaparticulaire
réalisenaturellementetsansadjonctiondemockle,unemocktlisationsous-maille On peutretrou-
ver cettepropriéte remarquableenréalisantgu’un sclemaparticulaire au contraired’'un sctema
Eulérien, n'est paslimité a une échellede coupureprécdetermirée, car les particulespeuwent se
rapprocherau moins en principe car en pratiqgueon estamergé a remailler périodiquementes
particules arbitrairement.Cessclemascontiennentionc par essencein mécanismele cascade
versles petiteséchelles.Pourillustrer cettepropriéte nousmontronsdanslesfiguresqui suivent
descalculsd’instabilite de Crow avec méthodeparticulaireet méthodespectrale.Le nombrede
Reynoldsestde 3500, et la résolutionestde 120 pourles2 sciemas saufpourun casou I'on a
utilisé 180% points. Cesrésolutionssontinsufisantegpour quecessimulationspuissengtrequal-
ifiéesde simulationgdirectes.La figure4 montrelesiso-valeursdevorticité dansle planderecon-
nectionpeuapiesla reconnectionpourle sclemaparticulaire uneméthodespectralelealiage, et
uneméthodespectralaitilisantle modle de Smagorinsit avecla valeurdu coeficient habituelle-
mentutilisée dansdesécoulementfiomogenes. Il apparaitclairementquela méthodespectrale
bruteproduitun bruit numérique,typiqued’'uneaccumulatiord’énegie dansles petiteséchelles,
gui nedisparaitpastotalementvecle modklede Smagorinsi La méthodeparticulairenesoufre
pasde cettedifficulté. On pourraitpensemuec’estau prix d’'une dissipationexcessie dansles
grandeschellesnaisce n’estpasle cas,commele montrela courbed’enstrophieet les spectres
dansla directionla plussingulieresurla figure4 (d’autresrésultatgpeuentétretrouveésdang3]).

(10) + diviw; — divwd; = 0
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Figure5: Iso-valeursde tourbillon dansle plan de reconnectiorobtenuegar: (a) uneméthode
particulairea unerésolution1802; (b): une méthodeparticulairea unerésolution1203; (c): une
méthodespectraledé-aliage a unerésolution120?; (d): uneméthodespectraleavec mockle de

Smagorinsi & unerésolution1203.
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Figure6: Enstrophiest spectresi’énegie peuapiesla reconnectiordansuneinstabiliié de Crow.
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5 Conclusion

Onavu gqu’'enseposante probemedel’'apparitiondesingulariesdansleséquationson aboutita

desmocklesdedissipationsous-maillerelatvementsatishisants.Cesmocklespeuwents’adapter
facilementa dessclemasde disciétisation. On peutmémemontrer(voir [4]) qguedansle casde

grille nonuniformeils prennenencompteles échellegventuellemenhonisotropesdesmailles.

LesschemaslLagrangiengjuanta eux sontpar nature lorsqu’ils sontsous-ésolus,desméthodes
de simulationde grandeséchellesqui par leur robustessedevraient se réveler des alternatves

attractvesauxméthode<ulérienneglassiques.
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