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Problématiquesnumériques
pour la simulation moléculaire

ClaudeLe Bris

Résuḿe. L’objet del’expośeestdefaireun rapideétatdel’art desconnaissancesd’analyse
numériquesur les mod̀elesde la simulationmoléculaire,en mettantl’accent sur quelques
avanćeesnouvelles. On détailleraquelquesrésultatsrécents(obtenusen collaborationavec
E.Canc̀es)surl’analysenumériquedesalgorithmesexistantsetsurlesperformancesd’algorithmes
nouveaux.La problématiquegéńeraleestà la fois celledel’optimisationnumériqueengrande
dimension,etcelledela résolutionnumériquedeproblèmesauxvaleurspropresnonlinéaires.
On donneraensuiteun court aperçu de travauxen courssur le contr̂ole desréactionschim-
iquespar laser. Destechniquesdedifférentiationautomatiquey sontenparticuliermisesen
oeuvre(travauxavecA. Ben-Haj-Yedder).

Mots clés. Optimisationsouscontraintes,problèmesaux valeurspropresnon linéaires,
champmoyen,équationsdeHartree-Fock,algorithmesnumériques,contr̂oleoptimal,équation
deSchr̈odinger, différentiationautomatique

Abstract. We presenta brief overview of thestateof theart of thenumericaltechniquesin
usefor thesimulationof molecularsystemsin theframeworkof quantumchemistry. Wefocus
onthesimulationof “small” systemsandwelay someemphasisonsomerecentmethods.The
issueof theoptimalcontrolof chemicalreactionsusinglaserfieldsis alsodiscussed
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1 Intr oduction aux modèlesde la simulation moléculaire

La simulationmoléculairea pour but de comprendreet prévoir les propríet́es macroscopiques
d’unesubstancèa partir de la simulationdesesconstituants̀a l’ échellemicroscopique.Typique-
ment,on peutdistinguertroisgrandesclassesdemod̀eles

1. les mod̀elesdits ab initio, baśes uniquementsur la miseen équationdesprincipesde la
mécaniquequantique(voir [16, 21, 26, 29]),
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128 Probĺematiquesnumériquespourla simulationmoléculaire

2. les mod̀elesdits semi-empiriques, qui sontdessimplificationsdespréćedentsen ce qu’ils
négligentcertainstermesjugés“secondaires”(commedesinteractions̀a longuedistancepar
exemple),et court-circuitentcertainscalculstrop longsen les remplaçant par desvaleurs
tabulées,expérimentalesaubesoin,

3. lesmod̀elesde la dynamiquemoléculaireet assimiĺes,danslesquelson quittemajoritaire-
ment la mécaniquequantiquepour la remplacerpar la mécaniqueclassiquenewtonienne
(voir [18, 14] ).

Evidemment,l’applicabilité decesmod̀elesvariedeplusieursordresdegrandeur: un mod̀eleab
initio estaujourd’huilimit é à la simulationdesyst̀emesdisonsd’unecentained’atomes,alorsque
par dynamiquemoléculaireon peutsimulerconvenablementdessyst̀emesde plusieursmillions
d’atomes.Le sensdel’Histoire estévidemmentd’aller deplusenplusversla simulationdegros
syst̀emes: unviruscomptetypiquementdesmillions d’atomes(voir parexemple[31] pourla sim-
ulationenbiologie). Pourtant,nousallonsnouslimiter danscetexpośe aucasdesmod́elisations
ab initio. Pourquoi?

1. d’abordparcequeles petitssyst̀emesauxquelscesmod̀elessontdédíesrestentencoreau-
jourd’hui d’un grandintér̂eteneux-m̂emes: ils sontencoreloin d’êtretousconnusparfaite-
ment.

2. ensuiteparcequ’ils sontle cadreidéalpour les étudesprécisesd’analysenumériqueet les
testsdenouvellesstrat́egiesnumériques,

3. enfin parceque cesmod̀elesbien que limit és en taille sont aussid’applicabilit́e grande.
Ils viennenten effet trèssouvent “irriguer” les mod̀elesplus grossiers,et ce au moinsde
deuxfaçons.Danslesgrossyst̀emesd’intér̂et pratique,certesla majeurepartiedu syst̀eme
peut la plupart du tempsêtre simuĺee par dynamiquemoléculairecar elle est, pour une
applicationdonńee, “inerte chimiquement”,mais elle comporteaussisouvent un “petit”
site actif qui subit la réactionchimiqueintéressante: ce dernierseradonc, lui, mod́elisé
ab initio. On parlealorsde mod́elisationsQM/MM pour QuantumMechanics/Molecular
Mechanics. Dansle mêmeesprit,lescalculsprécisab initio surlespetitssyst̀emesservent
à définir (“fitter”) leschampsdeforceinteratomiquesqui serontutilisésdansla dynamique
newtonienne.

Nousne développeronspastousles aspectsthéoriques(ils sontnombreux)li ésaux mod̀elesde
la chimie quantique.Nousrenvoyonspour celaà [5, 11, 12, 13, 23] et leursbibliographies.En
vertudecequi a ét́e dit ci-dessus,nousnousconcentronssur la simulationnuḿeriqued’un petit
syst̀ememoĺeculaire. Expliquonsbrièvementdequoi il estquestion.

Le coeur d’un code de chimie quantiqueest constitúe du calcul de l’ état fondamental
électroniquedusyst̀ememoléculaireàconfigurationdenoyauxdonńee(les ���� ). Il s’agitidéalement
du probl̀emedeminimisation��������� �"!$#&%�#(')%�#(*,+.-0/2143 !65 %7#

estantisyḿetrique
%78:9<;>=@?A#B? -DCFEHG�%

(1)
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où UWV estle Hamiltonienà X corps

U"VZY\[ V] ^`_badcfe&gih�jlkWcnm ^po�o jrqs ] ^pt_�u qv m ^ [ m u vxw(2)

et
k

le potentield’attractioncréé parlesnoyaux
kWcnm o Y([zy]{ _ba | {v m [~}m { v .

Commeceprobl̀emen’esttoujourspasàl’heureactuelleattaquabletelquelnumériquement,
on en fait uneapproximation,et pour cet expośe introductif, nousnouscontenteronsde décrire
l’approximation dite de Hartree-Fock de ce probl̀eme (une autre cat́egorie d’approximations,
commecelledela fonctionnelledeladensit́e [16], conduiraitsensiblementauxmêmesprobĺematiques
numériques).Dansl’approximationdeHartree-Fock,on remplacelesfonctionstests� géńerales
parcellesqui sontun déterminantde X fonctions��� c2�4� o . Le prix à payerpouravoir alorsrendu
(1) traitablenumériquementestd’avoir à traiterun probl̀emedeminimisationnonquadratique�:��� YZ������� V] ^`_bab�:�<�0c v �"� ^ v � jlk vA� ^ v � o j qs �����<�i�:�<� vA� ^ cnm o � u cn� o [ � u cnm o � ^ cn� o v �v m [ � v w� ^b� U a c2� � o w �:�<� � ^ ���u Y�� ^�u��(3)

ce qui revient à dire quesonéquationd’Euler-LagrangeestuneEDP hautementnon linéaire,à
savoir le syst̀emenonlinéaire auxvaleurs propressuivant

[ e � ^ jlk � ^ j�� V]u�_ba vA� u v ��� qv m v2� � ^ [ V]u�_ba � � ^ ���u � qv m vn� � u YF[¡  ^ � ^ w£¢ Y q w¥¤�¤�¤�w X ¤(4)

qui peutsemettre,avecdesnotationśevidentes,sousla formecondenśeeU"¦ � ^ Y([¡  ^ � ^(5)

dite équationSCFpour“self-consistentfield”.

L’essentieldesméthodesnumériquess’attacheà résoudrele probl̀eme via la résolution
deséquations(5), et non via uneattaquedirectedu probl̀emede minimisation(3). Aprèsavoir
discŕetiśe ceséquations(on met en oeuvreuneméthodetype Galerkin- dite LCAO en chimie,
pour Linear combinationof Atomic Orbitals - en développantsur une basede fonctionspro-
presdu Hamiltoniendesatomesisolés, ce qui posed’ailleurs d’intéressantesquestionssur la
compĺetudedesbasesemployées,sur la convergencede la solution discŕetiśee vers la solution
exacte,etsurl’estimationdel’erreurcommise,voir surcessujetslesétudesmeńeesparY. Maday
etG. Turinici [24]), on fait unerésolutionself-consistantedeceséquations.

Il n’est pasinutile ici de dire quelquesmotssur la complexité algorithmiqued’une telle
résolution.Commeon peutle voir sur la forme(4) enfaisantenpenśeela formulationfaible, la
complexité dela phased’assemblagedela matriceassocíeeaumembredegauche(ditematricede

ESAIM: Proc., §�¨�©�ª�«�« , ¬®­�­�¬ , «Q¬�¯Q°>«�±�­



130 Probĺematiquesnumériquespourla simulationmoléculaire

Fock) estenfait ²´³ , ² désignantla taille dela basedediscŕetisation.Cettephased’assemblage
dominedoncencomplexité lesautresphases,et enparticulierla diagonalisation.Unetelle com-
plexité estdueauxtermesdeconvolution dans(4), où figurele potentielcoulombien(donclongue
distance)qui coupletousles élémentsentreeux. Cettecomplexité seraitun peuplusfaiblepour
uneméthodeDFT ( ²¶µ ou un peumoins),maisbien plus grandepour desméthodesditespost-
Hartree-Fock : jusqu’̀a ²¶· pourdesméthodesmulti-configurationsqui consistent̀a prendrepour¸

dans(1) dessommesdedéterminantsaulieu d’un seul.Touteslesméthodesab initio ont donc
un scalingdu type ¹º²4» avec ¼@½¿¾:À�Á�À®Â:À¥Ã�Ã�Ã�À®Ä . Commeon l’imagine aiśement,cescalingestun
vrai probl̀emepratique.Eneffet, il s’agitdebiengarder̀al’esprit queceprobl̀emedeminimisation
(3) n’estpasuniquementun préalableà un calculpluscomplet.Il peutêtreaussiuneétaped’un
calculd’optimisationdegéoḿetrie (il y uneboucleexterneenlespositions ÅÆ�Ç desnoyauxqu’on
optimisepouratteindrela configuratiońenergétiquementla plusstable),ouunpasdetempsd’une
simulationdépendantedu tempsdansl’approximationadiabatique, où à chaquenouveaujeu de
positionsde noyaux on calculel’ état électroniquestationnairedu syst̀eme. Celadonnequelque
chosedugenre:ÈÉÉÊ ÉÉËÍÌ Ç7ÎdÏ ÅÆ7ÇÎ�Ð ÏÒÑ ÐQÓ ½(Ô$Õ×ÖØÚÙÜÛÝßÞ Ñ ÅÆ�à Ñ ÐQÓ À¥á¥á¥áÚÀ�ÅÆãâ Ñ Ð�Ó�Ó�ä åà�æ�ç�èêéDæ�â ë ç ë éì ÅÆ ç Ô�ÅÆ é ìníîÞ Ñ ÅÆ�à À¥á¥á¥áÚÀ�ÅÆãâ Ó ½Zï`ð�ñ7òôó ¸ ÀQõ"ö Ñ ÅÆ�à À¥á¥á¥á÷À0ÅÆ7â Ó á ¸)ø À ¸úù(6)

Cesdeuxseulscassuffisent à faire comprendrequ’on peutavoir à résoudre(1) (ou (5))
enun tempsrecord,alorsqu’uneseulefois estdéjà un challenge! Penserqu’unesimulationsur
unenanoseconded’un syst̀ememoléculaire(ce qui estun tempsridiculementpetit) requiertun
milion de pasde tempssur la dynamiquedesnoyaux (le tempscaract́eristiquede leur vibration
est û¥ü:ý àpþ s), doncla résolutiond’un million deprobl̀emesdetype(1) .... Motiver la nécessit́e de
méthodesrapidespourdetelsprobl̀emesestun jeu d’enfant !

Longtemps,l’effort n’a ét́e port́e quesurla diminutiondu préfacteur¹ (abaisśe de6 ordres
de grandeuren 15 ans),maispassur l’ordre de complexité ¼ desméthodes.Ce n’est que très
récemmentqu’onavu émergerdesméthodesdites ÿ Ñ ² Ó (“linear scaling”),si possibleatteignant
trèsvite cettelimite asymptotiqueet avec un bonpréfacteur. Cesdernìeressontle plus souvent
baśeesà la fois surun assemblageplusrapidedela matricedeFock (méthodesfastmultipole, ...)
etsurdestechniquesvisantsoit àeffectuertrèsvite sadiagonalisation,soit à l’ éviterenrevenant̀a
desapprochesplusvariationnelles(densitymatrix methods, ...). On netraiterapasici le sujetdes
méthodesÿ Ñ ² Ó , pourlequelon renvoie parexempleà [10, 19, 20] etaussìa [25] pourlesaspects
paralĺelisme.

Comptetenudel’int ér̂et souligńe ci-dessusdu calcul rapideet précisdepetitesmolécules,
nouspréféronsnouscantonnerau casdesméthodes“classiques”consistant̀a résoudre(5) (sans
compterqu’il n’estpasclair quelesméthodesÿ Ñ ² Ó dévelopṕeesàcejours’appliquentdanstoutes
lessituations: uncontrexemplecélèbreestceluidesmétaux,cequi estenfait math́ematiquement
li é à unemauvaise“séparation”desvaleurspropresdansle spectredel’opérateurdeFock,etmet
en échecles techniqueshabituellesd’acćelération). Plus préciśement,nousnousintéressons̀a
l’it érationsur la nonlinéarit́e consid́erant(pour l’instant...) la phaselinéairedediagonalisatioǹa
chaqueitérationcommeuneboitenoiresuppośeeoptimiśeeparailleurs.
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Uneanalysenumériquesérieusedesméthodesqui sontemployéesdepuisplusieursanńees
dansce contexte n’a débuté que récemment. Commeon le verra (Section3), une telle anal-
ysea permisde proposerdesalgorithmesplus rigoureusementfondés, ayantdoncdeschances
raisonnablesde mieux fonctionnergéńeriquement,et qui sontactuellementen coursde tests. Il
n’est pasexclus de penserqu’une fois cesalgorithmesmis au point, ils pourrontefficacement
s’interfaceravec,ous’incluredans,desapproches������� .
2 Analysenumérique desalgorithmesSCF

Cettesectionet la suivantedécriventun travail encollaborationavecE. Canc̀es. Lesdétailspeu-
ventêtrelus dans[4, 6, 7, 8].

Pourformaliserconvenablementl’analysenumériquedesalgorithmesSCF, le bonlangage
estceluidesmatricesdensit́e. Rappelonsqu’à toutefonctiontestHartree-Fock ���������! #"%$�$�$�"��'&(�
dans(3), on peutassocierla matricedensit́e)+* � &, - .  ���

- "%/��1032�46587
91� - "(7)

la matrice densit́e réduite :�;=<=�?>="A@B�8� &, - .  �
- �?>��A�DC- �?@E� et la densit́e FG;=<H�?>I�D�J:�;=<H�?>="A>�� . Le

probl̀emeHartree-Fock serécrit alorsKGLNM �JOQPER�S#T LNM � ) ��"EU!VE� ) �W�J�X"H" )ZY � ) � ) C\[ "(8) T LNM � ) �]���^U!VE�`_ ) ��acbd UeVB�`fg� ) �h/ ) ��"(9)

avec _i���kj!lmaon et fg� ) ��$��J���p�?F ;rq bs > s �A�tjtu 5D7 : ; �?>h"A@E�s >vj�@ s �w�?@E�1xy@z$(10)

En utilisantl’opérateurdeFock { � ) �]���|_Za}fg� ) ��"(11)

leséquationsdeHartree-Fock (4) serécrivent{ � ) �A� - �~je� - � - "(12)

et il s’agitenfait (envertud’un résultatthéorique)detrouver les � pluspetitesfonctionspropres
del’opérateur.

La façon la plus standardde résoudre(12) estun algorithmede point fixe (connusousle
nomd’algorithmedeRoothaan))�� jI� assembler

{ � )�� �Nj�� diagonaliser
{ � )�� ���
���#�`�
�jz� )��\�  (13)

ESAIM: Proc., �������H��� , ������� , �
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132 Probĺematiquesnumériquespourla simulationmoléculaire

où aufbaudésignele processusconsistant̀a prendreles � plus petitesfonctionspropres. Tel
quel, cet algorithmen’est quasimentplus utilisé. On a récemmentexpliqué, par une analyse
math́ematiquecompl̀etedecetalgorithme,les raisonspour lesquellesil exhibe le comportement
suivant: soit il converge,soit il oscilleentredeuxétatsdontaucunn’estsolutionduprobl̀eme.

Un bienmeilleuralgorithmeestcelui connusousle nomd’algorithme DirectInversion in
theIteratedSubspace(DIIS) [27, 28]. En fait, il exploite la propríet́e suivante: il y a équivalence
entreêtre solution de (12) et vérifier la relation de commutation � ���?�����A�+�H�� 3¡ L’idée est de
proćedercommesuit :

Etape 1 Faire ¢ itérationsdel’algorithmedeRoothaan(13) engardantenmémoirelesmatrices�Z£ , �w¤ , ..., �'¥
Etape2 Définir lescoefficients ��¦§ £ �%¡�¡�¡��¨¦§ ¥ �]©iª ¥ commelesminimiseursde«Q¬E­�®E¯ ¥° ±Q² £ §

± � ���?� ± ���A� ± � ¯H³ ¥° ±�² £ §
± �k´µ�
 ·¶ § ± ¶m´¨¸(14)

Etape3 Assemblerla matrice ¦�¹�mº ¥ ±Q² £ ¦§ ± � ±
Etape4 Diagonaliser ¦� etassembler� ¥¼»h£ paraufbau

Etape5 Ajouter � ¥�»h£ à la liste desmatriceset retourner̀a l’ Etape2

Il s’avèrequecetalgorithmemarcheextrèmementbien,surtoutsi onlecoupleà la technique
delevel-shifting(aussiétudíeerigoureusementdans[6]) consistant̀a remplacer�i�?��½E� par ��¾½ ��i�?��½B�À¿ÂÁ���½ (pouruneconstanteÁ assezgrande).Malheureusement,il existeencoredescasoù
cet algorithmeneconverge pas,et de pluson manqueactuellementd’uneanalysenumériquede
cetalgorithme.C’estunequestionouvertedesavoir pourquoi il convergequandil converge.

Ceci nousa motivé pour développerune approchemeilleure,en ce qu’on peut prouver
effectivementsaconvergence,et qu’on observe enpratiqueuneconvergenceessentiellementplus
rapide.

3 Un nouvel algorithme

L’idéede baseestde s’assurerquel’ énergie de Hartree-Fock décrôıt effectivementau coursdes
itérations(cequi n’estpasle casdansDIIS). Nousremplaçonsdoncdansl’Etape2 del’algorithme
DIIS la relaxationsur les commutateurspar une relaxationfondée sur la minimisationsur un
espacede petite dimensionde la fonctionnellede Hartree-Fock elle-m̂eme. Ceci un peu dans
l’esprit de[3].

A despointstechniquesprèsqu’onnedétaillepasici, on obtientainsi l’algorithme:

Etape1 Supposonsqu’ondisposede¢ matricesdensit́e �Z£%�A�w¤µ�%¡�¡�¡��A�'¥ bâtieslorsdes¢ itérations
préćedentes,etqu’onn’a pasencoreconvergé. Le nombre¢ esttypiquementpetit.

ESAIM: Proc., Ã�Ä�Å�Æ�Ç�Ç , È�É�É�È , Ç
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Etape 2 On remarquequel’ énergie de Hartree-Fock de ÍÏÎ ÐÑ ÒQÓhÔhÕ Ò Í Ò , Õ Ò(Öm× Ø3Ù#Ú�Û
, ÐÑ ÒQÓhÔhÕ Ò Î Ú

est une fonction simple des coefficients
Õ Ò

et qu’on peut donc trouver son minimiseurÜ�ÝÕ Ô#Ù%Þ�Þ�Þ�Ù ÝÕ ÐGß . Onnote àÍ Ð , laquellen’estpasforcémentunprojecteur: àÍ Ð\áZâÎÏàÍ Ð engéńeral.

Etape 3 On veut déterminerà partir de àÍ Ð unematricedensit́e vérifiant les contraintesde (8).
On développedoncl’ énergie (9) auvoisinagede àÍ Ð dansunedirection ã :ähåNæ Ü àÍ Ð!çtè ã ß Î ähåDæ Ü àÍ ÐyßHçéèIêeë ÜíìiÜ àÍ Ðyßhî ã ßHç è áï êeë Ü`ðgÜ ã ß�î ã ß

Þ
(15)

Et on choisitalorsla direction“steepestdescent”.On saitbienqu’elle n’estpasforcément
la meilleureen toutegéńeralit́e, maiselle estparticulìerementfacile à déterminer(ce qui
n’estpasle casdesautres...).En effet, on remarquequeñQòEó�ô êeë ÜíìiÜ àÍ Ðõßhî Í ß

Ù
ê!ë Ü Í ß ÎJö Ù Í á ÎJÍ�Î�Í+÷\ø(16)

estatteinten la matrice Í Ð¼ù
Ô

constitúee desplus petitesfonctionspropresde
ì�Ü àÍ ÐGß , et

doncpréciśementdétermińeepar la solutionde(12). Si on n’a pasconvergé, on peutalors
montrerque êeë Üíì�Ü àÍ ÐGßhî Ü Í Ð�ù

Ô�ú àÍ ÐyßAß]û
Ø3Ù

(17)

et doncla direction ã�ÎüÍ Ð¼ù
Ô8ú àÍ Ð estla directiondedescente“la plusprofonde”ausens

de(16).

Etape4 On ajouteÍ Ð¼ù
Ô

à la listedesmatricesdensit́e,eton retournèa l’ Etape 2.

Cetalgorithmeassurela décroissancedel’ énergie Hartree-Fock enpassantde àÍ Ð à ýÍ Ð¼ù
Ô
.

Et onremarqueensuite(toutcecisemath́ematise...)quepeuàpeu, àÍ Ð serapprochedel’ensemble
desprojecteurs. D’où la convergence. Dansla pratique,cet algorithmen’est pasexactement
programḿe sousla versionindiqúeeci-dessus,maisl’esprit reste.

Il estbonderemarquerquecetalgorithme,meilleurqueDIIS à la fois surle planthéorique
etsurle planpratique,n’estguèrepluscoûteux.Il s’agit seulementd’ajouteruneminimisationen
les

Õ Ò
, cequi neseconnâıt pasentermesdetempscalcul. Noustravaillonsactuellementsurdes

versionsau secondordre decetalgorithme.

4 Vers le contrôlepar laser desr éactionschimiques

La sectionpréćedentedécrivait destravaux sur la simulationstationnaire, avec cetteidée déjà
mentionńeequ’ellen’estpeutêtrequ’unpasdetempsd’unesimulationdynamique.

Donnonsdanscettedernìere sectionun exemplede probĺematiquetypiquementli ée à la
simulationdesphénom̀enesdépendantsdu temps.

ESAIM: Proc., þ�ÿ�������� , �����	� , �
���
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Figure1: PerformancescompaŕeesdeDIIS et dunouvel algorithme(baptiśe ODA pour“Optimal
dampingalgorithm”) sur la n-méthyl-2-nitrovinylamineavecdeuxinitial guesscalcuĺesdefaçon
différente.
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Cettefois, il nes’agitplusde(1), maisdel’ équationdeSchr̈odinger���! #"�$"�%'&)( $'*,+.-/%103254
$76$8-:9;0 & $=<?>(18)

Le probl̀emequ’onétudieestceluiducontr̂oleparlaserdesévolutionsdesyst̀emeschimiques.Le
lasersemanifestedansl’ équationci-dessuspar le terme +@-/%
032�4
$ : +.-/%10 estsonintensit́e, qui va
varieraucoursdu temps,2�4 estla coordonńeephysiquele longdel’axedu laser, A décrit comme
toujoursl’ étatdu syst̀eme,lequel,s’il n’étaitpassoumisaulaser, auraitcommeHamiltonien ( .

Encoreunefois, nousnenousétendronspassur la probĺematique.Nousrenvoyonsà [22]
pouruneprésentationgéńerale,aussibienpourlesaspectsphysiques,théoriquesouexpérimentaux,
quepour les aspectsmath́ematiquesthéoriques(voir aussi[9, 30] pour deuxexemplesd’études
théoriques).Nouspréféronsdétailler un peules aspectsnumériques. Le travail esteffectúe en
collaborationavecA. Ben-Haj-Yedder, E. Canc̀es,M. Pilot, G. Turinici.

Le jeu estd’optimiser +.-/%10 sur un intervalle de tempsdonńe (typiquementquelquesfem-
tosecondes- B 9DC 4FE s -) pour amenerle syst̀emepartantde $ < au plus près de $#G . En fait, le
jeu estbien moindrecar poserun tel probl̀emede contr̂olabilité optimaledansle cadreoù nous
sommesn’auraitguèredesensautrequethéorique. Il s’agit plutôt d’obtenir à l’instant final, ou
auvoisinagedel’instant final, unecertainepropríet́e qualitativedu syst̀emeet nonun étatprécis
du syst̀eme(il y a trop d’impond́erablesdanscecontexte). Commeexempledecettelogique,et
surun castrèssimpledestińe a termeà devenir plus étoffé, nousexaminonsdoncla questionde
l’alignementd’unemoléculesimple.Qui plusest,onnetientcomptequedecertainsdegrésdelib-
ert́edusyst̀ememoléculaire,voired’un seuldansl’ étudedebase.Le mod̀eleestdonctrèsdégrad́e
parrapportà la sophisticationpossibled’uneéquationdeSchr̈odingerdépendantedutempssurun
syst̀ememoléculairecomplet.Cependantun tout petit syst̀emeestdéjà suffisantpour rencontrer
degrossesdiffficultés,et cernerlestechniques̀aemployer.

On étudieunemoléculetriatomiqueHCN. Dansles coordonńeesinternes -:HI6
JK6�LM0 de la
molécule,le Hamiltoniens’écrit( -:HN6
JK6�LO61PQ0 &SRUT *,VNW!XZY[-:HI6
JK6�LM05*]\^-:H_0�*,Va`cbedFf W -:HN6
JK6�LO61PQ0�6(19)

où g Th&ji  lkmQn5o=p�q Br k "" rts r k "" r_u i  DkmQn5p�q Bv k "" v s v k "" v u 6(20)

(xw1y!z -:HN6
J{6�L|0 &ji  ~}� - n��=�#� H } * n5�#��� } 0.����
��� J ""�J s ����� J ""�J u * ��
��� } J " }"�L }�� 6(21)

(������F� w -:HI6
JK6�LO61PQ0 &�i n�� -:HN6 � 0!�x-/PQ0D�	� � J i � } -/P?0� ���O� -:HN6 � 0D�	� � } J7* �|� -:HI6 � 0 �
��� } J �(22)

et ¡ est un potentieleffectif calcuĺe par une méthodeab initio très précise. Le lecteuraura
évidemmentnot́e que,contrairementaux mod̀elesdessectionspréćedentes,ce sont les noyaux
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Figure2: Modèlesimplifié pour la moléculeHCN : on cherchèa alignercettemoléculelinéaire
avecle champlaserici figuré horizontalement.

qui sontici mod́eliséscommedesobjetsquantiqueset non les électrons.Danscedomaine,tout
dépenddel’applicationphysique.

Pourrésoudre(18) avec ¬ donńe par (19), le codedirect (dû à C. Dion [15]) utilise une
techniquedesplittingd’opérateurscoupĺeeavecuneFFT(pourla partieenLaplacien).Onutilise
10 lasers(cequi estactuellementexpérimentalementdela science-fiction...),chacundela forme­@®/¯
°²±S³M®/¯
°!­7´�µ	¶ ·¸®/¹�¯�º¼»½°

où :

³M®/¯
°M± ¾¿¿¿¿¿¿À ¿¿¿¿¿¿Á

Â
if

ÂÄÃ ¯ Ã ¯�´·
Å�ÆKÇÉÈ�Ê:Ë{Ê�ÌÊ:Í
Ë{Ê Ì�Î ÇlÏ if
¯ ´ Ã ¯ Ã ¯�ÐÑ

if
¯�Ð Ã ¯ Ã ¯ Ç·
Å�ÆKÇ È Ê:Ë{Ê�ÒÊ�Ó�Ë{Ê�Ò Î ÇlÏ if
¯ Ç Ã ¯ Ã ¯�ÔÂ

if
¯=Õ¼¯ Ô(23)

Commepremìereétape,on consid̀ereseulementun rotateurrigide : la seulevariableest Ö .
Pouroptimiserle champsur la based’une fonctioncritèreprenantencompteunemesure

de l’alignementde la molécule avec le champlaser, on a choisi de différentierautomatique-
ment le code direct par O× ysśee [17] (en mode adjoint). Il y a 70 param̀etres, à savoir les¯3Ø´QÙ ¯!Ø Ð Ù ¯3ØÇ Ù ¯!ØÔQÙ ­ÚØ Ù ¹7Ø Ù »�Ø pour Û ± Ñ Ù ÑZÂ

. L’algorithme d’optimisationest typiquementun gradi-
entconjugúe. Oncompareradansunavenirproche[2] lesrésultatsavecceuxobtenuspard’autres
typesd’algorithmesdéterministeset par desalgorithmesstochastiques[1]. A court terme,on
passeráevidemmentaucasduHamiltonien(19)complet,i.e. nonréduità la seulevariableÖ . Des
techniquesplus lourdesdevront alorsêtremisesen oeuvre. De plus, mêmesur les cassimples,
destechniquesli éesaucontr̂ole robuste(la notionderobustesseestessentielledanscedomaine)
devront êtreemployées. Une comparaisonavec desrésultatsd’expériencesmeńeesen parall̀ele
estprévue.
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Figure3: Un champlaser æ@ç/è
é optimiśe.

5 Perspectives

Nousn’avonsprésent́e ici quedesexemplesd’étudesnumériquesdansle contextedela simulation
moléculaire.Il s’agit d’un domainetrèsriche,qui, malgŕe certainesavanćeesrécentestout à fait
remarquables,restelargementinexploré parlescommunaut́esdel’analysenumériqueetducalcul
scientifique.Beaucoupdetravail restedoncà faire.
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[5] E. CANCÈS , M. DEFRANCESCHI , C. LE BRIS, Somerecentmathematicalcontributionsto Quantum
Chemistry, Int. J.Quant.Chem.,74, 1999,pp 553–557.
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[30] G. TURINICI, Contrôlabilité exactede la populationdesétatspropresdanslessyst̀emesquantiques
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