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Modeélisation du transport deschargeselectriquesdans
lessemiconducteurs

Fréderic Poupaud

Résune. La physiquedessemiconducteurest un domainetras riche en problamesde
mocklisationetde matrematiquesSelonl”échelleconsicerée: microscopiquemésoscopique
ou macroscopiquela mocélisationdu transportdeschagesrequiertune descriptionquan-
tique, cinétiqueou fluide. Lesdifférentssystimesd’équationsaux dérivéespartiellescorre-
spondansontdécritdanscetarticle. L analyseasymptotiqugpermetenoutrede comprendre
lesliensprofondsqui leslient. En particulierle passageleséquationsiela mécaniqueguan-
tiqueauxéquationginétiquesgraceauxmesuresie Wigner estdétaillé.

Mots clés. Semiconducteurdimites semi-classiquedimites fluides,mesuresle Wigner.

Abstract. A lot of modellingissuesandmathematicaproblemscomefrom semiconductors
physics. Dependingon the scale(microscopic,mesoscopi@r macroscopicthe modelling
of chage transportphenomenaequirea quantum,kinetic or fluid description. The corre-
spondingRD.E. systemsaredescribedn this paper Moreover asymptoticsanalysisallow to
understandhe deeplinks andanalogiesbetweerthem. In particularthe semi-classicalimit
of quantummechanic¥ia Wignermeasuress detailed.

Keywords. Semiconductorssemi-classicalimits, fluid limits, Wignermeasures.
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1 Intr oduction

Lescircuitsintégiesqui sonta la basedu fonctionnementesordinateursontconstities de mil-
liers decomposanélementairesCescomposantslela taille de quelquesmicronssontprincipale-
mentdesdiodeset destransistors.Les diodesont la particularié de ne laisserpassete courant
électriqueque dansun sens,les transistorsagissenicommedesinterrupteurs. A partir de ces
composantg&lémentaired estpossiblede construiredescircuitslogiqguescomplexes.

Les composant®nt &te gravés par un procce particulier I’ épitaxie,sur un cristal semi-
conducteurconstite parexemplede silicium ou d’arsenuirede gallium. L’ épitaxieconsiste par
jetsmoléculairesddansunechambrea vide, aintroduiredansun cristal pur desimpuregsqui per
mettentde controlerla quanti€ de chagesélectriquedibres. Ce sontceschagesélectriquesyui
assurent'existenced’'un courantdansle composantUn cristal semiconducteuestdit dopé si il
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142 Modeélisationdu transporideschagesélectriquesiansles semiconducteurs

contientdesimpuregs. Un cristal semiconducteunon dopé secomportecommeun isolantalors
gu’un cristaltrasdopé secomportecommeun conducteur

Au niveaude la conceptiondescircuits logiqueset du circuit intégieé dansson ensem-
ble, les composang&lémentairegdiodes, transistors)sont mocelisés par leurs caracéristiques.
La caracéristiqued’'un composangestla courbedonnantle courantcirculantdansle dispositif
enfonction despotentielsqui lui sontappliges. Cettecaracéristiquepeutétre détermirée par
desmesuredlirectes. Cependanta mise au point de nouveaux dispositifs avec desnouveaux
maeriauxestchareetlongue. Il fautainsiplusieursmois pourlancerla fabricationd’une chaine
decircuitsimprimésenchambrea épitaxie.

Il estdonc nécessaira’avoir desoutils de mocelisationqui permettentde simuler effi-
cacementt rapidementle nouveauxcomposantsLa simulationnumériquedonnein finela car
acéristiguedesdispositifs. Elle permeten outre une étudeprécisede la physiquedu transport
deschagesal'int érieurdescomposantsCetteétudeesttrasdifficile voir impossiblea partir de
mesuregxpérimentales.

Le but decetarticleestdeprésenteguelguesaspectsnattematiqueslesmodalesemplo/és
danscedomaine.

2 Mécaniquequantique et structur e de bande

Le niveaule plusfin democklisationestcelui dela mécaniquequantique Lesélectronssuppoés
indépendantes uns desautressontrepésengs par leurs fonctionsd’ondes, (¢, z) € C, qui
dépendentlutempst € R etdela positionz € R®. Dansun cristal parfait cesfonctionsd’ondes
sontsolutionsdel’ équationde Schibdinger:

1) indp = H) = — 12 Ap+ qv (@)
ot~ T 2m q )

Lesconstantephysiquesg, m, i sontrespectiementa chage,lamasselementairelel’ électron
etla constantale Planckréduite.Le potentielélectriqueV” estdl auxatomesonisesdu cristal. Il
estpériodique.SiT" estle réseaudirectdu cristal,ona:

(2) V(z+7)=V(z), yeT.

Une méthodeusuellede résolutionde I' équation(1) estla méthodede décompositionspectrale
qui consistea diagonaliset’hamiltonien H surunebasede fonctionspropres.Malheureusement
endomainenonborre le spectrede H n'estpasdiscret,[24]. Il existecependandessousespaces
propresde dimensionsnfinies qui sonten sommedirectedansZ?(R?). Ce sontlessousespace
de Floguet,chaquesousespaceorrespondana un niveaude bandeenlangagede physique.On
lesobtientde la manaresuivante.SoitT” le reseaueciproquea T’

I'={peR VYyeTl uryc2rZ}.

Onnote B = R3/I". Pourk € B ondit qu’unefonctionu estk-quasigriodiquesi elle vérifie
u(z +7) = e**Yu(x) pourtouty € I'. Onremarquealorsquetoutefonctions € L?(R?) peutse
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decomposeenfonctionsk-quasigriodiquesu(., k) avec

©) we) = [ule b k) = v+ e

|BI’
vyer

Or si ¢ estsolutionde (1) etsi V vérifie (2), pour & fixé la fonction u résoudune équationde
Schidingeridentiquea (1) avec desconditionsde k-quasiggriodicitt. On note H;, I’hamiltonien
correspondant.L’avantageest que maintenantes opérateursH; admettentune decomposition
spectrale. On peutpeutainsi écrire u(t,z, k) = Y72 un(t,z,k) ou lesu,(t,., k) sontdes
fonctionspropresde Hj, assodéesaux valeurspropresé, (k) € R, &,(k) — oo pourn — oo.

L’ équationde Schiddingerpouru,, seréduitalorsa

@) i (1,2, ) = En (K} (1,2, B).

Gracea (3), on obtientunedécompositiorsurles sousespacesle Floquetde) :

e dk
(5) $6) = Dnlta), ) = /B (e ) 1

Les fonctions,, appartiennenau n®™¢ sousespacele Floquet. On déduitalorsde (4), (5) et
du déweloppementn série de Fourier de u,, donre par (3) avecy = 1, quelesfonctionsy,
resohent:

O ihn() = Y e Walz + ), Wec (k) = Y enly)e .

yel’ yel’

Dansun langageplus physiqueon dit qu’un électronappartienta la n¢™¢ banded’énegie si sa
fonction d’'onde appartientau n¢™¢ sous-espacde Floquet. Les fonctionsk — &, (k) sontles
diagrammesle bande £, (k) étantl’ énegie assodée auvecteurd’ondek. Nousrernvoyonspour
un expo plusdeétaille dela théoriede Floqueta [24, 2§].

Dansla pratiqueil n’estpasutile de consicrertoutesles bandesd’énegie. En effet les
banded’énegie élevée,lesbandegle conduction sontpratiguemenvtide etlesbandede basse
énepgie, les bandesde valencescorrespondenh desélectronsliés aux atomeset sont pleines.
Ellesne participentdoncpasala conductiorélectrique Les seuleshandegjui jouentunrole sont
la preméare bandede conductionet la dernare bandede valencecorrespondanaux diagrammes
debande<, (k), E.(k).

3 Dopagedessemiconducteurs

Dansun cristal semiconducteupur la bandede valenceestpleine, la bandede conductionest
vide, le magériause comportecommeun isolant. Par contresi le cristal contientdesimpuregs
de type donneur commepar exemple des atomesde phosphorede symbolechimique P, ces
impureésonttendances’ionistespourdonnerun électronqui va peuplerla bandedeconduction
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144 Modeélisationdu transporideschagesélectriquesiansles semiconducteurs

du semiconducteurOn a ainsi créationd’une chage négatve mobile, I €lectronde la bandede
conductiongtd’une chage positive fixe, I'ion dudonneuydansnotreexempleP.

Le semiconducteuqui doit alorssaconductvité a desélectrondibres dela bandede con-
ductionestdit detypeN.

Réciproquementsi le cristal contientdesimpuregsde type accepteyrcommedesatomes
d’indium, In, ellesonttendance capturemn électrondela bandede conduction.ll y a création
d’'une chage négatve fixe duealion, ici In~. D’autre partil y a un manqued’électrondansla
bandede valencequi se comportecommeune chage positive mobile. Il estalorscommodede
consicerer cettelacunecommeune quasi-particulec’estle conceptde trou. D’un point de vue
mattematiquecelacorrespontun changement’inconnuesimple(grossaremenun changement
designe).

Le semiconducteuqui doit saconductvité aux chagespositvesmobiles,lestrous,estdit
alorsdetypeP.

C'estla coistencede régionde type P et d'autrede type N qui permetla conceptionde
dispositifscommelesdiodesou lestransistors.

Le dopagead’'un semiconducteuest,pardéfinition, la concentratiorenchagedesimpureés
ionistes.Elle estpositive dandesrégionsdetypeN, négatve dandesrégionsdetypeP. Cedopage
estfixé lors dela fabricationdu circuit intége. Dansla suiteon noteraC(z) € R, z € R3, ce
dopage.

D’autre part, pour desraisonsde simplicite d’exposition,nousn’allons considerera partir
de maintenantque des semiconducteursle type N et que la moctlisation des phénormanesde
transpordusauxélectrongdela bandede conduction Notonssimplementguela mocklisationdu
transportdestrousesttout a fait similaire.

4 Transport semi-classique

Le transportd’'un électrondansun cristal n’est pasidentiqgueau transportdansle vide et depend
fortementde la banded’'énegie danslequelil éwlue. Pourcomprendrecefait, il estnécessaire
deretournerala mécaniqueguantigueet a sonéquivalentdansl’espacedesphasesntroduit par
E. Wigner, [27]. Pourunefonctiond’ondedonree,s)(z) € C, z € R?, E. Wigneraintroduitla
fonction:

W6 = [ wlo+ 5udta — 5u)erdy

Cettetransforngede Wigneret salimite classiquequandh — 0 a éte étudeerécemmenparP.L.
Lions et T. Paul, [17], et dansuneoptiquelégarementdifférentepar P. Gérard,[12]. Elle donne
un puissanbutil pour étudierle lien entremécaniqueclassiqueet quantique.Contrairementux
H-mesurede L. Tartar [25], ou aux mesuregle defautde P. Gérard,[13], les transfornéesde
Wigner donnentunedescriptiondesoscillationspour unelongueurd ondeparticuliare: A. Une
propriéte fondamentalale cettetransforniée estque les obserablesde la mécaniquequantique
qui sontquadratique®n v deviennentlinéairesen W. Par exemple,la probabilie de présence
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d'uneparticule,n(z) € Rt, estdonréepar:
n(a) = pa)pa) = | Wz E)de.

Pourobtenirun outil similaire qui tiennentcomptedela périodicii du cristal,on formeles
seriesdeWigner, [18] :

_ INTro Yy —ikey
U wiz, k) =Y e+ (e — e 7.
yel’
De la mémefagon quepourla transfornéede Wignerona:
dk
8 n(z :/ w(z, k) —.
(8) (0) = | wiab)g

On avu d’'autre partdansle chapitre2 quela fonctiond’onded’un électronde la bandede con-
ductionvérifie uneéquationde type (6). On endéduitparun calculfacile maisfastidieuxquela
seriede Wignerassodeevérifie :

9) ih%w(t,gg, k) = Z () [w(:v + 1) — w(z — 1)] ek
yeT

avec
Ec(k) =) ec(y)e™
vyer
&. etantle diagrammed’énepie de la bandede conduction. L'approximationsemi-classiquele
I’ équatiordeWigners’obtientalorsenrempla@antlesdifferencesiniesde(9) parundéweloppement
de Taylor al'ordre 1. On obtientfinalementquew(t, z, k) =~ f(t,z, k) ou la fonction f résout
I’ équationdetransport

(10) (5 E) )V (K =0, avec u(k) = ;VAER)

Cetteapproximatiorsemi-classiqu@eutétrerigoureusemenjustifiee, voir [12, 18]. De pluson
peutdemontrerque f estpositive, ce qui n'estpasvrai pourw, etquel'on a:

(12) n(t,x)m/Bf(t,w,k)%.

La fonctionv, (k) s'interp@atecommeétantla vitessed’un électrondela bandede conductionde
vecteurd’ondek. Onpourraconsulteraussi’article [14] pouruneétudeexhaustve desproprietes
desmesurest dessériesde Wigner ainsique pour leursapplicationsa | étudeasymptotiquedes
E.D.P

Quandonrajouteun champélectriqueextérieurE(t,z) = —V,U (¢, z), undéveloppement
asymptotiqudormel del” équationde Schibdinger

0 h?
(12) iho = H() = —5 A+ qV(2)y + qU(t, 2)9
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146 Modeélisationdu transporideschagesélectriquesiansles semiconducteurs

conduitauneéquationde Vlasov :

(13) o 6B+ ek Vaf (1, ) — LB, 2).941 (0, ) = 0.

Le probmedela justificationrigoureusele cetteéquationestplusdélicatquela justificationde
(10).
La dynamiguenonNewtoniennerelative a (13) estdonreepar:

(14) X =v.(K), K= —%E(t,X).

Cerésultatindigue que les forcesagissensur les vecteursd’onde et non passur I'accélération.
Lessolutionsde (13) sontlesfonctionsconstantee long destrajectoiresde (14).

Pourcomprendréa difficulté dela justificationmattématiquede (13),il sufit deconsidrer
le casoul lesparticulessontsoumises uneac@lérationconstanté £ = C*¢). CommekK vit dans
untore le mouvementdesparticulesestalorspériodiqueentempset leur déplacemeninoyen est
nul' Ce phénonmaneparadoxakstdifficile a obserer expérimentalemeninais existe néanmoins
. ce sontles oscillationsBrillouin.  Une autrefagon de voir cette difficulté estde remarquer
gueles sousespacesle Floquetintroduitsprécedemmentie sontplus invariantsousl action de
I"'Hamiltonien H. Il fauten quelquesortedeémontrerguel’interactionentresousespacesnduite
parle potentielU estasymptotiquememntulle.

Dansun travail encommunavec P. Bechouche[7] nousavonstrouvé uneformule portant
sur les seriesde Wigner qui décrit cetteinteraction. En particulieril apparaitexplicitementque
I'interactionestfaible excep€ auxpointsou lesbandesecoupent(&, (k) = &, (k) pourm # n).
Gracea cetteformule etau prix de complicationgechniquegonsidrablesnousavonspu avecP.
Bechoucheet N. Mauser [6] traiter compEtementle casnonlinéairedu passagelu systmede
SchibdingerPoissonversles équationgde Vlasor Poissonsemi-classiquel e potentielextérieur
estalorsobtenuenrésohant

(15) _erAwU(ta 3)) = C(J}) - qn(t,w)

ol ¢, estla permitivité du milieu.

Onretrouwe unedynamiqueclassiquesi on fait uneapproximatiorsuppémentairedite ap-

proximationdela bandeparaboliqueElle s’obtientquandautourdek = 0 ona:
1 A?
2 m*
Cetteformuledéfinit enfaitla constanten* quiala dimensiord’'unemassem™* estappeéemasse
effective. Elle dépendfortementdu diagrammede bandeet doncdu magériauconsicré. Elle est
engéréraltrasdifferentede la massalel’ électrondansle vide. La dynamique(14) devient alors
Newtonienneavecm*X = —qE(t, X).

Il fautremarqueiici quepour avoir descomposantsapidesla masseeffective doit étrela
pluspetitepossible Celaexpliquel'int éretpourdesmatériauxcommel’arsenuirede galiumpour
lesquelscettemasseeffective estplusfaible guedansle plus classiquesilicium.

La justificationmattematiquea partir de I’ @équationde Schidingerde cesapproximations
de masseeffectivesa d”abordéte donréedansun cadrelinéairedansun travail encommunavec
P. Ringhofer, [23]. Le casnonlinéairea été traité parP. Bechouche[5].

E(k) = E.(0) + k|2
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5 L’équationde Boltzmann dessemiconducteurs

Quandon considire la populationtotale desélectrons on obtientune descriptionstatistique(ou
cinétiqgue)desadynamiqueenconsicerantla fonctiondedistribution f (¢, z, k) qui donnele nom-
bre d’électronspar unité de volumede I'espacedesphasesutempst, ala positionz et avecle
vecteurd’ondek. Dansun cristalparfait, cettefonctionrésout’equationde Viasor (13), voir [18].
Elle vérifiedeplus0 < f < 1. Celasignifiequ’auplusunélectronoccupd’ étatquantiquez, k).
Cetteparticularie estcommunea toute les particuleséléementairegle la famille desFermions.
C’estle principed’exclusionde Pauli.

Connaissantfonctiondedistribution f, oncalculela concentratiom, le flux j etladensié
d’énegie volumiquee enprenantdesmoyennegarrapportauxvecteursd’onde.Onaainsi:

dk
n(t,a:) :/l;f(tamak)ﬁa

(16) i) = [ o)t )

e(t,z) /S tmk)u;

Cesformulessonta rapprocherde (11). Elles peuwent &tre justifieesa partir de la mécanique
guantiqueyoir [12, 18].

En pratiquel’ équation(13) n'est passatishisantepourla mocelisationdesdispositifs. En
effet, elle ne tient pascomptedesinteractionsentreles électronset les impuregs et entreles
électronset les vibrationsdu cristal (les phonons). Or ce sontcesinteractionsqui thermalisent
la populationd’électrons. Ainsi dansun semiconducteuen équilibre la vitessemoyennedes
électronsestnulle etla temperaturedesélectronsestcelle du cristal.

Au niveaucinétique,cesphénonmanessontmodelisés par desopérateursde collisions qui
sontdesopérateurdantégrauxenla variablek. La fonctionde distribution résoutalorsl’ équation
de Boltzmanndessemiconducteurgui s’écrit :

0
Ef(tal'v k) +Uc( ) :cf(t L, k)

Onnedétaillerapasla formedel'opérateurdecollision ). Onnoterasimplementjuela propriete
de thermalisatiorsetraduit, d'un point de vue mattematique parla déterminationdu noyau de
Q:

1

(18) N(@Q)={f= 14 e:cp(q”(t &) —E (k)) 2

17) Et, ).V f(t,z, k) = Q(f) (¢, z, k).

h

kT
ou kp etT sontla constantede Boltzmannet la temperature(fixée)du dispositif. Les fonctions
du noyau sontles distributions de Fermi Dirac. La fonction p qui a-priori estquelconqueestle
potentielchimique.D’autre part,unepropriéte lieeala conseration du nombrede particulesest
que:

(19) /BQ(f)dk:O, pourtout f.
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148 Modeélisationdu transporideschagesélectriquesiansles semiconducteurs

Pour compkEter I’ équation(17), il restea déterminerle champélectriqgueE. |l suit les
lois habituellesde I’ électrostatique® (¢, z) = —V, U (¢, z) ou le potentielU résoutl”équationde
Poisson(15). Le dopageC a éte défini dansle paragraph@ etla concentratiom dependde f par
l'intermédiairede (16).

Le sysimed’inconnuesf, E, U, compo& de(17) et (15) estquadratique Une premare
nonlinéarié estdueautermeE.V, f car E dépendinéairementle f auvu de(15), (16). L'autre
nonlinéarié provenantdutermedecollision. |l estcependanpossibled’avoir unethéoried’existence
et d’unicité dessolutions,voir [21, 20]. Nousrenvoyonsa[19] pourun expo<s pluscompletsur
lesproprietesdel’ équationde Boltzmanndessemiconducteurs.

6 Limite fluide deséquationsde Boltzmann

Les équationscinétiquesrestentdifficiles a resoudrenumériguementar elles font intervenir la
variablesuppementaires. Parexemple,la simulationd’un dispositif2D dansl’espaceréeldonne
lieu & unedisciétisationd’un domainede R® (2D pour I'espace,3D pour les vecteursd’ondes).
C’estpourquoidansla pratiqueon cherchedasquepossiblea utiliser desmodalesfluides,c’esta
dire desmodalesqui nefont intervenir quelesvariablesempset espace.

La validite des modales fluides reposetoujours sur une hypotrase d’équilibre local qui
revient a specifier la dependancen la variable & de la fonction de distribution f. Il estalors
possibledetrouver deséquationsurlesquantiesmacroscopiques, j, e, définiesen(16).

Danscertaincasil estpossiblede valider cette hypothased’équilibre local. Ainsi pour
obtenirles modalesdits de dérive-diffusion, on fait un changement’échelledansles équations
(17), (15) qui fait apparaitreun petit paranatree. Ce paranatre estunemesuredu libre parcours
moyen(le parcouranoyendesélectronentredeuxcollisions).Leséquationsleviennent:

(20)62%]“(15, z, k) + € (ve(k). Vo f(t,z, k) + VUt 2). Vi f(t, z, k) = Q(f) (¢, z, k),

@) ~AU(t,2) = O(a) ~n(t,2), n(t,z) = /Bffu,x,k)%.

Le probemeestalorsde détermineleslimitesde f€ etde U quande — 0.

Formellemenbn obtientquela limite f de f€ vérifie Q(f) = 0. Parcongquentf estune
fonctionde FermiDirac (18). Le passage la limite dans(21) estimmédiatet!’'on obtientquela
limite U deU* résout

(22) _AU(ta $) = C(IL‘) - N(N‘(ta .’E)),
la fonction N (1) donnanta concentratiordela fonctionde FermiDirac de potentielchimiquey.

Il restea déeterminede potentielchimiqueu. Avecl'ansatzf¢ = f + eh, enutilisantla propréte
(19) et la parite desfonctionsde Fermi Dirac, on obtientenintégrantpar rapporta & I’ équation

(20):
0

(@3 L N(ut,) +dvi(ha) =0, avec j(hz) = /B ve(B)h(t, 7, K)dk.
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Dautre partsi L, désignel'opérateurQ linéari€ autourde la fonction de FermiDirac onaen
identifiantlestermesd’ordree :

Lu(h) = ve(k).Vof (t, 3, k) + VoU(t, ).V f(t, 7, k)

celapermetde calculerj etl'on trouve j = D(u)V4(U + p) ol D(p) estunematricedéfinie
positive. En utilisantcetteexpressiordans(23) on obtientl’ équationde dérive diffusion:

(24) %N(u(t, 2)) + dvD(u(t, 2))Va (Ut 7) + p(t, 7)) = 0.

Ce passagen la limite peut étre totalementjustifié, voir [16]. Un des outils essentielde la
demonstratiorétantleslemmesde compacié enmoyenne [15, 11].

Diversessimplificationde (24) permettentlorsd’obtenir I’ équationclassiquede Schock-
ley :%n-l—div(l/nVU—DVn) = 0 ou lescoeficientsdedérive v etdediffusion D sontconstants.

Ceséquationssontparmiles plus emplo/éesen modelisationnumériqguedessemiconduc-
teurs. Cependanteur domainede validité restreintleur utilisation a descomposantle la taille
d’une dizainede micrometres. Or on essaieaujourd’huid’obtenir au niveauindustrieldescom-
posantssubmicroniquesles équationge dérive diffusion ne peuventalorsplus étreemplgyées.
Les ingénieurset les numériciensse sont alors tourrés vers des mockles plus complees, les
mockleshydrodynamiquedls reposensurleséquationsi’Euler avec destermessourcegprenant
encomptel’effet descollisionset du champélectrique.On peutles obtenira partir del’ @équation
de Boltzmannavec deshypottesesad-hocsurla fonctiondedistribution f.

Un autremodale courramenutilisé estle modale d"énepgie transport. Il peutétre obtenu
pardesconsidtrationsthermodynamiqueommedansle travail de A.M. Anile etO. Muscatto[3]
mais aussipar une analyseasymptotiquede I' équationde Boltzmannqui a &t faite par N. Ben
Abdallah,P. Degondet S. Géryeis, [2].

Il existeaussidesmodalesintermédiairesou |” énepie estconseréecommevariableindependante
. ce sontles modales S.H.E. (pour SphericalHarmonic Expansiofj.  On pourrase référer a
[2, 1, 26] pour unejustification de cesmodales. Le point communa cesapprochesstquelles
sont bagessur I'hypothase que les collisions élastiquegqcellesqui conserent I'énegie) sont
prédominantes.

Une autreapprocheestde considcerer desrégimesou les phenonanesde dérives dus au
champélectriguesont du mémeordre de grandeurque les phenonainescollisionnels. Ce sont
les approximationssouschampfort de I"équationde Boltzmannqui ont eu un regain d’intérét
recemment]4, 9, 8, 10, 22].
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