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ESAIM: Proceedings,

�����������
, 	�
�
�	 , ��
�������� 	

http://www.emath.fr/Maths/Proc/Vol.11/
c
�
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Modélisationdu transport deschargesélectriquesdans
lessemiconducteurs

Fréd́eric Poupaud

Résuḿe. La physiquedessemiconducteursest un domainetràs riche en problàmesde
mod́elisationetdemath́ematiques.Selonl´échelleconsid́erée: microscopique,mésoscopique
ou macroscopique,la mod́elisationdu transportdeschargesrequiertunedescriptionquan-
tique,cinétiqueou fluide. Lesdifférentssyst̀amesd´équationsauxdérivéespartiellescorre-
spondantsontdécrit danscetarticle.L´analyseasymptotiquepermetenoutredecomprendre
lesliensprofondsqui leslient. Enparticulierle passagedeséquationsdela mécaniquequan-
tiqueauxéquationscinétiquesgrâceauxmesuresdeWignerestdétaillé.

Mots clés. Semiconducteurs,limitessemi-classiques,limites fluides,mesuresdeWigner.

Abstract. A lot of modellingissuesandmathematicalproblemscomefrom semiconductors
physics. Dependingon the scale(microscopic,mesoscopicor macroscopic)the modelling
of charge transportphenomenarequirea quantum,kinetic or fluid description. The corre-
spondingP.D.E.systemsaredescribedin this paper. Moreoverasymptoticsanalysisallow to
understandthedeeplinks andanalogiesbetweenthem. In particularthesemi-classicallimit
of quantummechanicsvia Wignermeasuresis detailed.

Keywords. Semiconductors,semi-classicallimits, fluid limits, Wignermeasures.
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1 Intr oduction

Lescircuits intégŕesqui sontà la basedu fonctionnementdesordinateurssontconstitúesdemil-
liersdecomposant́elémentaires.Cescomposantsdela taille dequelquesmicronssontprincipale-
mentdesdiodeset destransistors.Lesdiodesont la particularit́e de ne laisserpasserle courant
électriqueque dansun sens,les transistorsagissentcommedesinterrupteurs. A partir de ces
composantśelémentairesil estpossibledeconstruiredescircuitslogiquescomplexes.

Les composantsont ét́e gravéspar un proćed́e particulier, l’ épitaxie,sur un cristal semi-
conducteurconstitúe parexempledesilicium ou d’arsenuiredegallium. L’ épitaxieconsiste,par
jetsmoléculairesdansunechambrèa vide, à introduiredansun cristalpur desimpuret́esqui per-
mettentdecontrolerla quantit́e dechargesélectriqueslibres. Cesontceschargesélectriquesqui
assurentl’existenced’un courantdansle composant.Un cristalsemiconducteurestdit doṕe si il
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142 Modélisationdu transportdeschargesélectriquesdanslessemiconducteurs

contientdesimpuret́es. Un cristalsemiconducteurnondoṕe secomportecommeun isolantalors
qu’uncristaltràsdoṕe secomportecommeun conducteur.

Au niveaude la conceptiondescircuits logiqueset du circuit intégŕe dansson ensem-
ble, les composant́elémentaires(diodes,transistors)sont mod́elisés par leurs caract́eristiques.
La caract́eristiqued’un composantest la courbedonnantle courantcirculantdansle dispositif
en fonction despotentielsqui lui sontappliqúes. Cettecaract́eristiquepeutêtredétermińeepar
desmesuresdirectes. Cependantla mise au point de nouveauxdispositifsavec desnouveaux
mat́eriauxestchàreet longue.Il fautainsiplusieursmoispour lancerla fabricationd’unechaine
decircuitsimprimésenchambrèa épitaxie.

Il est donc nécessaired’avoir desoutils de mod́elisationqui permettentde simuler effi-
cacementet rapidementdenouveauxcomposants.La simulationnumériquedonnein fine la car-
act́eristiquedesdispositifs. Elle permeten outreune étudeprécisede la physiquedu transport
deschargesà l’int érieurdescomposants.Cetteétudeesttràsdifficile voir impossibleà partir de
mesuresexpérimentales.

Le but decetarticleestdeprésenterquelquesaspectsmath́ematiquesdesmod̀alesemployés
danscedomaine.

2 Mécaniquequantique et structur edebande

Le niveaule plusfin demod́elisationestcelui dela mécaniquequantique.Lesélectronssuppośes
indépendantles uns desautressont repŕesent́es par leurs fonctionsd’ondes, �����������! #" , qui
dépendentdu temps�$ &% et dela position �' (%*) . Dansun cristalparfait cesfonctionsd’ondes
sontsolutionsdel’ équationdeSchr̈odinger:+�,.-- � �0/213���4�*/65 ,879;:=< �?>A@CBD�������FE(1)

Lesconstantesphysiques@8� : � , sontrespectivementla charge,lamasséelémentairedel’ électron
et la constantedePlanckréduite.Le potentielélectriqueB estdû auxatomesioniśesducristal. Il
estpériodique.Si G estle réseaudirectdu cristal,ona :BH���.>JIK�L/MBN���K��� I& OG*E(2)

Une méthodeusuellede résolutionde l’ équation(1) est la méthodede décompositionspectrale
qui consistèa diagonaliserl’hamiltonien 1 surunebasedefonctionspropres.Malheureusement
endomainenonborńe le spectrede 1 n’estpasdiscret,[24]. Il existecependantdessousespaces
propresdedimensionsinfiniesqui sontensommedirectedansP 7 ��%*)Q� . Cesontlessousespace
deFloquet,chaquesousespacecorrespondant̀a un niveaudebandeenlangagedephysique.On
lesobtientdela manìaresuivante.Soit G�R le réseaureciproquèa GG R /6SUT! V% )XWZY I& OG T[E I' 9]\K^�_ E
On note `a/#%*)cb;G R . Pour dA e` on dit qu’unefonction f estk-quasiṕeriodiquesi elle vérifiefg���h>&I��*/jilk�m�n opfg���K� pourtout I& OG . Onremarquealorsquetoutefonction �q OP 7 ��% ) � peutse
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décomposerenfonctionsk-quasiṕeriodiques~g�|������� avec� ������� ��� ~g���������g� �� �V� � ~����������*����p��� � �����J�����]������� � �(3)

Or si
�

estsolutionde (1) et si   vérifie (2), pour � fixé la fonction ~ résouduneéquationde
Schr̈odingeridentiqueà (1) avecdesconditionsdek-quasiṕeriodicit́e. On note ¡ � l’hamiltonien
correspondant.L’avantageest quemaintenantles opérateurs¡ � admettentunedécomposition
spectrale. On peut peut ainsi écrire ~g��¢����������£�¥¤j¦§p¨�© ~ § ��¢���������� où les ~ § ��¢��l������� sont des
fonctionspropresde ¡ � assocíeesauxvaleurspropresª § �«���­¬¯®$��ª § �«���±°³² pour ´0° ² .
L’ équationdeSchr̈odingerpour ~ § seréduitalorsàµ�¶�·· ¢ ~ § ��¢����������L�2ª § �«����~ § ��¢������������(4)

Grâceà (3), on obtientunedécompositionsurlessousespacesdeFloquetde
�

:� ��¢������L� ¦�§]¨�© � § ��¢����K��� � § �����*� � � ~ § ��������� � �� �V� �(5)

Les fonctions
� § appartiennentau ´�¸�¹�¸ sousespacede Floquet. On déduit alorsde (4), (5) et

du développementen série de Fourier de ~ § donńe par (3) avec
� � � § que les fonctions

� §
résolvent : µ�¶ ·· ¢ � § ��¢����K�*�M��p�;�Lº § �»��� � § ���.�J�K��� avec ª § �«���*�M��p�;�[º § �»�����l����� � �(6)

Dansun langageplus physiqueon dit qu’un électronappartient̀a la ´�¸¼¹½¸ banded’énergie si sa
fonction d’ondeappartientau ´ ¸�¹�¸ sous-espacede Floquet. Les fonctions �¯° ª § �«��� sont les
diagrammesdebande,ª § �«��� étantl’ énergie assocíeeauvecteurd’onde � . Nousrenvoyonspour
un expośe plusdétaillé dela théoriedeFloquetà [24, 28].

Dansla pratiqueil n’est pasutile de consid́erer toutesles bandesd’énergie. En effet les
bandesd’énergie élevée,lesbandesdeconduction,sontpratiquementvide et lesbandesdebasse
énergie, les bandesde valences,correspondent̀a desélectronsli és aux atomeset sontpleines.
Ellesneparticipentdoncpasà la conductiońelectrique.Lesseulesbandesqui jouentun rolesont
la premìarebandedeconductionet la dernìarebandedevalencecorrespondantauxdiagrammes
debandesª8¾c�«������ª�¿U�«��� .
3 Dopagedessemiconducteurs

Dansun cristal semiconducteurpur la bandede valenceestpleine, la bandede conductionest
vide, le mat́eriausecomportecommeun isolant. Par contresi le cristal contientdesimpuret́es
de type donneur, commepar exempledesatomesde phosphorede symbolechimique À , ces
impuret́esont tendancèas’ioniśeespourdonnerunélectronqui vapeuplerla bandedeconduction

ESAIM: Proc., Á�Â�Ã�Ä�Å�Å , Æ�Ç�Ç�Æ , Å�ÈzÅ|É�Å�Ê�Æ
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du semiconducteur. On a ainsi créationd’une charge négative mobile, l’ électronde la bandede
conduction,etd’unechargepositive fixe, l’ion du donneur, dansnotreexempleËhÌ .

Le semiconducteurqui doit alorssaconductivité à desélectronslibresdela bandedecon-
ductionestdit detypeN.

Réciproquement,si le cristalcontientdesimpuret́esdetypeaccepteur, commedesatomes
d’indium, ÍCÎ , ellesont tendancèa capturerun électrondela bandedeconduction.Il y a création
d’unecharge négative fixe dueà l’ion, ici ÍQÎ�Ï . D’autrepart il y a un manqued’électrondansla
bandede valencequi secomportecommeunecharge positive mobile. Il estalorscommodede
consid́erercettelacunecommeunequasi-particule,c’est le conceptde trou. D’un point de vue
math́ematiquecelacorrespont̀aunchangementd’inconnuesimple(grossìarementunchangement
designe).

Le semiconducteurqui doit saconductivité auxchargespositivesmobiles,lestrous,estdit
alorsdetypeP.

C’est la coexistencederégionde typeP et d’autrede typeN qui permetla conceptionde
dispositifscommelesdiodesou lestransistors.

Le dopaged’un semiconducteurest,pardéfinition,la concentrationenchargedesimpuret́es
ioniśees.ElleestpositivedanslesrégionsdetypeN, négativedanslesrégionsdetypeP. Cedopage
estfixé lors dela fabricationdu circuit intégŕe. Dansla suiteon noteraÐNÑ�Ò�ÓFÔ!Õ$Ö Ò£Ô!Õ*× , ce
dopage.

D’autrepart,pourdesraisonsdesimplicité d’exposition,nousn’allonsconsid́ererà partir
de maintenantque dessemiconducteursde type N et que la mod́elisationdesphénom̀anesde
transportdusauxélectronsdela bandedeconduction.Notonssimplementquela mod́elisationdu
transportdestrousesttout à fait similaire.

4 Transport semi-classique

Le transportd’un électrondansun cristaln’estpasidentiqueautransportdansle vide et dépend
fortementde la banded’énergie danslequelil évolue. Pourcomprendrece fait, il estnécessaire
de retournerà la mécaniquequantiqueet à sonéquivalentdansl’espacedesphasesintroduit par
E. Wigner, [27]. Pourunefonctiond’ondedonńee, Ø�Ñ�Ò�Ó$Ô(Ù½Ö ÒOÔOÕ × , E. Wignera introduit la
fonction: Ú Ñ�Ò�Ö�ÛQÓ*Ü�ÝQÞXßàØ�Ñ�Ò�áãâäKå�Ó ØæÑ�ÒDç�âä�åXÓ�èUéëê�ì í�îCåðï
CettetransforḿeedeWigneret salimite classiquequandâ.ñóò a ét́e étudíeerécemmentparP.L.
Lions et T. Paul, [17], et dansuneoptiquelég̀arementdifférenteparP. Gérard,[12]. Elle donne
un puissantoutil pour étudierle lien entremécaniqueclassiqueet quantique.Contrairementaux
H-mesuresde L. Tartar, [25], ou aux mesuresde défaut de P. Gérard,[13], les transforḿeesde
Wignerdonnentunedescriptiondesoscillationspourunelongueurd´ondeparticulìare: â . Une
propríet́e fondamentalede cettetransforḿee estqueles observablesde la mécaniquequantique
qui sontquadratiquesen Ø deviennentlinéairesen

Ú
. Par exemple,la probabilit́e de présence

ESAIM: Proc., ô�õ�ö�÷Kø�ø , ù�ú�ú�ù , ø�ûzø|ü�ø�ý�ù
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d’uneparticule,þLÿ�� ������� , estdonńeepar:þLÿ�� �
	�� ÿ�� � � ÿ�� ��	�
������ ÿ������ ��� ���
Pourobtenirun outil similairequi tiennentcomptedela périodicit́e ducristal,on formeles

sériesdeWigner, [18] : � ÿ������ � 	"!#%$'& � ÿ��)(+* , � � ÿ��.-/* , �10%2436587 # �(7)

De la mêmefaçon quepourla transforḿeedeWignerona :þLÿ�� ��	"
�9 � ÿ������ � � �: ;�: �(8)

On a vu d’autrepartdansle chapitre2 quela fonctiond’onded’un électronde la bandedecon-
ductionvérifie uneéquationdetype(6). On endéduitparun calcul facilemaisfastidieuxquela
sériedeWignerassocíeevérifie :<>=@??4A

� ÿ�AB���C��� �D	 !#%$E&DFHG ÿ * �JI
� ÿ��@( * , � - � ÿ��.- * , �LK
0 3M5'7 # �(9)

avec N G ÿO� ��	 !#%$E& FHG ÿ * �10 36587 #N G étantle diagrammed’énergie de la bandede conduction.L’approximationsemi-classiquede
l’ équationdeWigners’obtientalorsenremplaçantlesdifférencesfiniesde(9)parundéveloppement
de Taylor à l’ordre 1. On obtientfinalementque

� ÿ�AB���C��� �QPSR ÿ�AB���C��� � où la fonction
R

résout
l’ équationdetransport:??TA R ÿ�AU������� � (WV G ÿO� �1XZY�R ÿ�AB���C��� ��	/[ � avec V G ÿO� ��	]\= X 5 N G ÿO� � �(10)

Cetteapproximationsemi-classiquepeutêtrerigoureusementjustifiée,voir [12, 18]. De pluson
peutdémontrerque

R
estpositive, cequi n’estpasvrai pour

�
, et quel’on a :þLÿ�AU��� �
P 
49 R ÿ�AB���C��� � � �: ;�: �(11)

La fonction V G ÿO� � s’interpr̀atecommeétantla vitessed’un électrondela bandedeconductionde
vecteurd’onde � . Onpourraconsulteraussil´article [14] pouruneétudeexhaustivedespropríet́es
desmesureset dessériesdeWignerainsiquepour leursapplications̀a l´étudeasymptotiquedes
E.D.P.

Quandonrajouteunchampélectriqueextérieur ^Hÿ�AU��� �D	 - XZY`_ ÿ�AU��� � , undéveloppement
asymptotiqueformeldel´équationdeSchr̈odinger<>= ??TA �a	/b ÿ �c��	 - =`d,Eegf � (ih�jHÿ�� �>� (ih _ ÿ�AU��� �>�(12)

ESAIM: Proc., kTlUm6n�oUo , p�qUqrp , o1s8o�tuoHvBp
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conduità uneéquationdeVlasov :wwTxzy
{ xU|�}�|�~4���W�%� { ~4�B���)� y
{ xB|�}C|�~4�������� { xU|�}��B���)� y
{ xU|�}�|�~4�������
(13)

Le probl̀amedela justificationrigoureusedecetteéquationestplusdélicatquela justificationde
(10).

La dynamiquenonNewtoniennerelative à (13)estdonńeepar:�� ��� � {�� �B| �� ��� �� � { xU| � �B�(14)

Ce résultatindiquequeles forcesagissentsur les vecteursd’ondeet non passur l’accélération.
Lessolutionsde(13)sontlesfonctionsconstantesle longdestrajectoiresde(14).

Pourcomprendrela difficultédela justificationmath́ematiquede(13),il suffit deconsid́erer
le casoù lesparticulessontsoumises̀auneacćelérationconstante( � �"�����

). Comme� vit dans
un torele mouvementdesparticulesestalorspériodiqueentempset leur déplacementmoyenest
nul! Cephénom̀aneparadoxalestdifficile à observer expérimentalementmaisexistenéanmoins
: ce sont les oscillationsBrillouin. Une autre façon de voir cettedifficulté est de remarquer
queles sousespacesde Floquetintroduitsprécedemmentne sontplus invariantsousl´action de
l´Hamiltonien � . Il fautenquelquesortedémontrerquel´interactionentresousespacesinduite
parle potentiel � estasymptotiquementnulle.

Dansun travail encommunavecP. Bechouche,[7] nousavonstrouv́e uneformuleportant
sur les sériesde Wigner qui décrit cetteinteraction. En particulieril apparaitexplicitementque
l´interactionestfaibleexcept́e auxpointsoù lesbandessecoupent( �`� { ~4��� �¡  { ~4� pour ¢¤£��¥ ).
Grâceà cetteformuleet auprix decomplicationstechniquesconsid́erablesnousavonspu avecP.
Bechoucheet N. Mauser, [6] traiter compl̀etementle casnon linéairedu passagedu syst̀amede
Schr̈odingerPoissonversles équationsdeVlasov Poissonsemi-classique.Le potentielextérieur
estalorsobtenuenrésolvant �§¦�¨r© � � { xU|�}����"� { }��C� � ¥ { xU|�}��(15)

où
¦ ¨

estla permitivité dumilieu.
On retrouve unedynamiqueclassiquesi on fait uneapproximationsuppĺementairedite ap-

proximationdela bandeparabolique.Elle s’obtientquandautourde
~@�/�

on a :� � { ~4��ª � � { �«���­¬® �¡¯¢±°�² ~ ² ¯ �
Cetteformuledéfinit enfait la constante¢ ° qui ala dimensiond’unemasse.¢ ° estappeĺeemasse
effective. Elle dépendfortementdu diagrammedebandeet doncdu mat́eriauconsid́eŕe. Elle est
engéńeral tràsdifférentedela massedel’ électrondansle vide. La dynamique(14) devient alors
Newtonienneavec ¢ °´³� ��� � � { xB| � � .

Il faut remarquerici quepouravoir descomposantsrapidesla masseeffective doit êtrela
pluspetitepossible.Celaexpliquel’int éretpourdesmat́eriauxcommel’arsenuiredegaliumpour
lesquelscettemasseeffective estplusfaiblequedansle plusclassiquesilicium.

La justificationmath́ematiquèa partir de l´équationdeSchr̈odingerdecesapproximations
demasseseffectivesa d´abordét́e donńeedansun cadrelinéairedansun travail encommunavec
P. Ringhoffer, [23]. Le casnonlinéairea ét́e traité parP. Bechouche,[5].

ESAIM: Proc., µT¶U·6¸º¹U¹ , »B¼B¼r» , ¹1½8¹�¾u¹H¿B»
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5 L’ équationdeBoltzmann dessemiconducteurs

Quandon consid̀are la populationtotaledesélectrons,on obtientunedescriptionstatistique(ou
cinétique)desadynamiqueenconsid́erantla fonctiondedistribution À
Á�ÂBÃ�ÄCÃ�Å4Æ qui donnele nom-
bred’électronsparunité devolumede l’espacedesphasesau tempsÂ , à la position Ä et avec le
vecteurd’onde Å . Dansuncristalparfait, cettefonctionrésoutl’equationdeVlasov (13),voir [18].
Elle vérifiedeplus Ç)ÈÉÀÊÈ�Ë . Celasignifiequ’auplusunélectronoccupel’ étatquantiqueÁ�Ä�Ã�Å4Æ .
Cetteparticularit́e estcommuneà toute les particulesélémentairesde la famille desFermions.
C’estle principed’exclusiondePauli.

Connaissantla fonctiondedistribution À , oncalculelaconcentrationÌ , le flux Í etla densit́e
d’énergie volumique Î enprenantdesmoyennesparrapportauxvecteursd’onde.On aainsi:

ÌDÁ�ÂBÃ�ÄºÆ�Ï"Ð�Ñ@À
Á�ÂUÃ�Ä�Ã�Å4ÆCÒ ÅÓ Ô�Ó ÃÍÕÁ�ÂBÃ�ÄºÆDÏ"Ð�Ñ×Ö%ØÙÁOÅ4Æ1À
Á�ÂUÃ�Ä�Ã�Å4Æ Ò ÅÓ Ô�Ó Ã(16) Î«Á�ÂUÃ�Ä�Æ�Ï"Ð ÑZÚ`Ø ÁOÅ4Æ1À
Á�ÂUÃ�Ä�Ã�Å4Æ�Ò ÅÓ Ô�Ó1Û
Cesformulessont à rapprocherde (11). Elles peuvent être justifiéesà partir de la mécanique
quantique,voir [12, 18].

En pratiquel’ équation(13) n’estpassatisfaisantepour la mod́elisationdesdispositifs.En
effet, elle ne tient pascomptedesinteractionsentreles électronset les impuret́es et entreles
électronset les vibrationsdu cristal (les phonons).Or ce sontcesinteractionsqui thermalisent
la populationd’électrons. Ainsi dansun semiconducteuren équilibre la vitessemoyennedes
électronsestnulleet la temṕeraturedesélectronsestcelleducristal.

Au niveaucinétique,cesphénom̀anessontmod́eliséspar desopérateursde collisionsqui
sontdesopérateursintégrauxenla variable Å . La fonctiondedistribution résoutalorsl’ équation
deBoltzmanndessemiconducteursqui s’écrit :ÜÜ Â À
Á�ÂBÃ�ÄCÃ�Å4Æ�ÝWÖ Ø ÁOÅ4Æ Û�ÞZß À
Á�ÂBÃ�ÄCÃ�Å4Æ�à�áâ�ãäÁ�ÂUÃ�Ä�Æ Û�Þ@å À
Á�ÂUÃ�Ä�Ã�Å4ÆDÏ"æ@ÁOÀ�ÆrÁ�ÂUÃ�Ä�Ã�Å4Æ Û(17)

Onnedétaillerapasla formedel’opérateurdecollision æ . Onnoterasimplementquela propríet́e
de thermalisationsetraduit, d’un point de vue math́ematique,par la déterminationdu noyau deæ : ç ÁuæèÆ�Ï+é'À�Ï ËË ÝiÎêÄ«ë�Árì�í�îðï�ñ ß8òOó4ô�õ î å òåUö�÷ Æ¡ø Ã(18)

où Å Ñ et ù sontla constantedeBoltzmannet la temṕerature(fixée)du dispositif. Les fonctions
du noyau sontles distributionsde Fermi Dirac. La fonction ú qui a-priori estquelconqueestle
potentielchimique.D’autrepart,unepropríet́e li éeà la conservationdu nombredeparticulesest
que: Ð�Ñäæ@ÁOÀ�Æ Ò Å@Ï�Ç�Ã pourtout À Û(19)

ESAIM: Proc., ûTüUý6þ�ÿUÿ , ������� , ÿ��8ÿ��uÿ
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Pour compĺeter l’ équation(17), il resteà déterminerle champélectrique � . Il suit les
lois habituellesdel’ électrostatique��
�������������������
�������� où le potentiel � résoutl´équationde
Poisson(15). Le dopage a ét́edéfini dansle paragraphe3 et la concentration! dépendde " par
l’intermédiairede(16).

Le syst̀amed’inconnues"#���$�%� , compośe de(17) et (15) estquadratique.Unepremìare
nonlińearit́e estdueauterme �'&(�*)+" car � dépendlinéairementde " auvu de(15), (16). L’autre
nonlinéarit́eprovenantdutermedecollision. Il estcependantpossibled’avoir unethéoried’existence
et d’unicité dessolutions,voir [21, 20]. Nousrenvoyonsà [19] pourun expośe pluscompletsur
lespropríet́esdel’ équationdeBoltzmanndessemiconducteurs.

6 Limite fluide deséquationsdeBoltzmann

Les équationscinétiquesrestentdifficiles à résoudrenumériquementcar ellesfont intervenir la
variablesuppĺementaire, . Parexemple,la simulationd’un dispositif2D dansl’espaceréeldonne
lieu à unediscŕetisationd’un domainede -/. (2D pour l’espace,3D pour les vecteursd’ondes).
C’estpourquoidansla pratiqueon cherchedàsquepossibleàutiliser desmod̀alesfluides,c’està
diredesmod̀alesqui nefont intervenir quelesvariablestempsetespace.

La validité desmod̀alesfluides reposetoujourssur une hypoth̀ased’équilibre local qui
revient à sṕecifier la dépendanceen la variable , de la fonction de distribution " . Il est alors
possibledetrouver deséquationssurlesquantit́esmacroscopiques!/�102�43 , définiesen(16).

Danscertaincasil est possiblede valider cettehypoth̀ased’équilibre local. Ainsi pour
obtenir les mod̀alesdits de dérive-diffusion, on fait un changementd’échelledansles équations
(17), (15) qui fait apparaitreun petit param̀atre 5 . Ceparam̀atreestunemesuredu libre parcours
moyen(le parcoursmoyendesélectronsentredeuxcollisions).Leséquationsdeviennent:

5
6 77 � "�8�
������9��,:�<;=51
?>2@A
B,:��&(���C"�8�
������9��,:�1;=���D�E8�
������F��&(�*)2"�8�
������9��,:���G�IH'
B"�8���
������9��,:���(20)

��JK� 8 
��������L�M $
����N�O! 8 
���������� ! 8 
������F�L� PRQ " 8 
������9��,:�1S ,T UVT &(21)

Le probl̀emeestalorsdedéterminerleslimitesde " 8 et de � 8 quand54WYX .
Formellementon obtientquela limite " de " 8 vérifie H$
B"<�4�ZX . Par conśequent" estune

fonctiondeFermiDirac (18). Le passagèa la limite dans(21) estimmédiatet l’on obtientquela
limite � de � 8 résout: ��JK�*
������F�/�M '
��F�1�O[\
�]G
������F�����(22)

la fonction [\
�]1� donnantla concentrationdela fonctiondeFermiDiracdepotentielchimique] .
Il resteà déterminerle potentielchimique ] . Avecl’ansatz " 8 �Z"$;^5�_ , enutilisant la propríet́e
(19) et la parit́e desfonctionsde Fermi Dirac, on obtienten intégrantpar rapportà , l’ équation
(20) : 77 � [`
�]G
����������1; div0a
��������G�bXc� avec 0a
��������4� P Q >2@A
B,:��_9
������9��,:� S ,#&(23)
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D’autre part si qLr désignel’opérateurs linéariśe autourde la fonction de Fermi Dirac on a en
identifiantlestermesd’ordre t :

qLr�uBvxwLy{z2|AuB}:w�~(���C�/u������9��}:w<�����D��u�������w�~(�*�2�/u������9��}:w
celapermetde calculer � et l’on trouve ��y���u��1w����:u��M�{�1w où ��u��1w estunematricedéfinie
positive. En utilisantcetteexpressiondans(23)onobtientl’ équationdedérive diffusion:�� �2� u��Gu�������w�w<� div ��u��Gu�������w�w����au��*u������Fw<�`�Gu�������w�wLy��c~(24)

Ce passagèa la limite peut être totalementjustifié, voir [16]. Un des outils essentielde la
démonstratiońetantleslemmesdecompacit́e enmoyenne,[15, 11].

Diversessimplificationde(24) permettentalorsd’obtenir l’ équationclassiquedeSchock-
ley : ��A�
� � div uB� � �K�K����� � w/y�� où lescoefficientsdedérive � etdediffusion � sontconstants.

Ceséquationssontparmi lesplusemployéesenmod́elisationnumériquedessemiconduc-
teurs. Cependantleur domainede validité restreintleur utilisation à descomposantde la taille
d’unedizainedemicromètres.Or on essaieaujourd’huid’obtenirau niveauindustrieldescom-
posantssubmicroniques.Leséquationsdedérive diffusionnepeuventalorsplusêtreemployées.
Les ingénieurset les numériciensse sont alors tourńes vers desmod̀elesplus complexes, les
mod̀eleshydrodynamiques.Ils reposentsurleséquationsd’Euleravecdestermessourcesprenant
encomptel’effet descollisionset du champélectrique.On peutlesobtenirà partir de l’ équation
deBoltzmannavecdeshypoth̀esesad-hocsurla fonctiondedistribution � .

Un autremod̀ale courramentutilisé est le mod̀ale d´énergie transport.Il peutêtreobtenu
pardesconsid́erationsthermodynamiquecommedansle travail deA.M. Anile etO. Muscatto[3]
maisaussipar uneanalyseasymptotiquede l’ équationde Boltzmannqui a ét́e faite par N. Ben
Abdallah,P. DegondetS.Gényeis,[2].

Il existeaussidesmod̀alesinterḿediairesoù l´énergieestconserv́eecommevariableindépendante
: ce sont les mod̀ales S.H.E. (pour SphericalHarmonic Expansion). On pourrase référer à
[2, 1, 26] pour unejustificationde cesmod̀ales. Le point communà cesapprochesestquelles
sont baśeessur l’hypothàseque les collisions élastiques(cellesqui conservent l´énergie) sont
prédominantes.

Une autreapprocheest de consid́erer desrégimesoù les phénom̀anesde dérives dus au
champélectriquesont du mêmeordre de grandeurque les phénom̀anescollisionnels. Ce sont
les approximationssouschampfort de l´équationde Boltzmannqui ont eu un regain d´intér̂et
récemment,[4, 9, 8, 10, 22].
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