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enoptimisation topologiquede formes

par algorithmes évolutionnair es
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Résuḿe. Lesalgorithmeśevolutionnairessontdesméthodesd’optimisationstochastiquesin-
spirées– grossìerement– del’ évolutionnaturelledespopulations.Méthodesglobalesd’ordre
zéro, leur robustesseet leur souplesseleur permettentd’attaquerla résolutionnumériquede
problèmesdifficilesà résoudreautrement.Maisc’estleurcapacit́e à travailler surdesespaces
derecherchenonstandardsqui leur offre lesperspectiveslesplusoriginales.

Dansle domainedel’optimisationtopologiquedeformes,lesrésultatsobtenusil y aquelques
anńeesmontraientla faisabilit́e de l’approcheévolutionnaire,maisétaientlimit éspar le fait
que la complexité de l’espacede recherchéetait li ée à celle du maillageutilisé lors de la
simulationnumérique.Cetarticleintroduit un ensemblederepŕesentationscompacteset non
structuŕeesdontla complexitén’estpasfixe,maisestajust́eeparl’algorithmelui-même.Les
résultatsprésent́esmontrentqueleur utilisation permetde repousserles limites de l’optimi-
sationtopologiquede formesévolutionnaire. Des résultatssur desproblèmestest simples
tententensuitedecomparerlesméritesdesdiversesapprochespropośees.

Mots clés. Optimisationtopologiquedeformes,algorithmeśevolutionnaires,repŕesentations
nonstructuŕees

Abstract. EvolutionaryAlgorithms arestochasticoptimizationmethodsbasedon a crude
mimic of naturalevolution. The robustnessand flexibility of thesezero-thorder methods
allows oneto overcomemany limits of classicaldeterministicoptimizationalgorithms.But
themostsignificantbreakthroughscanbeachievedthanksto their ability to usenonstandard
searchspaces.

This paperfocuseson TopologicalOptimumDesignproblems:earlyresultshave shown the
ability of Evolutionarymethodsto find numericalsolutionsto yet unsolved problems,but
thoseapproacheswere limited becausethe complexity of the representationwas that of a
fixed underlyingmesh. Differentnew representations,both unstructuredandcompact,are
introduced:their complexity is self-adaptive, i.e. is evolvedby thealgorithmitself. This pa-
per demonstratesthat this allows oneto pushfurther the limits of EvolutionaryTopological
OptimumDesign.Resultsonsimpletestproblemsthentry to comparethedifferentrepresen-
tationsproposedhere.

Key words. TopologicalOptimumDesign,EvolutionaryComputation,unstructuredrepre-
sentations
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1 Intr oduction

Lesalgorithmeśevolutionnaires(AE) [6] sontdesalgorithmesd’optimisationstochastiquebaśes
sur une imitation grossìere de l’ évolution Darwiniennedes populations. Pour optimiser une
fonction-objectifdonńee� (appeĺeeaussiperformanceoufitness) définiesurunespacederecherche�

, unepopulationd’individus(pointsde
�

) estsoumisèa unesuitedegéńerations(la premìere
géńerationesttiréeauhasarddans

�
). Unegéńerationcommenceparla sélectiondequelquesin-

dividusbienadapt́es(parrapportà � ) pourla reproduction.Cesindividusengendrentunedescen-
danceen utilisant desopérateursstochastiquesappeĺes croisementpour les opérateursbinaires,
et mutationspour les opérateursagissantsu un seul individu. Enfin, quelques-unsdesdescen-
dantsremplacentcertainsdesparentspour terminerle processusdegéńeration. Lesparadigmes
desélectionet deremplacement,qui repŕesententles étapesdela règleDarwiniennedela survie
du mieuxadapt́e, peuvent êtrestochastiquesou déterministes.Commedansl’ évolution naturelle,
on esp̀ere l’ émergenceprogressive d’individus de mieux en mieux adapt́es : les meilleursindi-
vidusde la populationfinale(auregardde � ) sontdesapproximationsdesolutionsdu probl̀eme
d’optimisationpośe.

Trèssouvent, l’espacede repŕesentationsur lequelon fait effectivementla recherche(sur
lequellesopérateursd’évolution opèrent),appeĺe égalementl’espacedesgénotypes, estdifférent
del’espacedanslequella performanceestcalcuĺee,appeĺe l’espacedesphénotypes. Parexemple,
enoptimisationdestructures,si onchercheuneformeoptimaledéfinieparsafrontièrerepŕesent́ee
pardesspliness’appuyantdespointsdecontr̂ole ennombrefixe, lesgénotypessontdesvecteurs
réelsdetaille (finie) donńee.Enrevanche,l’espacedesphénotypesestl’ensembledesformesdont
le comportementmécaniquesertà calculerla fonction-objectif.

Dansle contexte de l’optimisationparaḿetrique,i.e. lorsquel’espacederechercheestde
dimensionfinie, lesAE sontsimplementunetechniquedeplus, à la fois unepuissanteméthode
d’ordre 0 (seulesles valeursde la fonction-objectifsont nécessaires),et une méthodeglobale
stochastiquecapabledes’échapperdeminimalocauxpourtrouver un optimumglobal,ou même
desoptimaglobauxmultiplesdansle casde fonctionsmultimodales.Les AE ont ét́e employés
dansdenombreuxdomaines: pourdesprobl̀emesdecombinatoirediscr̀ete(depuisla TSPstan-
dard[42] ou lesprobl̀emesdecolorationdegraphes[16] jusqu’̀adesprobl̀emesréelsd’attribution
defréquences[15] oudescheduling[47]), aussibienquedesprobl̀emescontinus(depuislacélèbre
expérienced’optimisationdela formed’unetuyère[49, 56] jusqu’̀a deplusrécentesapplications
industrielles[20, 59, 46]).

Toutefois,uneparticularit́e desAE estsonaptitudeà traiterdesgénotypestrèsinhabituels
commeles espacesde graphes,de listesnonordonńees.. .La seulecontrainteestde fournir une
proćedured’initialisationetdesopérateursd’évolutionqui respectentquelquespropríet́es[58]. En
effet, plusl’espacederechercheestgrand,meilleureserontlessolutionsmaisellesserontd’autant
plusdifficiles à atteindre.Pourtant,lessucc̀esles plusspectaculairesdesAE ont ét́e obtenusen
utilisantdesrepŕesentationsnonstructuŕees,c-à-ddesrepŕesentationsnonparaḿetriques.Reprenons
l’exempledessplinesetconsid́eronsmaintenantunnombredenœudsvariable(avecdespositions
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variableségalement): celadonneunerepŕesentationnon structuŕee et il n’est pastrèsdifficile
d’imaginerdesopérateursd’évolution adapt́es permettantde faire évoluer de telles repŕesenta-
tions. Par exemple,la fameuseexpériencepionnìere de la tuyère par Rechenberg et Schwefel
utilisait unerepŕesentationdelongueurvariable[49, 56].

Mais il y auneétapesuppĺementairequi nouséloignedesrepŕesentationsdirectes: dansles
approchesappeĺeesmorphogéńetiques, au lieu de chercherunesolutiondu probl̀emede départ,
l’id éeconsistèachercherun “programme”qui, ens’exécutant,vaconstruireunesolution.La per-
formanceduprogramméetantcelledela solutionqu’il permetdeconstruire.Toutela Programma-
tion Géńetique(GeneticProgramming)[34] appartient̀a cettecat́egoriederepŕesentations,et des
résultatsimpressionnantsont ét́eobtenusenutilisantcestechniques,parexempledansle domaine
dela conceptiondecircuitsélectroniquesanalogiques[35].

Dansle cadredel’optimisationtopologiquedeformes,cepapiers’intéresseauxprobl̀emes
de repŕesentationpour les structures: la repŕesentationparaḿetriquedirectebaśeesur un mail-
lagedonńe du domainede travail et un tableaudebits, bienquetrèsemployéeet utile pourune
premìerecomparaisonavec les approchesdéterministes[32, 30, 33], montreseslimites lorsque
l’on veutaugmenterla complexité desmaillages.Nousproposonsici différentesrepŕesentations
non structuŕeesbaśeessur les diagrammesde Voronöı, qui ont unecomplexité auto-adaptative
(i.e. la complexité dessolutionsestajust́eepar l’algorithme),maisqui nécessitenttout demême
des“gènes”élémentairedéfinis par le programmeur. Enfin, nousintroduisonsla repŕesentation
IFS– uneapprochemorphoǵeńetiquebaśeesurla théoriedesfractales– qui estunetentative pour
élargir l’espacederecherchedetellesortequ’aucuna priori surla structurede“gène”élémentaire
n’est plus nécessaire.Des résultatsoriginaux utilisant la repŕesentationVoronöı confirmentla
puissancedel’approchenonstructuŕee.Descomparaisonssurle benchmarkducantilever perme-
ttentdechoisirparmilesdifférentesrepŕesentatioǹa basedediagrammesdeVoronöı etdecerner
les limites del’approchemorphoǵeńetique,aumoinspourdesprobl̀emessimplesd’optimisation
topologiquedestructures.

Cetarticleestorganiśe de la façon suivante: le contexte de l’optimisation topologiquede
structuresparAE estrappeĺe dansla section2, depuislesbasesmécaniquesjusqu’auxtechniques
de pénalisationadaptatives utiliséesà l’int érieur de la fonction objectif. La section3 introduit
trois différentesrepŕesentationsbaśeessur les diagrammesde Voronöı, tandisque la section4
montredesrésultatsnumériquesoriginaux obtenusavec une repŕesentationVoronöı simple, et
descomparaisonsentreles trois repŕesentationsde typeVoronöı. Dansla section5, on introduit
encoreunenouvelle repŕesentationbaśeesur la théoriefractaledessyst̀emesdefonctionsitéŕees
(IFS), ainsiquedesrésultatspréliminairesmontrantsespotentielsavantages.Enfin, la section6
résumel’article etdiscutedelapertinencedesdifférentesrepŕesentationnonstructuŕeescompactes
introduitesauparavant.

2 Rappels

2.1 Le problèmemécanique

Le contexte decepapierestOptimisationTopologiquedeStructures( TopologicalOptimumDe-
sign– TOD). Le probl̀emeconsistèa trouver la formeoptimaled’unestructurecontenuedansun
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domainedonńe (i.e. la répartitiondematìeredanscedomaine)detellesortequele comportement
mécaniquede cettestructuresatisfassecertainescontraintes– ici par exempleunebornesur le
le déplacementmaximalsousun chargementdonńe, maison pourraitaussiimagineruneborne
sur desfréquencespropresou unecombinaisonde critèresmettanten jeu la rigidité et le com-
portementvibratoire. Le critèreà optimiserestici le poidsde la structuremaison pourraitaussi
introduireparexempledescoûtsdefabrication.

Le mod̀elemécaniqueutilisé ici estceluidel’ élasticit́e linéariśeebidimensionnelleencon-
traintesplane(à l’exceptionde la section4.4 où les résultatssont tridimensionnels),et on ne
consid́ereraquedesmat́eriauxlinéaireset isotropes(cf. e.g.[13]). Touteslesfiguressontadimen-
sionnelles(e.g.le moduled’Youngvauttoujours1) et leseffetsdegravité sontnégligés.

Un benchmarktrès populairepour l’optimum designet celui de la plaque-console(can-
tilever) : le domainede calcul est un rectangle,la plaqueest encastŕee sur la partie verticale
gauchede la frontière(déplacementimpośe à 0) et le chargementconsistèa appliqueruneforce
ponctuelleverticaleaumilieu de la frontièreverticalededroite. La Figure1 montrele domaine
decalculpourle cantilever 13254 .
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Figure1: Le problèmede la plaque-console18294 et unerepŕesentation“bitarr ay” (tableaude
bits)d’unestructure sur unmaillage régulier(ici un maillage 4;:<2>= ). Cf. section3.

2.2 Rapide état de l’art en optimisation de formes

Lesprincipalestendancesenoptimisationdestructuressontlessuivantes.La premìereapproche
senommevariation de domaine[10] ou analysede sensibilit́e. Elle consisteen desvariations
successivesd’un domaineinitial etestbaśeesurle calculd’un gradientdela fonction-objectifpar
rapportaux variablesdéfinissantla forme. Cetteapprocheposs̀ededeuxdéfautsmajeurs: elle
nécessiteunebonneintuition dela formeinitiale et semontreinstablepourdegrandesvariations
du domaine;deplus,elle nepermetpasdemodifier la topologie dela formeinitiale (e.g. ajouter
ou supprimerdestrous). Toutefois,l’introduction récentedu gradienttopologique[18] permet
dansunecertainemesuredecontournercettedernìerelimitation, maisuniquementdansle cadre
del’ élasticit́e linéaire.

Une autreméthoded’optimisationtopologiqueest l’approcheintroduiteen 1988dans[7]

ESAIM: Proc., ?�@�A�B�C�C , D�E�E�D , C�F�G�H�C�I�J



HatemHamda,François Jouve,EvelyneLutton,MarcSchoenaueretMichèleSebag 157

etmaintenantstandardutilisantl’homogéńeisation.La formeoptimaleestrecherch́eecommeune
densit́edematìereenchaquepoint (compriseentre0 et1) etunemicrostructurelocaledécrivantla
formedumélangematìere/vide.L’introductiondetellesmicrostructuredansl’espacederecherche
revient à relaxer le probl̀emeinitial (ausensmath́ematiquedu terme)pour obtenirun probl̀eme
bienpośe [2]. Lesalgorithmesnumériquesissusdetellesformulationsconvergentversdessolu-
tionsgéńeraliśees(nonphysiques)faitesdemat́eriauxcomposites.Ellespeuventêtrepost-trait́ees
pourobtenirunesolutionadmissibleavecunedensit́ebooĺeenne[1]. Cesméthodessontégalement
jusqu’̀a présentlimit éesà l’ élasticit́e linéaire. Les résultatsthéoriquessur lesmicrostructureop-
timalesne concernentquele casmono-chargement,bien quedesrésultatsnumériquesaientét́e
obtenuspourle casmulti-chargement[3]. Deplus,cetteméthodenepeutpas– encore– traiterle
casoù lesforcess’appliquentsurla frontièredela structure(qui estinconnue)commeparexemple
le casdela pressionhydrostatique.

Unealternativepossiblèacesdifférentestechniquesconsistèautiliserdesméthodesd’opti-
misationstochastiques.

Lesméthodesd’optimisationstochastiquesontét́eappliqúeesavecsucc̀esàd’autresprobl̀emes
d’optimisationdestructures.Parexempleaucasdestreillis pourle dimensionnementdessections
desbarres[40, 55] ou bienpour l’optimisationde la topologiedu treillis [22, 9]. L’optimisation
demat́eriauxcompositesaaussíet́e abord́eeparcebiais[36].

Desprobl̀emesd’optimisationtopologiquedestructuresmassivesont également́et́e traités
par desméthodesstochastiques: le recuit simuĺe a ét́e utilisé pour optimiser la sectiond’une
poutre[4] etdesAE onpermisderésoudredesprobl̀emesdecantileversemblables̀aceuxprésent́es
dansla section2.1(cf. [26, 12, 32]).

Quelqueslimitations desméthodesdéterministesont ét́e levéesdanscestravaux. Par ex-
empledans[32, 30, 33] desrésultatsenélasticit́e nonlinéaireainsiquel’optimisationd’un dôme
sous-marin(pourlequelle chargements’appliquesurunefrontièreinconnue)sontprésent́es.Ces
deuxcasnepeuventpourle momentpassetraiterparlesméthodesutilisantl’homogéńeisation.

2.3 Calcul de la performance

Le probl̀eme traité danscet article consisteà trouver une structurede poids minimal tel que
sondéplacementmaximal– lorsqu’elleestsoumiseau chargementdonńe (cf. Figure1) – reste
inférieur à unevaleur limite donńee K<LNMPO . Le calcul du déplacementmaximalest effectúe en
utilisantunprogrammeclassiqued’élémentsfinis [28].

D’un point devuemécanique,lesstructuresqui ne relientpasle point d’applicationde la
force et la frontièreencastŕeene sontpasadmissibleset on leur attribue uneperformancearbi-
trairementgrande.De plus, touteslespartiesde la structurequi nesontpasconnect́eesaupoint
d’applicationdela force– et ainsin’affectentpasle comportementmécaniquedela pièce– sont
éliminéesavantl’analyseparélémentsfinismaispénalisentlaperformancedufait deleurpoidsad-
ditionnelinutile (cf. [32, 30] pourunediscussiondétailléedecessujets).Enrésuḿe,pourlesstruc-
turesconnexes,le probl̀emeestdeminimiserle poidsavecunecontraintedu type K MQ3R�SUT K MLVMWO
pour chaquechargement,où K MQ3R�S est le déplacementmaximalcalcuĺe par élémentsfinis pour
le chargement X , et K MLNMPO sa limite suṕerieureimpośee. Pour tenir comptedescontraintes,on
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utiliseuneméthodedepénalisationadaptative,quenousdécrironssuccinctementdansle cadrede
l’optimisationtopologique(cf. [8] pourunedescriptiondétailléedansun cadreplusgéńeral).

2.3.1 Méthodesde pénalisation

Soit e unparamètre depénalisationpositif (dansle casd’uneseulecontrainte),la fonction-côut à
minimiserest fhgjilknmporq etsvu3wtx�y{z|u<}V~ w����(1)

Toutefois,l’ajustementde e (qui peutêtrevu commeun multiplicateurdeLagrangepour
la contrainteassocíee)n’est pasfacile [43]. Une méthodede pénalisationstatique,avec e con-
stant,peut donnerde très bonsrésultatsmais nécessiteun ajustementtrès fin de la valeur dee . La pénalisationdynamique,danslaquelle e est modifié suivant une strat́egie sṕecifiée par
l’utilisateur, commeil estpropośe dans[27] ou bien, pour l’optimisation de formesdans[32],
requìere unebonneintuition initiale pour déterminerunestrat́egie efficace. L’utilisation d’une
techniqueadaptative s’imposeici.

La plupartdesalgorithmeśevolutionnairesutilisentdenombreuxparam̀etresquel’utilisateur
doit ajusterpour chaqueprobl̀emeparticulier, et la techniquesyst́ematiquepar essai-erreurest
évidemmenttrès coûteuse. Différentesméthodes,regrouṕeessousla terminologiegéńeralede
techniquesadaptativesont ét́epropośeespourremédieràceprobl̀eme: lesvaleursdesparam̀etres
peuventêtredéduitsdestatistiquessurlesitérationspréćedentes– commedansla règledu1/5ème
pour la taille du pasde mutation propośee par [49] – ou bien évoluer suivant les opérateurs
d’évolution [56]. Un petit nombrede param̀etresdoivent encoreêtre ajust́es par l’utilisateur
(e.g. les valeursinitiales et les sch́emasde mise à jour), mais on peut les consid́erer comme
desparam̀etresdu secondordre: dansunelarge plagede valeurs,l’algorithme resterarobuste.
Pourunerevuedestechniquesadaptativesdanslesalgorithmeśevolutionnaires,cf. [25].

Desparam̀etresde pénalisationadaptatifsont ét́e utilisésavec succ̀espour desprobl̀emes
desatisfactiondecontraintesdiscr̀etes(ConstraintSatisfactionProblems)[17], où l’objectif estde
trouver au moinsun individu admissible.Dansle contexte de l’optimisation de param̀etres,des
sch́emasadaptatifsont ét́e propośesdans[23] et [57] : le param̀etredepénalisationestmis à jour
enfonctiondela faisabilit́e dumeilleurindividu dansla populationdesgéńerationspréćedentes.

La méthodede pénalisationadaptative quenousavonsutiliséeeffectuela miseà jour du
param̀etredepénalisationenutilisantlesstatistiquesglobalesdefaisabilit́e dansla population.Le
but decettedémarcheestd’explorerlesenvironsdela frontièredela régionadmissibleenessayant
deconserver dansla populationles individusqui sesituent“de partet d’autre” decettefrontière
(cettemêmeidéemèneauxalgorithmesgéńetiquességŕegúes– SegregatedGA – [37] qui utilisent
deuxdifférentsparam̀etresdepénalisationpouratteindrecebut).

En effet, dansdenombreuxprobl̀emesd’optimisation,onsaitquela solutionsesituesurla
frontièredela régionadmissible.Destechniquessṕecifiquesdetraitementdescontraintesont ét́e
propośeespourexploreruniquementcettefrontière[53, 54].
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Toutefois,pour l’optimisation topologiquede formes, avec la rigidité commefonction-
objectif,la solutionn’estpasa priori surla frontièrepourle probl̀emecontinu.Unefois discŕetiśe,
pourunetaille demaillagefixe, cen’estplusvrai et on peutdire quela solutionest“proche” de
la frontière,enun sensquenousnepréciseronspasici. De plus,cettefrontièreestdifficilement
caract́erisablepourceprobl̀eme,maison peutexplorer la zoneadmissiblevoisinedela frontière
grâceà la méthodedepénalisationadaptative.

2.3.2 Pénalisationadaptative baśeesur la population

Le but est de garderdansla populationune proportion minimale d’individus satisfaisant les
contraintesainsi qu’une proportion minimale qui les violent. Notons ����j���������l��� la proportion
d’individusqui satisfontlescontraintes̀a la géńeration � , et � �P��� et � ����� deuxparam̀etresdonńes
par l’utilisateur. Les faiblesvaleursdesparam̀etresde pénalisationfavorisentles individus qui
violent lescontraintes(et inversement).Pourmaintenir � � �j� ���¡�W�l���£¢9¤V� �W�¥�n¦ � �����¨§ , nousproposons
la règledemiseà jour suivante:

© �jª¬«®­
¯°²±´³>µ © � si ����j���������l���·¶¸� �W���¹�º¼» ³¾½¿µ © � si ����j���������l���·À¸� �¡���© � sinon

(2)

avec ³ À º
. Les param̀etreschoisispar l’utilisateur danscetteméthodesont � �P��� , � �¡��� , ³ et

la valeurinitiale ©¾Á . Aprèsquelquestestsderobustesse,lesvaleurssuivantesont ét́e choisieset
serontutiliséesdanstouteslessimulationsprésent́eesdanscet article : ³ ­ º¥ÂÃº ¦ � �W��� ­ÅÄ Â²Æ ¦ et� ����� ­ÇÄ ÂNÈ .

Notonsqueles variationsde © ne sontpasmonotones,et il n’y a doncpasde garantiea
priori quele meilleur individu de la populationsatisfasseles contraintes.Il peutmêmearriver
quela populationnecontienneaucunindividu admissible– mêmesi danscecas,l’augmentation
régulìeredela valeurde © doive favoriserlesindividusviolant le moinslescontraintes,menant̀a
l’ émergencerapided’individusadmissibles.

Des résultatscomparatifsmontrantla validité de cetteapprocheadaptative baśee sur la
populationse trouvent dans[8] pour desprobl̀emesmod̀eles,et dans[24] pour desprobl̀emes
d’optimisationtopologique.

2.4 Représentationsdesstructurespour l’optimisation topologiquede formes

Le point le plus crucial dansla constructiond’un algorithmeévolutionnaireest les choix de la
repŕesentation.Tous les travaux cités à la section2.2 montrantdesapplicationsdesAE à des
probl̀emesd’optimisationtopologiquede formesutilisent la mêmerepŕesentationbinaire “na-
turelle”, appeĺee bitarray dans[32] : elle est assocíee à un maillageparticulier du domaine–
celui qui est utilisé pour calculer le comportementmécaniquede la structureet déterminerla
performance(cf. la section2.3). A chaqueélémentdu maillageon attribue unevaleur 1 si il
contientde la matìere,et 0 sinon(cf. Figure1). Notonsquecetterepŕesentationbinairen’est
paséquivalenteà la repŕesentation“bitstring” habituelle: un opérateurdecroisementsṕecifique,

ESAIM: Proc., É�Ê�Ë�Ì)Í�Í , Î�Ï�Ï�Î , Í�Ð�Ñ�Ò�Í�Ó�Ô
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utilisant la géoḿetrie du probl̀eme,a ét́e dévelopṕe [31] qui estsimilaire à celui décrit plus bas
pourlesrepŕesentations̀abasesdecellulesdeVoronöı.

Malgrésonsucc̀esdansla résolutiondeprobl̀emesd’optimisationtopologiquedeformes[32,
30, 33], la repŕesentation“bitarray” souffre d’un profondelimitation li ée à la dépendancede la
complexitédel’algorithmeaveccelledumaillageassocíe. Eneffet, la taille d’un individu (le nom-
bresdebits nécessairespourdécrireun individu) estégaleà la taille du maillage. Malheureuse-
ment,lesrésultatsthéoriques[11] commelesconstatationsempiriques[21] indiquentquela taille
critiquedepopulationnécessairepouratteindrela convergenceaugmenteaumoinslinéairement
avecla taille dechaqueindividu. Deplus,lespopulationsplusnombreusesnécessitentsouventun
plusgrandnombredegéńerationspourconverger. Il estdoncclair quecetteapprochedoit restrein-
dresondomained’applicationà degrossiersmaillagesbidimensionnels,alorsqueles ingénieurs
ontbesoindefinsmaillagestridimensionnels!

Cesconsid́erationsconduisent̀a la recherchede repŕesentationsplus compactes,dont la
complexiténedépendpasdecelledeladiscŕetisation.Pourobtenirunerepŕesentationindépendante
dela complexité uneultime étapeconsistèa la faireévoluerelle-m̂emeenl’ajustantparAE.

3 Représentationsbaśeessur lesdiagrammesde Voronöı

La repŕesentationVoronöı estun premierpasverslesrepŕesentationsnonstructuŕeespour l’opti-
misationtopologiquedeformes.Elleaét́epropośeepourlapremìerefoisdans[50], etaét́eutilisée
essentiellementpourdesprobl̀emesd’identification[52, 51]. Nousrappelonsdanscettesectionla
définitiondela repŕesentationdeVoronöı etnousproposonsdeuxnouvellesrepŕesentationqui ont
despropríet́esanalogues.

3.1 ReprésentationdeVoronöı

DiagrammesdeVoronöı : Consid́eronsunnombrefini depoints ÕpÖ¥×jØjØjØ;×�ÕÚÙ (lessitesdeVoronöı
) dansun domaineborńe donńe de Û ÜÞÝ (le domainede travail). A chaquesite Õpß on associe
l’ensembledetouslespointsdudomainedetravail pourlesquelsle sitedeVoronöı le plusproche
est Õàß . On nommecet ensemblecellule de Voronöı. Le diagrammede Voronöı est la partition
du domainedéfinie par les cellulesde Voronöı. Chaquecellule estun sous-ensemblepolyédral
du domainede travail ; réciproquement,toutepartitiond’un domainede Û ÜÞÝ en sous-ensembles
polyédrauxest le diagrammede Voronöı d’au moinsun ensemblede sitesde Voronöı (cf. [48]
pouruneintroductiondétailléeauxdiagrammesdeVoronöı etuneprésentationgéńeraledesalgo-
rithmesgéoḿetriques).

Le génotype : Consid́eronsmaintenantune liste – de longueurvariable– de sitesde Voronöı,
chaquesite étantétiquet́e á ou â , ainsiquechaquecellulequi lui estassocíee. Le diagrammede
Voronöı correspondantrepŕesenteunepartition du domainede travail en deuxsous-ensembles.
DesexemplesderepŕesentationsdeVoronöı sontpropośesFigure2.

Décodage: D’un point de vue pratique,la performancede toutesles structuresest évaluée en

ESAIM: Proc., ã�ä�å�æ�ç�ç , è�é�é�è , ç�ê�ë�ì�ç�í�î
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Figure2: La repŕesentationdeVoronöı et sesopérateurs decroisement: unedroite aléatoire est
tracéedanschaquediagrammeet lessitessontéchanǵesd’un côté decettedroite

utilisantunmaillagedetaille fixe. UnepartitiondécriteparundiagrammedeVoronöı peutfacile-
mentseprojetersur un maillagedonńe : un élémentappartient̀a l’une ou l’autre descat́egories
(mat́eriauouvide)enfonctiondu labeldela celluledeVoronöı danslaquellesetrouve soncentre
degravité.

Initialisation : La proćedured’initialisation consisteenun tiragealéatoireuniformedu nombre
desitesdeVoronöı (comprisentre1 et un nombremaximumdonńe parl’utilisateur),dessitesde
Voronöı dansla structure,et du labelbooĺeenvide/mat́eriau.

Opérateursd’ évolution : Lesopérateursd’évolutionpourla repŕesentationdeVoronöı dépendent
du probl̀eme:

ï L’opérateurde croisementéchangeles sitesde Voronöı sur unebasegéoḿetrique. De ce
point de vue, il est similaire à l’opérateurde croisementsṕecifiquedécrit dans[31]. La
Figure2 estun exempled’applicationdecetopérateur.

ï L’opérateurde mutation estchoisi grâceà unesélectionpar tiragede roulette,avec des
poidsdéfinisparl’utilisateur, parmilesopérateurssuivants:

– la mutationdedéplacementeffectueunemutationGaussiennesurlescoordonńeesdes
sites.Commedanslesstrat́egiesd’évolution [56], la mutationadaptative estutilisée:
unedéviationstandardestassocíeeàchaquecoordonńeedechaquesitedeVoronöı, et
elle subitunemutationlog-normaleavantd’êtreutiliséepour la mutationGaussienne
descoordonńeescorrespondantes.

– la mutationde label changealéatoirementl’attribut booĺeend’un site.

– lesmutationsajouteet supprimesontdesopérateurssṕecifiquesdelongueurvariable
qui respectivementajoutentou supprimentaléatoirementun sitedansla liste.

Uneanalysepar élémentsfinis estnécessairepourcalculerla performance.Le remaillage
étantunesourced’erreurnumériquesuppĺementairedont l’ampleur peutdépasserla différence
réellede comportementmécaniqueentredeuxstructuresrelativementsimilaires,il estimpératif

ESAIM: Proc., ð�ñ�ò�ó)ô�ô , õ�ö�ö�õ , ô�÷�ø�ù�ô�ú�û
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θ
(x,y)

Figure3: La repŕesentationpar dipôles.Un seuldipôle (a) et le diagrammedeVoronöı construit
à l’aide detrois dipôles(b) : descoinsindésirablesapparaissentauxcroisementsdesmédianes.

d’utiliser le mêmemaillagepourtousles individusd’unemêmegéńeration.Néanmoins,la com-
plexité desindividus – c-à-d le nombredesitesdeVoronöı dansleur repŕesentation– esttotale-
mentindépendantedu choix decemaillage.Elle évolueensuivant lesprincipesDarwiniensqui
régissentle processusd’évolution.

3.2 La représentationpar dipôles

Contr ôle de la fr ontière : Un point importantenoptimisationtopologiqueestle fin ajustement
desfrontièresde la solution. Une forme optimalene peut être atteinteen un tempsde calcul
raisonnablequesi l’algorithme estcapablede contr̂oler préciśementles frontièresdesindividus
d’unepopulation.Malheureusement,la repŕesentationVoronöı nepermetqu’un contr̂ole indirect
dela frontièred’un individu. De plus,parsastructuremême,cetterepŕesentationrenddifficile la
modificationd’uneportiondela frontièresanstoucherauxportionsadjacentes.La repŕesentation
pardipôlesestunetentative pourpaliercettedifficulté.

Dipôles: Un dipôle estun ensemblededeuxsitesdeVoronöı, l’un étiquet́e ü et l’autre ý , situés
aumêmepoint du domainedecalcul,avecunemédianeassocíeereṕeŕeeparsonangledirecteur.
Un dipôle estdoncdéfini en2 dimensionsd’espacepar trois variablesréelles: sescoordonńeesþ ÿ ����� et l’angle � desamédianeavecl’axe

ÿ
. La Figure3-aestun exemplededipôle.

Le génotype: Un individu dansla repŕesentationdipolaireestuneliste – de longueurvariable
– de dipôles. Commedansla repŕesentationVoronöı, le diagrammede Voronöı correspondant
donneunepartitiondudomainedetravail endeuxsous-ensembles.

Décodage: Commedansla repŕesentationVoronöı, la performancedesindividusestévaluéesur
un maillagefixe,et la projectionsurcemaillages’effectuecommedansla section3.1.

Toutefois,commeon peutle voir sur la Figure3-b, le décodagededeuxdipôlesadjacents
montrequela structurequi enrésulteposs̀ededeuxsortesdefrontières: la médianedesdipôles,
qui peutêtrecontr̂oléeparl’algorithme;et la médianeentredeuxdipôles,dontle contr̂oleestaussi
difficile quedansla repŕesentationVoronöı. Il peutmêmearriver qu’interviennentdessituations
compliqúees,commecelledela Figure3-b,où le contr̂ole estencoreplusdélicat.

ESAIM: Proc., �	��
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Opérateursd’ évolution : Ils sontdérivésdeceuxdela repŕesentationdeVoronöı : la proćedure
d’initialisationchoisitunnombrededipôlesetinitialiseleurscoordonńeesetanglesuniformément
dansle domainede travail ��� � ��!#"%$ . L’opérateurde croisement́echangeles dipôlesexactement
commeles sitesdansle casde la repŕesentationde Voronöı (cf. Figure2). Les opérateursde
mutationsontégalementsimilairesavec unepossibilit́e suppĺementairede mutationGaussienne
surl’angled’un dipôle.

3.3 La représentationpar barres

Structur es en treillis : Pour les probl̀emesde cantilever, en 2d, il est connuque les formes
optimalesont unestructureen treillis [44]. L’obtentionde tellesstructurespar desdiagrammes
deVoronöı oudesdipôlesrequìerel’ émergencedesous-ensemblesdesitesoudedipôlescoupĺes.
L’ évolution versdessituationsdecetypepeutdemanderdetrèsnombreusesgéńerations.L’idée
de la repŕesentationparbarresdeVoronöı estd’aider à l’apparitiondestructuresdece genreen
introduisantdesformesélémentairesqui sontdéjà desbarres.

Les barresde Voronöı : UnebarredeVoronöı estdéfinieparquatrevariablesréelles: sescoor-
donńees &(')��*�+ , l’angle , dela barreavecl’axe ' etsalargeur. La Figure3.3-amontreunexemple
d’unebarredeVoronöı.

Le génotype : Un individu dansla repŕesentationpar barresde Voronöı est une liste de taille
variablede barres. Quandtoutesles barressontsimplementvuescommedessitesde Voronöı,
le diagrammecorrespondantdonneunepartition du domaineen polygonesconvexes. Chaque
polygoneestalorssépaŕe en deuxsous-domaines: la partiecentrale– définie par l’angle et la
largeur– contientdela matìere,et soncompĺementairecontientdu vide (cf. Figure3.3). Lorsque
la largeurestassezgrande,la totalité de la cellule estrempliede matìere, tandisqu’unevaleur
nulle dela largeurdonneunecellulevide.

Décodage: Commepour la repŕesentationVoronöı, la performancedesindividus est évaluée
apr̀esprojectionsur un maillagefixe telle qu’elle estdécritedansla section3.1 : un élémentdu
maillageestconsid́eŕe commeplein dematìeresi et seulementsi soncentredegravité estdansla
partiepleined’unebarredeVoronöı.

Commeon peut le voir sur la Figure3.3-b, le décodagede barresde Voronöı adjacentes
permetle contr̂ole directdepresquetoutela frontièrede la structure,̀a l’exceptiondesquelques
portionslimit éesà la jonctiondedeuxbarres.

Opérateurs d’ évolution : Ils sontde nouveaudérivésde ceuxde la repŕesentationde Voronöı
: la proćedured’initialisation choisit un nombredebarreset initialise leurscoordonńees,angles
et largeur uniformément. L’opérateurde croisement́echangeles barresexactementcommeles
sitesdansle casde la repŕesentationdeVoronöı (cf. Figure2). Lesopérateursdemutationsont
égalementsimilairesavecdespossibilit́essuppĺementairesdemutationGaussiennesur l’angle et

ESAIM: Proc., -	.�/
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(x,y)

θ
l

Figure4: La repŕesentationpar barresdeVoronöı. Uneseulebarre (a) et la structuregéńeréepar
deuxbarres(b): le trait plus épaisestla frontière entre lesdeuxcellulesdeVoronöı. Elle nefait
partiedela structure qu’à la jonctionentre lesdeuxbarres.

la largeurdela barre.

4 Résultatsnumériquesaveclesreprésentations̀abasedediagrammes
de Voronöı

Nousprésentonsici quelquesrésultatsobtenusavec lesrepŕesentations̀a basedediagrammesde
Voronöı propośeesplushaut.La plupartutilisentla repŕesentationsdeVoronöı décritedansla sec-
tion 3.1carc’est la premìererepŕesentationnonstructuŕeeà avoir ét́e appliqúeeà desprobl̀emes
d’optimisationtopologique.Destestsavec différentsmaillagesont ét́e pratiqúes pour s’assurer
que la repŕesentationnon structuŕee joue bien le rôle qu’on attendd’elle dansla dépendance
de l’algorithme par rapportà la complexité de la discŕetisation. Desrésultatsnouveauxsur un
cantilever “allongé” ( :<;>=?: ) est quelquescantilevers tridimensionnelsmontrentque de telles
repŕesentationscompactespeuventpermettredefranchiruneétapedansla résolutiondeprobl̀emes
d’optimisationtopologiqueparalgorithmeśevolutionnaires.Enfin, desrésultatscomparatifssur
le benchmarkdu cantilever justifientl’introductiondesautresrepŕesentationdetypeVoronöı.

4.1 Paramètresnumériquespour lesalgorithmes évolutionnair es

Saufindicationcontraire,lesexpériencesnumériquesprésent́eesdanslasuiteutilisentlesparam̀etres
suivants: évolution standardde type AlgorithmeGéńetique(sélectionlinéairebaśeesur le rang
et remplacementde touslesparentspar leur descendance)avecdespopulationde80 individus ;
auplus40 sitesdeVoronöı (ou dipôlesou barres)parindividu ; tauxdecroisementde0.6et taux
de mutationde 0.3 par individu ; les poidsrelatif de chaquetype de mutationsontde 0.5 pour
la mutationde déplacement,les autrestypesde mutationssepartageanten partségalesles 0.5
restants; le nombremaximumde géńerationestde 2000et le critèred’arrêt de l’algorithmeest
de300itérationssuccessivessansaméliorationdu meilleurindividu ; touslesgraphiquessontles
résultatsde21calculsindépendantsaveclesmêmesparam̀etres; lestempsCPUsontdonńespour
desprocesseursPentiumIII à 300MHzsousLinux. Parexemple,le coût d’unegéńerationpourle
cantilever :@=BA ou AC=D: discŕetiśe avec200élémentsfinis estde2s.

ESAIM: Proc., E	F�G
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4.2 Dépendancepar rapport au maillage

Pourvérifier l’indépendancedesrésultatdela repŕesentationVoronöı parrapportà la complexité
du maillage,nousavonstest́e différentesdiscŕetisationsrégulìerespour le cantilever QSRUT , avec
lesmêmeparam̀etresmécaniqueset d’évolution.

Nousavonsregard́elesvariationsdunombred’évaluationsdelaperformanceafindedéterminer
si lesraffinementsdemaillagesmodifiaientla vitessedeconvergence,c-à-d le nombredecalculs
parélémentsfinis nécessairespouratteindreunesolutiondonńee(bienentendule tempsdecalcul
de chaqueévaluationde la performanceaugmenteavec la finessede la discŕetisationsansqu’il
soit possibledel’ éviter).

La Figure5 montrel’ évolution de la performancedu meilleur individu (moyenńeesur 21
calculsindépendants)pourdesmaillagesT<VWRXQ#V , Q#VYR[Z\V et Z\VWR^]#V et deuxvaleursdifférentes
dela contraintesur le déplacementmaximum( _C`badcfegT<V et _C`badcfehQ#V ), le nombred’individus
par géńerationrestantconstant(80). Bien que la Figure5-a montrecommeon l’attendaitune
parfaite indépendancede la vitessede convergencepar rapportà la discŕetisation,la Figure5-
b semblecontredirecettehypoth̀ese. Toutefois,un examenplus attentif permetd’avancerune
explication : la meilleuresolutionobtenuepour le maillage T<VBRiQ#V (poids=0.44,déplacement
maximal=0.997),unefois projet́eesurle maillageplusfin Q#VjR�Z\V donneunpoidsde0.43125etun
déplacementmaximalde11.265! Ainsi, la grossìeret́edumaillageestresponsabledesdifférences
entrelescourbes– et commela différencerelative estplusimportantepourlesstructureslég̀eres,
cela explique en grandepartie le secondgraphique. Notonsenfin que, mêmesur la Figure 5-
b, le comportementgéńeral de l’AE est identiquepour les 3 maillages,à la différenceprès de
la différenceentreles solutionsfinales. De plus, le nombrede sitesde Voronöı pour décrire la
meilleuresolutionsurlestrois maillagesestapproximativementle même.
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(a) _C`badckekQ#V (b) _C`lamckehT<V
Figure 5: Poids de la meilleure structure au cours de l’ évolution (moyennesur 21 calculs
indépendants)pour trois finessesdemaillagesdifférentesducantilever TnRBQ .
4.3 Le cantilever oqp[rso
Le probl̀emedu cantilever T<VtRUT (discŕetiśe parun maillagerégulierde T<VqVtRuT<V éléments)est
délicatà traiteravecunerepŕesentationdetypebitarrayàcaused’unedifficultésuppĺementairepar
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perf = 0.479   nb_sites = 105 

Figure6: Structure optimalesur le maillage �<�q�B���<� pour le cantilever �<�^��� . �C�b�d������� ,
nombre de sitesde Voronöı = 105. (repŕesent́es par despointsen grisé sur la figure), poids=
0.479,tempsCPU= 14s/ǵeńeration.

rapportaucaspréćedent: la plupartdesstructuresgéńeŕeesaléatoirementaucoursdu processus
d’initialisation ne connectentpasle point d’applicationde la force avec la frontière encastŕee.
Uneproćedured’initialisationparticulìereestutilisée,danslaquellele poidsmoyendesstructures
aléatoirespeutêtrecontr̂olé (cf. [29] pour les détails). De plus, le nombremaximalde sitespar
individusa ét́eaugment́e à120et lesmeilleursrésultatssontobtenuspourdespopulationsde120
individus.La Figure6 montreundesrésultatslesplussignificatifspourunecontrainte�C�b�d�s����� .

4.4 Un problèmetridimensionnel

Nous présentonsdanscettesectionles premiers(à notre connaissance)résultats3d en optimi-
sationtopologiquede formesparalgorithmeśevolutionnaires.Ils ont ét́e obtenusen utilisant la
repŕesentationparcellulesdeVoronöı.

Le domainedetravail estunparalĺelépip̀ederectangleet le probl̀emeprésenteunesymétrie
permettantdenediscŕetiserquela moitié dudomaineparunmaillageà �����[�n�X�<� éléments.Le
planen �>��� (aufond sur la Figure7) estencastŕe, et uneforceverticale(// � ) estappliqúeeau
milieu dela faceoppośee.

Pourceprobl̀emepluscomplexe quelescaspréćedents,quelquesparam̀etresdoivent être
modifiés: la taille dela populationestde120individuset le nombremaximumdesitedeVoronöı
parindividu vaut120.

La Figure7 montrequel’algorithme a ét́e capablede trouver quelquessolutionsaccepta-
bles.. . enquelquesjoursdecalcul(lesanalysesparélémentsfinis deprobl̀emes3dsontbeaucoup
pluscoûteusesquepour lescas2d à nombredemailleségal).De plus,elle démontrela capacit́e
connuedesAE detrouver dessolutionsquasi-optimalesmultiplespourun mêmeprobl̀eme,cer-
tainesétantassezoriginalesparrapportà celleobtenueparla méthodeparhomoǵeńeisation[1].

4.5 Résultatscomparatifspour lesreprésentations̀abasedediagrammesdeVoronöı

Nousprésentonsdanscettesectionles résultatsobtenusavec les trois repŕesentationsnonstruc-
turéesdécritesplushautsurdesbenchmarksclassiques: nousavonsconsid́eŕe descantileversde
dimensions���^� et �W�>� avecdeslimites respectivessurle déplacementmaximalde �#� et �q�#� .
Lesparam̀etresnumériquessontceuxindiqúesdansla section4.1.

LesFigures8, 9 et10 montrentlesmeilleuresstructuresobtenuesaveclestrois repŕesenta-
tion (Voronöı, dipôlesetbarres)et lesFigures11 et12montrentdesstatistiquessurles21calculs

ESAIM: Proc., �	���
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(a) : poids=0.15178,103sites (b) : poids=0.166,109sites

Figure7: Deuxrésultatspourlecantilever tridimensionnelsurunmaillage ¤�¥§¦©¨%¦ª¤<« surla moitié
dudomaine, avecla mêmecontraintesurle déplacementmaximal.TempsCPU= 6mn/ǵeńeration.

� 

� 

(a) : poids=0.215,35sites (b) : poids=0.35,32sites

Figure8: Lesdeuxmeilleurs individuspour la repŕesentationdeVoronöı.

indépendantspourlesdeuxcas-test.

La premìere conclusionde cesexpériencesnumériquesest que les trois repŕesentations
permettenttoutesde trouver dessolutionsaussibonnessur les 21 calculs. Toutefois,pour ces
deuxcas-test,la meilleurerepŕesentationestsanscontestela repŕesentationparbarresdeVoronöı
: avecelle, presquetouteslessolutionsparmi les21 calculsindépendantssontidentiques̀a celle
de la Figure10, tandisquede nombreusessolutionsobtenuespar la repŕesentationpar dipôles
sontplus mauvaises,et encoreplus avec la repŕesentationVoronöı. Cestendancessontvisibles
surlescomparaisonsdesFigures11 et 12. Notonsquelesdeuxautresrepŕesentationspermettent
parfoisde trouver dessolutionscomparables̀a cellesobtenuesavec les barresde Voronöı, mais
cettedernìeres’avèrebeaucoupplusrobuste.

Un autrecritèreestla complexité dessolutions.Les solutionsattenduespour cescas-test
sonttrèssimplesetla repŕesentationdevrait reflétercettesimplicité. Surcepointaussi,la repŕesen-

ESAIM: Proc., ¬	­�®
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� 

� 

(a) : poids=0.215,15 dipôles (b) : poids=0.325,36 dipôles

Figure9: Lesdeuxmeilleurs individuspour la repŕesentationpar dipôles.

� 

� 

(a) : poids=0.2,4 barres (b) : poids=0.33,20barres

Figure10: Lesdeuxmeilleurs individuspour la repŕesentationpar barresdeVoronöı.
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Figure11: RepŕesentationsdeVoronöı sur le cantilever ÄnÅBÆ pour ÇCÈbÉdÊsËkÆ#Ì .
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Figure12: RepŕesentationsdeVoronöı sur le cantilever ÆCÅ>Ä pour ÇCÈbÉdÊkËkÆqÆ#Ì .

tationparbarresdeVoronöı trouve desrepŕesentationstrèscompactescompaŕeesauxautres.Un
descalculsamêmeobtenula structureparfaiteforméededeuxbarresenV pourle cantilever Ä�ÅÍÆ .

Il sembledoncquela complexité suppĺementaireintroduitedansles “gènes”élémentaires
dela repŕesentationparbarresdeVoronöı soit efficace,aumoinssurcesdeuxbenchmarks.

5 Représentationsà basede syst̀emesde fonctionsit érées(IFS)

Lesrepŕesentations̀abasedediagrammesdeVoronöı sontdestechniquesutiliséespourdécoupler
l’encodagedesstructureset la discŕetisationqui sertau calculde la performance.Toutefois,les
blocsélémentairesservantà construirela structuredoiventêtredéfinisparle programmeur, etdes
choix inad́equatspeuventbiaiserla recherchedansunemauvaisedirection.

La repŕesentationsuivante,à basede fractales,estunetentative pour aller plus loin dans

ESAIM: Proc., Î	Ï�Ð
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la direction morphoǵeńetique : aucunehypoth̀esen’est faite sur ce que doit être la forme des
blocsélémentaires,maisl’espacederecherchepourle génotypeestsuppośe assezrichepourque
n’importequeltypedestructurepuisseapparâıtre.

Un IFS estun ensemblede transformationscontractantes(cf. sectionsuivantepour une
définition détaillée). Le principal intér̂et d’un tel objet math́ematiqueestqu’il définit de façon
uniqueun ensembleparticulier, appeĺe son“attracteur”(qui estconstruitsimplementgrâceà un
algorithmeitératif). Les attracteursd’IFS furent utilisés à l’origine pour définir desensembles
fractals(tapisde Sierpinski,fougèrede Barnsley, etc.). Mais la principalepropríet́e desIFS est
leur capacit́e à décrire desformescomplexes avec un petit nombrede param̀etres. Elle est à
l’origine du succ̀esdela théoriedesIFSdansle domainedela compressiondu signal,maisellea
denombreusesautresapplicationsenanalysed’imageou designal,enparticulierentantqu’outil
derepŕesentationtrèssouple(cf. parexemple[39]).

5.1 Un peude théorie desIFS

Un IFS Ú�ÛÝÜßÞáàßâ(ãáäæåçäqèêé�ëíìíìíë îÍï estun ensemblede ð fonctionsdéfiniessurun espacemétrique
complet âñÞáà�òóå . Soit ô l’opérateurdeHutchinsondéfini surl’espacedessous-ensemblesde Þ :

õCö ÷ ÞªàXôøâ ö åùÛ úäüûóý þ�ë îùÿ ã ä â
ö å

Si lesfonctions ã ä sontcontractantes(i.e. ������� � à	�
�mà�ò%â(ã�â��2å à�ã�â�
�å�å������bò â��êà�
æå õ â��)à�
�å��XÞ�� ),
l’IFS estappeĺe hyperboliqueet il existeun uniqueensemble� , appeĺe l’ attracteurde l’IFS, tel
que ôøâ��@åjÛ�� .

L’unicitédel’attracteurestle résultatduthéor̀emedupointfixepour ô , qui estcontractante
pourla distancedeHausdorff définiepar

ò�� â���à��Cå Û�� �"!#� � �"!$ û"% â�� &(') û+* ò â��êà�
æå�å à��,�"!) û+* â�� &('$ û"% ò â��êà�
æå�å.-
D’un point de vue algorithmique,il y a deuxméthodesconnuespour calculerl’attracteur

d’un IFS :

/ La méthodestochastique(pile ou face) : soit � þ un point fixe de l’une desfonctions ã10 .
On construit la suite � ä par � ä32êé Û ã10�â�� ä å , 4 étantchoisi aléatoirementdans Ü��+�5�bðDï .
Alors 6 ä � ä estuneapproximationde l’attracteurde Ú (La précisionde l’approximation
augmenteavec 7 ).

/ La méthodedéterministe : à partir den’importe quel noyau 8 þ , On construitla suitede
sous-ensemblesÜ"8 ä ï par 8 ä+2êé Û ôøâ98 ä å . Lorsque7�:<;>= , 8 ä estuneapproximation
del’attracteurde Ú .

5.2 Identification d’IFS par algorithmes évolutionnair es

La premìeretentative pour faire évoluerdesIFS parAE concernaitle probl̀emeinversesuivant :
pouruneformedonńee � ÷ Þ , trouver un IFSdontl’attracteurest � .

ESAIM: Proc., ?A@CB5D#ECE , FHGCGIF , E�JHKHL9E�MHN
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Ce probl̀emepeutsereformulercommeun probl̀emed’optimisation: trouver l’IFS dont
l’attracteurminimisela distancèa l’objectif O . Commela fonctionà optimiseresttrèscomplexe,
deshypoth̀esesrestrictives suppĺementairessontnécessaires.En géńeral, on limite l’espacede
recherchèa celui desIFS affines,avecun nombrefini defonctions(cf. [5, 38] pour lespremìeres
méthodesnumériques).Plusrécemment,dessolutionsbaśeessur lesAE ont ét́e propośeespour
lesIFSaffines[60, 19, 45].

Mais les IFS affines ne sont qu’un petit sous-ensemblede tous les IFS. Dans [41] on
s’intéressèa desIFS plus géńeraux(non affines)appeĺes IFS mixtesen utilisant la programma-
tion géńetique(GP) [34] qui permetdefaire évoluer n’importequel typede fonction. Toutefois,
alorsquela démonstrationdela contractivité desfonctionsaffinesesttriviale, la contractivité de
fonctionsgéńeralesdéfiniespardesarbresdeprogrammationgéńetiquenepeutêtremontŕeeque
numériquement,a posteriori, et pour un coût de calcul très élevé. Cet inconvénienta motivé
l’introductiontrèsrécentedesIFSpolaires[14] danslesquelslesfonctionssontdéfinies– toujours
enutilisant la GP– sousformepolaireautourdeleurspointsfixes: uneconditionsimplesur les
fonctions P assurela contractivité localeautourdespointsfixes. Celane permetpasde vérifier
la contractivité globale,maisla proportionde fonctionscontractantesdanscetteclassede fonc-
tionspolairesestbienplusgrandequedanslesarbresGPgéńeraux,permettantunerésolutiondu
probl̀emeinverseplusrapideetplusprécise.

Malheureusement,audébut decetravail, seulslesprogrammesdeGPpourl’identification
desIFS mixtesétaientopérationnels.Lespremiersrésultatsprésent́esdanslessectionssuivantes
concernantl’utilisation derepŕesentationsIFSpourdesprobl̀emesd’optimisationtopologiqueont
doncét́eobtenusenutilisantle programmed’IFS mixtesbaśesurla programmationgéńetiquequi
estdécrit endétailsdans[41].

5.3 Représentationpar IFS : r ésultatspr éliminair es

L’idéede la repŕesentationd’uneformepar IFS estévidente: l’attracteurd’un IFS est la forme.
Le programmeutilisé est le mêmeque dans[41]. L’attracteurd’un IFS donńe est calcuĺe sur
le maillagequi sertà l’analysepar élémentsfinis et la performanceestcalcuĺeecommedansla
section2.3. On reprendlescas-testdescantilevers QSRUT et TVRWQ de la section4. La Figure13
montrelesmeilleursrésultatsobtenusapr̀escinqcalculs.

La premìerebonnenouvelle estqu’on obtientdesstructuresraisonnables.De plus, leur
allureressembleplusà un treillis qu’enutilisant la repŕesentationparcellulesdeVoronöı . Mais
on peutentrevoir quelquesdéfautsdanscestoutespremìeresexpérimentations:

X La variancedesrésultatsesttrèsélevée; certainsrésultatssontvraimenttrèsmauvais.

X Nousavonsutilisé la mêmestrat́egiedepénalisationadaptative quepourlesrepŕesentations
àbasedediagrammesdeVoronöı (cf. section2.3.2).Pourtant,alorsquedanscecaschaque
calcul trouve aumoinsunesolutionsatisfaisantlescontraintes,denombreuxrunsutilisant
la repŕesentationIFS netrouventaucunesolutionadmissible.

ESAIM: Proc., YAZC[5\^]C] , _H`C`I_ , ]�aHbHc9]�dHe
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� 

(a) : poids=0.31 (b) : poids=0.43

Figure13: Résultatspour la repŕesentationpar IFSpour lesdeuxcas-testdela section4.
f Le tempsdecalculdu décodageestbeaucoupplusimportant.

f L’influencedu raffinementdu maillagesur la formeobtenueapr̀esdécodagedel’IFS n’est
pasfacile à comprendre,mais il semblequedesmaillagesdifférentsdonnentdesformes
trèsdifférentespourun mêmeIFS,et cejusqu’̀a desfinessesdemaillagestrèsimportantes.

6 Conclusion

Nous avons introduit de nouvelles repŕesentationspour le traitementde probl̀emesd’optimisa-
tion topologiquede formespar algorithmesévolutionnaires.En partantde la repŕesentationbi-
naire li ée à un maillagedonńe du domainede calcul, desrepŕesentationsbaśeessur la théorie
desdiagrammesde Voronöı a ét́e propośee, depuisla repŕesentationVoronöı simple jusqu’aux
pluscomplexesrepŕesentationspardipôlesou barresdeVoronöı . Cestrois repŕesentationssont
nonstructuŕees,c-à-dqu’un individu estcaract́eriśe paruneliste de “gènes”nonordonńeeet de
longueurvariable.La complexité de la structured’un gèneélémentaireaugmentedela repŕesen-
tation Voronöı jusqu’̀a la repŕesentationpar barresde Voronöı . Toutefois,cestrois typesde
repŕesentationspermettentd’obtenirdesméthodesoù la complexité estauto-adaptative, i.e. pour
lesquellesla complexité effective desindividusévolueà traversl’algorithme.

Nousavonstest́ecesrepŕesentationssurdesprobl̀emes-testsimpled’optimisationtopologique
deformes.Lesrésultatssemblentmontrerquelestroisrepŕesentationssontadapt́eesàla résolution
decetypedeprobl̀emes.Ellesdemandentgrossìerementle mêmetempsdecalculpouratteindre
dessolutionscomparables,avecun légeravantagepour la repŕesentationparbarresdeVoronöı .
Pourtant,apr̀esexamendela complexité ducodagedessolutionsobtenues,on trouve unavantage
netpourla repŕesentationparbarresdeVoronöı , dontlessolutionsutilisentmoinsde“gènes”que
lesdeuxautres.Celaexpliquesansdoutele trèslégeravantageobserv́e pourcecodageenterme
derapportqualit́e/côut decalcul. En effet, il estplusfaciled’ajusterfinementla solutionlorsque
peudegènessontenjeu.

Finalement,nousavons présent́e la repŕesentationpar IFS danslaquelle la structureest

ESAIM: Proc., gAhCi5j#kCk , lHmCmIl , k�nHoHp9k�qHr
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définieindirectementcommel’attracteurd’un ensembledetransformationscontractantesdéfinies
sur le domainedetravail. Unetelle repŕesentationnefait aucunehypoth̀esea priori sur la forme
desblocsélémentairesconstitutifsd’unesolutiond’unprobl̀emed’optimisationtopologique.Cette
techniquedevrait permettred’atteindredessolutionspluscomplexessansavoir à définir degènes
élémentairessṕecifiques.

Pourtant,la repŕesentationpar IFS n’a pasét́e capablede trouver d’excellentrésultatssur
lescas-testsimplesqui ont ét́e essaýes. Bien sûr, il peutêtreobject́e qu’unetelle repŕesentation,
qui augmentela complexité du processusmorphoǵeńetique,ne doit prouver son efficacit́e que
pourdesprobl̀emespour lesquelsla solutionestcomplexe. Desétudes̀a venir tenterontdecon-
firmercettehypoth̀ese.Mais il estaussipossiblequele manquedefeed-backdirectdela structure
mécaniquesursongénotype(l’IFS) emp̂echedesévolutionsutilessur lespopulationsrestreintes
et desi petitsnombresdegéńerations.Desexpérimentationssurdesmachinesmassivementpar-
allèlesavecdespopulationsdistribuéesdecentainesoudemilliers d’individuspourraientrépondre
à cettequestion.

Dansl’attentede nouveauxrésultats,la repŕesentationpar barresde Voronöı sembleêtre
un bonchoix pour l’optimisationtopologiqueparAE en2d, réalisantun boncompromisentrela
compacit́educodagedesindividuset la facilitéderecherchedesbonnessolutions.Toutefois,alors
quela géńeralisationdesrepŕesentationsVoronöı et pardipôlesà trois dimensionsestimmédiate
(ainsiquecellepar IFS), la repŕesentationparbarresdeVoronöı demandeun peuplusd’efforts.
Deplus,il serasansdoutenécessaired’introduiredesplaquesetdesbarresdedifférentessections
dansle cataloguedesgèneśelémentaires.
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homogenizationmethod.NümerischeMathematik, 76:27–68,1997.

[2] G. ALLAIRE AND R. V. KOHN. Optimal designfor minimum weight and compliance
in planestressusingextremalmicrostructures.EuropeanJournal of Mechanics,A/Solids,
12(6):839–878,1993.

[3] G. ALLAIRE, Z. BELHACHMI AND F. JOUVE. The homogenizationmethodfor topology
andshapeoptimization.Singleandmultipleloadscase.EuropeanJournalofFiniteElements,
5:649–672,1996.

[4] G. ANAGNOSTOU, E. RONQUIST, AND A. PATERA . A computationalprocedurefor part
design.ComputerMethodsin AppliedMechanicsandEngineering, 97:33–48,1992.

[5] M. F. BARNSLEY. Fractalseverywhere. AcademicPress,1988.
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