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LA CONVEXITÉ GÉNÉRALISÉE EN ÉCONOMIE MATHÉMATIQUE

Crouzeix J.-P.1

Abstract. We show that generalized convexity appears quite naturally in some models of mathemat-

ical economics, specially in the consumer’s behaviour theory.

Résumé. Le but de cet exposé est de montrer, à travers l’exemple de la théorie du consommateur, que

la convexité généralisée est une notion essentielle et tout à fait naturelle en économie mathématique.

1. Introduction

La situation la plus simple où apparait la convexité généralisée en économie mathématique se rencontre
dans la théorie du consommateur. Il s’agit pour celui-ci de déterminer son choix parmi un ensemble de biens
disponibles de manière à satisfaire au mieux ses besoins, ses envies, tout en respectant une contrainte de budget.
Le problème s’écrit

max
x

[ u(x) : x ∈ X, 〈p̂, x〉 ≤ b ] (U)

où X ⊂ Rn représente l’ensemble des biens disponibles, le vecteur x le choix fait par le consommateur, la
composante xi désignant la quantité du bien i, p̂i > 0 le prix d’une unité du bien i, 〈p̂, x〉 = p̂1x1+p̂2x2+· · ·+p̂nxn

le coût du choix, b > 0 le budget du consommateur, enfin la fonction u, appelée fonction d’utilité, mesure la
satisfaction du consommateur.

Pour simplifier, nous supposerons dans tout cet exposé que X est l’orthant positif Rn
+. Il est naturel de

demander à la fonction u d’être strictement croissante, c’est-à- dire, telle que

xi ≤ yi ∀ i =⇒ u(x) ≤ u(y) et

xi ≤ yi ∀ i et x 6= y =⇒ u(x) < u(y).
Soit k : u(X) → R une fonction continue strictement croissante et û(x) = k[u(x)]. Le problème (U) est alors

totalement équivalent au problème
max

x
[ û(x) : x ∈ X, 〈p̂, x〉 ≤ b ]

La représentation des préférences du consommateur par une fonction d’utilité n’est donc point unique.
Sans perte de généralité, on peut normaliser le vecteur prix en posant pi = b−1p̂i. Le problème devient

v(p) = max
x

[ u(x) : x ∈ X, 〈p, x〉 ≤ 1 ]. (P )

La fonction v est appelée la fonction d’utilité indirecte associée à u qui , en conséquence, sera appelée fonction
d’utilité directe. Il est clair que v est décroissante sur Rn

+.
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D’autre part,
v(p) ≤ λ ⇐⇒ [〈p, x〉 ≤ 1 =⇒ u(x) ≤ λ] ⇐⇒ [u(x) > λ =⇒ 〈p, x〉 > 1]

et donc, en posant [u > λ] = {x : u(x) > λ}, pour tout λ l’ensemble

{p : v(p) ≤ λ} =
⋂

x∈[u>λ]

{p : 〈p, x〉 > 1} (1)

est convexe comme intersection de demi-espaces ouverts. On voit donc apparâıtre tout naturellement une
structure de convexité sur la fonction d’utilité indirecte portant sur les ensembles de niveau de la fonction et
non sur l’épigraphe comme pour les fonctions convexes. On parlera de convexité généralisée.

Il existe une dualité entre fonctions d’utilité directes et indirectes, en effet, sous certaines hypothèses tout à
fait réalistes d’un point de vue économique, on a

u(x) = min
p

[ v(p) : p ≥ 0, 〈p, x〉 ≤ 1 ]. (Q)

En raison de la symétrie entre les problèmes (P) et (Q), la fonction d’utilité directe u sera, elle aussi, munie
d’une structure de type convexité. Nous reviendrons sur ce point plus tard.

2. Convexité généralisée : définitions

Soit E un espace vectoriel topologique sur R et f : E → [−∞, +∞], on définit l’épigraphe et l’épigraphe
strict de f par

epi(f) = {(x, λ) : f(x) ≤ λ}, ẽpi(f) = {(x, λ) : f(x) < λ}
et pour tout λ ∈ R les ensembles de niveau λ de f par

Sλ(f) = {x : f(x) ≤ λ}, S̃λ(f) = {x : f(x) < λ}.

Le domaine de f est l’ensemble dom(f) = {x : f(x) < +∞}.
Rappelons que, par définition, f est dite convexe si epi(f) (ou, de façon équivalente, si ẽpi(f)) est un convexe

de E × R . La fonction f est convexe s.c.i. si et seulement si epi(f) est un convexe fermé. Nous dirons que f
est quasiconvexe si tous les ensembles de niveau Sλ(f), λ ∈ R (ou, de façon équivalente, si tous les ensembles
S̃λ(f), λ ∈ R) sont des convexes de E. La fonction f sera quasiconvexe s.c.i. si, et seulement si, tous les
Sλ(f) sont des convexes fermés. Le domaine d’une fonction quasiconvexe est convexe. Une fonction convexe est
quasiconvexe.

Un convexe fermé est, en raison des théorèmes de séparation, une intersection de demi-espaces fermés. Ceci
est une des clefs de l’analyse convexe, à partir de ce résultat, on définit la conjugaison de Fenchel, le sous-
différentiel, . . . . Pour les fonctions quasiconvexes, on utilise une notion un peu plus fine : un ensemble C ⊂ E
est dit être uniment convexe (“evenly convexe” selon la terminologie de Fenchel) s’il est une intersection de
demi-espaces ouverts. Les convexes ouverts, en raison des théorèmes de séparation, mais aussi les convexes
fermés, puisque un demi-espace fermé est intersection de demi-espaces ouverts, sont des ensembles uniment
convexes. Une fonction f est dite être uniment quasiconvexe si ses ensembles de niveau sont uniment convexes.
Ainsi les fonctions d’utilité indirectes sont uniment quasiconvexes. Les convexes ouverts et les convexes fermés
étant uniment convexes, les fonctions quasiconvexes s.c.i. et les fonctions quasiconvexes s.c.s. sont uniment
quasiconvexes. La notion d’uniment quasiconvexité est donc une notion rattachée à la continuité.

Il découle des définitions que f est convexe si, et seulement si,

[x1, x2 ∈ E, t1, t2 > 0 et t1 + t2 = 1] ⇒ f(t1x1 + t2x2) ≤ t1f(x1) + t2f(x2)
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et est quasiconvexe si et seulement si

[x1, x2 ∈ E, t1, t2 > 0 et t1 + t2 = 1] ⇒ f(t1x1 + t2x2) ≤ max [ f(x1), f(x2) ].

2.1. Caractérisations

Pour tout point a ∈ E et toute direction d ∈ E on définit

fa,d(t) = f(a + td), t ∈ R.

Il est facile de voir que f est convexe (quasiconvexe) sur E si, et seulement si, pour tout (a, d) ∈ E2 la fonction
d’une variable réelle fa,d est convexe (quasiconvexe) sur R . Ainsi, comme pour les fonctions convexes, les
caractérisations des fonctions quasiconvexes se dérivent des caractérisations des fonctions quasiconvexes d’une
variable réelle.

Une fonction f : R → [−∞, +∞] est quasiconvexe si, et seulement si, il existe x̄ ∈ [−∞, +∞] tel que f est
décroissante sur [−∞, x̄] et puis croissante sur ]x̄, +∞] ou bien est décroissante sur [−∞, x̄[ puis croissante sur
[x̄, +∞]. En particulier une fonction monotone croissante ou décroissante sur un intervalle de R est quasiconvexe.
Une fonction quasiconvexe n’est donc pas nécessairement continue sur l’intérieur de son domaine. C’est une
différence majeure entre fonctions quasiconvexes et convexes.

Les caractérisations du premier ordre sont faciles à obtenir.

Proposition 2.1. Soit C un convexe de Rn et soit f : C → R différentiable. Alors chacune des conditions
suivantes

x, y ∈ C et f(y) < f(x) =⇒ 〈∇f(x), y − x〉 ≤ 0,

x, y ∈ C et f(y) ≤ f(x) =⇒ 〈∇f(x), y − x〉 ≤ 0,

x, y ∈ C et 〈∇f(x), y − x〉 > 0 =⇒ 〈∇f(y), y − x〉 ≥ 0
est une condition nécessaire et suffisante pour que f soit quasiconvexe sur C.

Si f est différentiable, quasiconvexe et si ∇f(x) = 0, f n’atteint pas nécessairement son minimum en x :
considérer, par exemple, la fonction d’une variable réelle θ définie par θ(t) = t3 au point t = 0. On dira qu’une
fonction différentiable f est pseudoconvexe sur le convexe C si

x, y ∈ C et f(y) < f(x) =⇒ 〈∇f(x), y − x〉 < 0.

Si f est pseudoconvexe et ∇f(x) = 0 alors f a un minimum global en x et tout minimum local est aussi global.
Une fonction pseudoconvexe est quasiconvexe. Réciproquement,

Proposition 2.2. Soit C un convexe ouvert de Rn et f : C → R différentiable. Alors f est pseudoconvexe sur
C si et seulement si f est quasiconvexe sur C et a un minimum local en tout x ∈ C tel que ∇f(x) = 0.

Les caractérisations du second ordre sont plus difficiles à obtenir (tout au moins en ce qui concerne les
conditions suffisantes). On a le résultat suivant :

Théorème 2.1. Soit C un convexe ouvert de Rn et f : C → R deux fois continûment différentiable. Alors f

est pseudoconvexe sur C si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont satifaites :
a) 〈∇2f(x)h, h〉 ≥ 0 pour tous x ∈ C et h tels que 〈∇f(x), h〉 = 0;
b) f a un minimum local en tout x tel que ∇f(x) = 0.

On remarque la différence avec la condition du second ordre pour la convexité : ici, on demande à la forme
quadratique 〈∇2f(x)h, h〉 d’être semi-définie positive seulement sur le sous-espace orthogonal au gradient et
non sur l’espace tout entier.
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Si ∇f(x) 6= 0, la condition a) est équivalente à dire que la matrice dite “bordée”

( ∇2f(x) ∇f(x)
(∇f(x))T 0

)

a exactement une valeur propre négative. Cette condition est souvent exprimée à partir des changements de
signe dans la suite des déterminants des mineurs principaux de la matrice bordée. Notons que la matrice ∇2f(x)
peut avoir au plus une valeur propre négative.

Une revue récente des caractérisations du premier ordre et du second ordre, incluant les références historiques,
est donnée dans [9], voir aussi [10].

3. Convexifiabilité

Si f est convexe et si k est une fonction numérique continue strictement croissante alors k◦f est quasiconvexe
et, lorsque différentiable, pseudoconvexe. On peut se poser le problème inverse : étant donnée une fonction f
quasiconvexe, est ce qu’il existe une fonction numérique continue strictement croissante k telle que k ◦ f soit
convexe ? Une telle fonction sera alors appelée convexifiable ou encore convexe transformable. La réponse est
non : une fonction aussi simple que la fonction f(x1, x2) = x−1

2 x1 n’est point convexifiable sur C quel que soit
C convexe ouvert contenu dans ]0,∞[2. Le problème de la convexifiabilité est un problème assez difficile. On
pourra se reporter aux références [20], [21] et [3].

Il est un cas où on peut donner une réponse facile, c’est le cas où f est deux fois continûment différentiable
dans un voisinage d’un point x̄ et où la matrice ∇2f(x̄) est définie positive sur le sous-espace orthogonal à
∇f(x̄). Il existe alors r > 0 tel que la fonction g(x) = exp(rf(x)) soit convexe sur un voisinage convexe de x̄.
On dira que f est r-convexe sur ce voisinage, voir par exemple [10].

4. Retour sur les fonctions d’utilité

La fonction d’utilité est une représentation numérique des préférences du consommateur. Celles-ci sont
exprimées au moyen d’un préordre : étant donnés x, y ∈ Rn

+, x � y signifie que y est préféré à x et x ≺ y signifie
que y est strictement préféré à x. Si le préordre est transitif, total (étant donnés x, y, alors ou bien x � y, ou
bien y � x, ou les deux à la fois), et possède une propriété de continuité (pour tout x, l’ensemble {y : x � y}
({y : y � x}) est fermé), alors (voir par exemple [12]), il existe une fonction d’utilité s.c.s. (s.c.i.) u telle que

x � y ⇐⇒ u(x) ≤ u(y).

Nous supposons ici que le préordre est strictement croissant, c’est-à-dire, x � y lorsque x, y ∈ Rn
+, x ≤ y et

x ≺ y lorsque x, y ∈ Rn
+,x ≤ y et x 6= y. Etant donné un vecteur prix p̂ appartenant à l’orthant strictement

positif, en raison de la continuité de la fonction d’utilité, il existe pour le consommateur une consommation
optimale x. Plus exactement, pour tout p̂ > 0 l’ensemble des solutions optimales X(p̂) du problème ci-dessous
est non vide

v(p̂) = max
x

[ u(x) : x ∈ X, 〈p̂, x〉 ≤ 1 ].

Puisque le préordre est strictement croissant, on a l’équivalence

x̂ ∈ X(p̂) ⇐⇒ [v(p̂) = u(x̂) et 〈p̂, x̂〉 = 1].

Pour tout p ≥ 0 tel que 〈p, x̂〉 ≤ 1 on a

v(p) = max
x

[ u(x) : x ∈ X, 〈p, x〉 ≤ 1 ] ≥ u(x̂),
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donc
v(p̂) = u(x̂) ≤ inf

p
[ v(p) : p ≥ 0, 〈p, x̂〉 ≤ 1 ] ≤ v(p̂)

et finalement,
u(x̂) = min

p
[ v(p) : p ≥ 0, 〈p, x̂〉 ≤ 1 ]. (Q)

On voit ainsi apparâıtre la dualité annoncée entre fonctions d’utilité directes et indirectes. Mais nous n’avons
obtenu cette relation que pour les x solutions optimales du problème (P ) pour un vecteur prix p. Disons ici que
sous certaines hypothèses de continuité, de croissance, . . . , sur la fonction u la relation (Q) a lieu. En raison de
la parfaite symétrie entre u et v, le min étant remplacé par max, u doit être uniment quasiconcave. Les lecteurs
intéressés se reporteront aux références suivantes [27], [23], [14], [4], [24], [26] et [25] et les références incluses.
Signalons qu’une dualité du même type existe en théorie de la production, voir par exemple [14].

5. La correspondance demande

Nous supposons que u est quasiconcave strictement croissante sur ]0, +∞[n, v quasiconvexe strictement
décroissante sur ]0, +∞[n et que l’on a pour tous x, p ∈]0,∞[n

v(p) = max
y

[ u(y) : y ≥ 0, 〈p, y〉 = 1 ], (P )

u(x) = min
q

[ v(q) : q ≥ 0, 〈q, x〉 = 1 ]. (Q)

Désignons par X(p) et P (x) les ensembles de solutions optimales de ces problèmes. Ces ensembles sont convexes
et, sous réserve de la continuité des fonctions u et v sur Rn

+, fermés. Il est clair que l’on a les équivalences
suivantes :

x ∈ X(p) ⇐⇒ [v(p) = u(x) et 〈p, x〉 = 1] ⇐⇒ p ∈ P (x). (2)

La multiapplication (correspondance) X est appelée demande. Il est clair que les correspondances X et P
sont inverses l’une de l’autre. De la même façon que la relation entre fonctions d’utilité directe et indirecte doit
être comparée à la relation entre une fonction convexe f et sa conjuguée f∗, la relation entre X et P doit être
comparée à la relation entre les sous-différentiels ∂f et ∂f∗ d’une fonction convexe et de sa conjuguée.

Supposons que l’on a p̂ > 0, X(p̂) réduit au singleton {x̂} avec x̂ > 0, u continûment différentiable dans un
voisinage de x̂ et 〈x̂,∇u(x̂)〉 6= 0 (on a alors x̂t∇u(x̂) > 0). On montre alors que P (x̂) est réduit au singleton
{p̂} et v est continûment différentiable dans un voisinage de p̂. Il existe donc deux fonctions univoques x(p) et
p(x) définies sur des voisinages de p̂ et x̂ respectivement telles que sur ces voisinages on ait X(p) = {x(p)} et
P (x) = {p(x)}. On peut alors montrer, à partir des conditions d’optimalité dans les problèmes (P) et (Q), que
l’on a

x(p) =
∇v(p)
µ(p)

et p(x) =
∇u(x)
λ(x)

avec (3)

0 < λ(x) = 〈x,∇u(x)〉 = −〈p,∇v(p)〉 = −µ(p). (4)

Supposons en outre u et v deux fois différentiables, alors




∇2v(p)
µ(p) −x

−xt 0


 =


 I x

pt 0







∇2u(x)
λ(x) −p

−pt 0



−1 

 I p

xt 0


 (5)

sous réserve, bien sûr, que la matrice inverse de la formule ci-dessus existe. Cette relation fait pendant à la
relation sur les hessiens d’une fonction convexe et de sa conjuguée, lorsque x∗ = ∇f(x) on a

∇2f∗(x∗)∇2f(x) = I.
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Sous les mêmes hypothèses, la fonction demande x est différentiable dans un voisinage de p et sa matrice
jacobienne x′(p) peut être calculée en résolvant le système linéaire( ∇2u(x) −p

−pt 0

) (
x′(p)
∇tλ(x)

)
=

(
λ(x)I

xt

)
(6)

On remarquera que l’expression de x(p) dans l’équation (3) et celle de x′(p) dans l’équation (6) ne dépendent
pas de la fonction d’utilité choisie pour représenter le préordre : si on remplace u par k ◦ u avec k (deux fois)
différentiable et k′ strictement positif, on obtient le même résultat pour x(p) et x′(p).

6. Séparabilité

Les fonctions quasiconvexes, comme les fonctions convexes, possèdent certaines propriétés importantes, en
particulier

• si les fonctions fi : X → [−∞,∞], i ∈ I, I famille d’indices arbitraire, sont quasiconvexes alors supi fi

est quasiconvexe ;
• si ϕ est quasiconvexe sur l’espace vectoriel produit X × Y , alors la fonction performance définie par

h(x) = inf[ϕ(x, y) : y ∈ Y ] est quasiconvexe sur X ;
• si f est quasiconvexe sur X et k est une fonction numérique croissante, alors k ◦ f est quasiconvexe sur

X .
En revanche, la somme de deux fonctions quasiconvexes sur un même espace X n’est pas quasiconvexe en

général. Considérer, par exemple, la fonction f(x) = −[exp(x) + exp(−x)] qui est la somme de deux fonctions
monotones donc quasiconvexes.

De nombreux économistes se sont penchés sur le problème de l’additivité séparable, c’est-à-dire sur le problème
de la quasiconcavité d’une fonction u définie sur un ensemble produit C = C1 × C2 × · · · × Cp par une somme
de fonctions d’utilité

u(x1, x2, · · · , xp) = u1(x1) + u2(x2) + · · ·+ up(xp)

où ui : Ci → R , Ci ⊂ Rni . Les indices i correspondent, par exemple, à des périodes différentes, à des biens
de natures différentes. On supposera ici que les Ci sont des ensembles convexes ouverts non vides et que le
problème est non dégénéré : p ≥ 2 et pour tout i la fonction ui est non constante sur Ci.

L’hypothèse de quasiconcavité sur u est très contraignante, on peut en effet alors montrer que toutes les
fonctions ui sont continues, concaves sauf peut être une, et encore celle ci doit être r-concave .

A noter que, en passant aux exponentielles, la séparabilité additive correspond à la séparabilité multiplicative

û(x1, x2, · · · , xp) = û1(x1)û2(x2) · · · ûp(xp).

On montre alors que û est quasiconcave si toutes les fonctions ui sont log-concaves sauf peut être une, et celle
ci doit être log-concave transformable.

Un exemple classique de fonctions d’utilité séparables est celui des fonctions de Cobb-Douglas. Sous leur
forme la plus simple, elles sont donnés par

u(x1, x2, · · · , xp) = xα1
1 xα2

2 · · ·xαp
p .

Sous une forme plus élaborée, elles sont de la forme

u(x1, x2, · · · , xp) = [u1(x1)]α1 [u2(x2)]α2 · · · [up(xp)]αp .

Pour les résultats les plus complets sur le problème de la séparabilité, on consultera les références [13], [5], [32]
et [6]. Voir aussi [7] et [8].
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7. Monotonie généralisée

Retournons au schéma de dualité. Il est clair que si x ∈ X(p) on a

〈p, y〉 ≤ 1 = 〈p, x〉 =⇒ u(y) ≤ u(x),
〈p, y〉 < 1 = 〈p, x〉 =⇒ u(y) < u(x).

Par suite, on ne peut avoir en même temps

x1 ∈ X(p1), x2 ∈ X(p2), 〈p1, x2 − x1〉 ≤ 0 et 〈p2, x1 − x2〉 < 0.

Donc
x1 ∈ X(p1), x2 ∈ X(p2),

〈p1, x2 − x1〉 ≤ 0

}
=⇒ 〈p2, x2 − x1〉 ≤ 0

et
x1 ∈ X(p1), x2 ∈ X(p2),

〈p1, x2 − x1〉 < 0

}
=⇒ 〈p2, x2 − x1〉 < 0. (7)

En fait, on a plus
xi ∈ X(pi) ∀ i = 1, 2, · · · , q

〈pi, xi+1 − xi〉 ≤ 0 ∀ i = 1, 2, · · · , q − 1

}
=⇒ 〈pq, x1 − xq〉 ≥ 0 (8)

et
xi ∈ X(pi) ∀ i = 1, 2, · · · , q

〈pi, xi+1 − xi〉 ≤ 0 ∀ i = 1, 2, · · · , q − 1
une des inégalités étant stricte


 =⇒ 〈pq, x1 − xq〉 > 0. (9)

On dit qu’une multiapplication Γ : X
→→ X∗ est quasimonotone si

x∗1 ∈ Γ(x1), x∗2 ∈ Γ(x2),
〈x∗1, x2 − x1〉 > 0

}
=⇒ 〈x∗2, x2 − x1〉 ≥ 0.

et est pseudomonotone si
x∗1 ∈ Γ(x1), x∗2 ∈ Γ(x2),

〈x∗1, x2 − x1〉 > 0

}
=⇒ 〈x∗2, x2 − x1〉 > 0.

On voit donc que, en terme de fonctions d’utilité et de correspondances de demande, −P = −X−1 est pseu-
domonotone. De plus, la relation (9) signifie que cette pseudomonotonicité a un caractère cyclique. En travail-
lant avec la fonction d’utilité indirecte v au lieu de u on aurait tout aussi bien montré que −X = −P−1 était
pseudomonotone et cycliquement pseudomonotone, ce que l’on peut aussi dériver de la pseudomonotononie de
−P = −X−1 et du fait que si x ∈ X(p) on a 〈p, x〉 = 1.

Supposons maintenant que f soit une fonction quasiconvexe. En tout x ∈ dom(f), on définit le cône normal
N(x) par

x∗ ∈ N(x) ⇐⇒ [f(y) ≤ f(x) ⇒ 〈x∗, y − x〉 ≤ 0].
Il s’ensuit que l’on ne peut avoir en même temps

x∗1 ∈ N(x1), x∗2 ∈ N(x2), 〈x∗1 x2 − x1〉 > 0 et 〈x∗2 x1 − x2〉 > 0.

On en déduit que N est quasimonotone sur dom(f). Supposons en outre que N vérifie la condition

[x∗ ∈ N(x), x∗ 6= 0 et f(y) < f(x)] =⇒ 〈x∗, y − x〉 < 0.

Cette condition est vérifiée lorsque f est s.c.s. . Sous cette condition,

〈x∗, y − x〉 ≥ 0 =⇒ f(y) ≥ f(x).



38 CROUZEIX J.-P.

On obtient alors

x∗i ∈ N(xi) ∀ i = 1, 2, · · · , q
〈x∗i , xi+1 − xi〉 ≥ 0 ∀ i = 1, 2, · · · , q − 1

une des inégalités étant stricte


 =⇒ 〈x∗q , x1 − xq〉 < 0. (10)

N est alors cycliquement pseudomonotone.
Bien des sous-différentiels ont été définis pour les fonctions quasiconvexes. Une des propriétés minimales

qu’ils doivent vérifier est que les cônes qu’ils engendrent correspondent aux cônes normaux. Ces sous-différentiels
seront ainsi quasimonotones (cycliquement pseudomonotones). Le cas le plus simple est celui où la fonction f
est différentiable : si f est quasiconvexe alors ∇f doit être quasimonotone, si f est pseudoconvexe alors ∇f
doit être cycliquement pseudomonotone.

8. Intégrabilité : les préférences révélées

Les données obtenues à partir de l’observation du comportement d’un consommateur sont ses choix (ses
préférences) lorsqu’il dispose du budget b et que le vecteur des prix unitaires est p. Après normalisation des
prix, l’observation conduit ainsi à la correspondance demande X et non à une fonction d’utilité que nous
savons d’ailleurs ne pas être définie de façon unique. Le problème se pose donc de reconstituer à partir de la
correspondance demande X une fonction d’utilité. Ce problème est connu comme le problème des préférences
révélées.

Supposons tout d’abord que, pour p ∈]0,∞[n, X(p) est réduit au singleton {x(p)} ⊂]0,∞[n. Supposons en
outre que x est continûment différentiable sur ]0, +∞[n. A partir des équations

〈x(p), p〉 = 1 et ∇v(p) = 〈∇v(p), p〉x(p)

on déduit

(I − x(p)pt)
∇2v(p)
〈∇v(p), p〉 = x′(p) + x(p)xt(p),

(I − x(p)pt)
∇2v(p)
〈∇v(p), p〉 (I − pxt(p)) = x′(p)(I − pxt(p))

et, puisque (I − x(p)pt)2 = (I − x(p)pt),

(I − x(p)pt)
∇2v(p)
〈∇v(p), p〉 (I − pxt(p)) = (I − x(p)pt)x′(p)(I − pxt(p)).

Rappelons la relation (5) liant ∇2v(p) à ∇2u(x). On voit qu’une condition nécessaire pour l’existence d’une
fonction d’utilité deux fois différentiable est la symétrie de la matrice (I − x(p)pt)x′(p)(I − pxt(p)). De plus,
puisque v doit être quasiconvexe, on a

〈∇v(p), h〉 = 0 =⇒ 〈∇2v(p)h, h〉 ≥ 0.

Rappelons que l’on a 〈∇v(p), p〉 < 0 et que x(p) est proportionnel à ∇v(p). On en déduit que la matrice
(I − x(p)pt)x′(p)(I − pxt(p)) doit être semi-définie négative. Ces deux conditions peuvent s’exprimer en disant
que la matrice x′(p) est symétrique et semi-définie négative sur le sous espace orthogonal à x(p). Ces conditions
correspondent aux conditions bien connues de symétrie et semi-définie négativité sur la matrice de Slutsky.

Le problème qui se pose est le suivant, étant donnée la correspondance x satisfaisant ces deux conditions,
est ce qu’il existe une fonction d’utilité deux fois différentiable correspondante ? Il n’y a aucune difficulté en
dimension 2 (voir par exemple [30]). En dimension supérieure, il existe des démonstrations basées sur le calcul
différentiel extérieur lorsque la fonction x est analytique (voir par exemple [2] et [16]) et une approche toute
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récente ( [11]) dans le cas où x est continûment différentiable. Ce problème doit être comparé au problème
suivant, étant donnée une fonction F : Rn → Rn continûment différentiable telle que la matrice F ′(x) est
symétrique et semi-définie positive pour tout x, est ce qu’il existe une fonction f convexe différentiable telle que
∇f = F ? On sait que la réponse est oui, f est alors définie à une constante additive près. Dans notre cas u
sera définie à une fonction scalaire k près, le problème est bien plus difficile.

Passons au cas général où la correspondance demande X est multivoque. Nous avons vu que −X doit
être pseudomonotone (7) et même cycliquement pseudomonotone (9). Ces conditions sont connues par les
économistes sous les noms de l’axiome faible et l’axiome fort des préférences révélées. Le problème est le
suivant, étant donnée la demande X est ce qu’il existe une fonction d’utilité u correspondante ? Ce problème
doit être comparé au problème suivant : étant donnée une multiapplication F , existe-t’il une fonction f convexe
telle que son sous-différentiel ∂f coincide avec F ? On sait que la réponse est oui lorsque F est maximale
cycliquement monotone ; f est alors définie à une constante additive près, la monotonicité simple n’est point
suffisante. Dans notre cas, la pseudomonotonie (i.e., l’axiome faible des préférences révélées) ne sera point
suffisante, la cyclique pseudomonotonie sera exigée, la maximalité sera exprimée en disant que le graphe de X
doit être fermé et que pour tout p, X(p) est un convexe fermé. Un travail récent sur ce sujet est la référence [15].

Il est clair que pour les fonctions demandes univoques différentiables, la symétrie et semi-définie négativité
de la matrice de Slutsky correspondent à la cyclique pseudomonotonie, tout comme dans le cas convexe pour
une application F différentiable, la symétrie et semi-définie positivité des matrices F ′(x) correspondent à la
cyclique monotonie de F .

Voici quelques références parmi un grand nombre de travaux consacrés à ce sujet : [1], [18], [17], [28], [29],
[19], [30] et la référence historique [31].

9. Comment rester informé ?

Pour suivre les développements en convexité généralisée et obtenir plus de références, on pourra suivre les
activités du ‘Working group on generalized convexity”. Pour cela, se connecter au site Internet :
http://www.ec.unipi.it/ genconv/

On se reportera également aux différents proceedings édités à la suite des symposiums du groupe.
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