ESAIM: PROCEEDINGS, September 2007, Vol.21, 65-87
Gabriel Caloz & Monique Dauge, Editors

UNE PERTURBATION HYPERBOLIQUE DES EQUATIONS DE
NAVIER-STOKES

MARIUS Paicu! AND GENEVIEVE RAUGEL?

A Michel Crouzeix, avec respect, amiti€ et reconnaissance

Abstract. In this paper, we consider a hyperbolic perturbation of the Navier-Stokes equations in R",
n = 2,3, given by (0.2), which consists in adding the term eus to the Navier-Stokes equations. In the
case n = 2, we recall the global existence and uniqueness of mild solutions of (0.2), for initial data
in the Hilbert space H'(R?)? x L*(R*)? and appropriate forcing term f, when & > 0 is small enough,
that has been proved in [16]. In the three-dimensional case, we prove a global existence result under a
smallness condition of the initial data in H'*°(R?)% x H°(R®)?, § > 0, for an appropriate forcing term
f, when € > 0 is small enough. This smallness condition is analogous to the one known for the global
existence of strong solutions of the three-dimensional Navier-Stokes equations.

Résumé. Dans cet article, nous considérons ’équation (0.2), qui est une perturbation hyperbolique
des équations de Navier-Stokes, par le terme cus. Dans le cas de la dimension deux d’espace, nous
rappelons des résultats d’existence globale et d’unicité des solutions dans H'(R?)? x L?(R?)?, quand
€ > 0 est suffisamment petit ( [16]). Dans le cas de la dimension trois d’espace, pour € > 0 suffisamment
petit, nous démontrons 'existence globale de solutions intégrales sous une hypothese de petitesse sur
les données initiales dans H**°(R?)® x H°(R*)3, § > 0 et des hypotheses adéquates sur le terme de
force. Cette hypotheése de petitesse est totalement en accord avec I’hypotheése de petitesse classique
pour les équations de Navier-Stokes en dimension trois.

INTRODUCTION

La version hyperbolique des équations de Navier-Stokes dans ’espace R™ tout entier, n = 2,3 présentée ici a
diverses justifications. Dans [3], dans le cas de la dimension deux d’espace, I’équation hyperbolique dissipative
de Navier-Stokes (0.2) a été obtenue aprés relaxation des équations d’Euler et un changement de variables
d’échelles. Dans [13] (voir aussi [19]), une telle équation modele est justifiée par des arguments de relaxation
dans les équations de Boltzman et des raisonnements impliquant des termes de retard. La version hyperbolique
des équations de Navier-Stokes (0.2), obtenue par relaxation, est aussi utilisée en analyse numérique pour le
calcul de solutions des équations de Navier-Stokes (voir [10] er [11] par exemple). Apparemment, de telles
équations devraient aussi intervenir dans des modeles de formation de glace dans les lacs [9]. Remarquons
aussi que cette perturbation hyperbolique des équations de Navier-Stokes est la méme que la perturbation
hyperbolique de I’équation de la chaleur introduite et justifiée par Cattaneo ( [4], [5]). Pour plus de détails
concernant la justification des équations de Navier-Stokes hyperboliques, on pourra aussi consulter Particle [16].
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Dans cet article, nous donnons des résultats d’existence globale (et d’unicité) des solutions des équations de
Navier-Stokes perturbées dans R™, n = 2, 3:

eul, +ul —vAu = —Vp—u® - Vu© + f°,
divus =0, (0.1)
(u%,u2)(0,y) = (u6(y), uily)) ,

ou la variable u® désigne le champ des vecteurs vitesse, p la pression et ou f est un terme de force pouvant
dépendre du temps. Si on applique le projecteur de Leray P sur I'espace des vecteurs dans L?(R™)™ & divergence
nulle, on obtient les équations

eus,. +us — vPAu® =P(—u® - Vu®) + Pf° |
divus =0, (0.2)
(u,uz)(0,y) = (ug(y), ui(y)) -

Dauns [3], apres avoir justifié les équations (0.2), Brenier, Natalini et Puel avaient démontré I’existence globale (et
I'unicité) des solutions de (0.2) pour des données initiales dans H?(R?)? x H'(R?)?, dans le cas de la dimension
deux d’espace et d’une force nulle, a condition de choisir € > 0 inférieur a un nombre réel positif €y ne dépendant
que de la taille des données initiales. Ensuite, ils avaient comparé, dans la norme L?(R?), la solution de (0.2) &
la solution correspondante des équations de Navier-Stokes

vl —vPAv* +P(v* - Vo) =Pf° |
dive* =0, (0.3)
v*(0,y) = ug(y)

toujours dans le cas d’une force nulle.

Avant d’énoncer et de démontrer les résultats d’existence de solutions globales en dimension trois d’espace,
nous décrivons une partie des résultats d’existence que nous avons obtenus en dimension deux d’espace ( [16]).
Dans [16], dans le cas n = 2, nous améliorons les résultats de [3] dans deux directions. D’une part, nous
considérons des données initiales dans H!(R?)? x L2(R)? seulement (et méme dans des espaces moins réguliers),
et, d’autre part, nous comparons la solution (u®,u) & (v*,v?) dans H'(R?)? x L?(R?)?2, ou v* est la solution
de (0.3). En particulier, les théorémes démontrés dans [16] contiennent les résultats suivants. Dans la suite, on
notera souvent LP((0,+00), LY(R™)™) (respectivement LP((0,+o00), H*(R™)") de maniére abrégée par LP(L?)
(respectivement LP(H*®)).

Théoreme 0.1. (Cas n = 2). Soit e > 0 donné. Il existe deux constantes strictement positives Ko, K
telles que, si 0 < € < go et si les vecteurs a divergence nulle u§ € H'(R?)?, u§ € L?*(R?)? et la force f¢ €
LY((0,+00), L3(R?)?) N L2((0, +0o0), L?(R?)?) satisfont auz conditions

lusle + eIVl + 21/ ey < Ko
1/ 1. ¢ c . 300 . 3 (0.4)
et (b usle + IV loe + 11 e eny) " (e + 1) < K

Iéquation (0.2) admet une (unique) solution intégrale globale (u®,uZ) dans C°([0,400), H*(R?)? x L%(R?)?).
En outre, il existe une constante positive Cy telle que, pour tout 7 > 0,
1
[u= ()2 + elluz (T 242 [Vu (1)l >

(0.5)
< Co(llugllzz +ellusll oz + e2 IVudllce + £l + €215 racre)) -
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Le théoreme 0.1 se démontre en faisant une décomposition en hautes et basses fréquences et en utilisant, a la
fois, des estimations d’énergie et des inégalités de Strichartz.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoreme 0.1.

Corollaire 0.2. (Cas n =2) Pour tout R > 0, il existe un nombre réel strictement positif €1 = £1(R) tel que,

pour tout 0 < & < €1, pour tout couple de vecteurs a divergence nulle (uf,us) € H'(R?)? x L?(R?)? et tout
fe € LY((0,4+00), L2(R?)?) N L2((0, +00), L*(R?)?) satisfaisant a la condition

lugllze + luille + IVuglio + 1/l 22y + 15y < R, (0.6)

Iéquation (0.1) admet une (unique) solution intégrale globale (uf,u) dans C°([0,+o00), H*(R?)? x L?(R?)?).

Quand ¢ tend vers zéro, la limite formelle du systéme d’équations (0.1) (respectivement (0.2)) est le systéme des
équations de Navier-Stokes (respectivement (0.3)). Dans le théoréme suivant, on montre que cette limite n’est
pas seulement formelle. Plus précisément, on montre que, sur tout intervalle de temps fini, on peut comparer la
solution (u®(7),us(7)) de (0.3) & (v*(7),vi(7)) ot v*(7) est la solution des équations (0.3) avec donnée initiale
u®(0)).

On rappelle que, pour tout 7 > 0, pour tout vecteur uj € L*(R?)?
L2((0,T); L*(R?)?), il existe une unique solution v*(r) € C°((0,T); L* (
de donnée initiale v*(0) = u§. On notera cette solution v*(7) = S(7)uf

Soit 3 > 0 fixé.

a d1vergence nulle et toute force f° €
%) N L, ((0,7); H'(R?)?) de (0.3),

loc

Théoreme 0.3. (Cas n =2). Pour tous nombres strictement positifs R et T, il existe un nombre strictement
positif 1 = e1(R,T) tel que, pour 0 < ¢ < €1, si le couple de vecteurs a divergence nulle (u§,u5) € H'(R?)?
L?(R?)? et la force f¢ € L*((0,400), L?(R?)?) N L%((0, +00), L2(R?)?) satisfont a la condition

lugll e+ VEluillLe + 1 2q0.my,02) + 1(=A + B1) T2 £2(0,) |2 < R, (0.7)
le systéeme (0.2) admet une (unique) solution intégrale (uf(7),u (7)) dans C°([0,+o00), H'(R?)? x L?(R?)?), et

on a, pour 0 <717 <T,

\/EH%T(UE(T) = S()up)llez + [I7(w(7) = S(Mug)| g < eexp K(T, R) , (0.8)

ot K(R,T) est une constante positive ne dépendant que de R et de T.

La démonstration du théoréme 0.3 de comparaison est analogue & celle préconisée dans [18] (voir aussi [14]),
mais elle est un peu plus longue a cause de I'utilisation des inégalités de Strichartz. En particulier, on utilise la
décomposition du systéme (0.2) en deux systémes associés, indiquée dans [18].

Dans cet article-ci, nous démontrons I'existence globale de solutions en dimension trois d’espace. Comme pour
les équations de Navier-Stokes en dimension trois, nous n’obtenons ’existence globale de solutions que sous une
hypothese de petitesse sur les données initiales et le terme de force. Dans I’énoncé du théoreme d’existence global
de solutions, nous utiliserons des espaces de Sobolev d’indice fractionnaire dont nous rappelons rapidement la
définition.

Pour tout s € R, on introduit l'espace (non-homogene) sur R™:
(R = (ue S®Y|ae BB er [ (14 [¢P)la(e)Pds < +oo}
qu’on munit de la norme sur H*(R™), donnée par

Julfy = [+ Py lace) e
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ou 4 désigne la transformée de Fourier de u. On note (-,-)ys le produit scalaire correspondant. Le produit
scalaire dans L?(R™) sera simplement noté (-,-). On définit aussi 'espace homogene correspondant

H*(R") = {u € S'(R")| & € Lj,,(R") et /Rn €% [a(&)[Pd < +oo}

et on pose
lullF. = llullf = /Rn €[> a()?de .
Pour u et v dans H*(R™), on pose
(wo). = [ lePeate) - T
Dans cet article, nous démontrons les résultats d’existence globale suivants.

Théoréme 0.4. (Cas n = 3). Soit ¢g > 0 fizé. Soit d > 0 et 0 < § < & deuz nombres réels donnés.

1l existe deux constantes strictement positives Ky et K; telles que si, 0 < € < gg et si le couple de vecteurs a
divergence nulle (u§,uj) € H'7(R3)3 x HY(R®)3 et la force f¢ € L'((0, +00), L*(R3)3)NL?((0, +o0), H(R?)3)N
Lr((0, +oo),Hp_;1+d(R3)3)), oul<p<2etous— % + % + 2 >0, satisfont auz conditions

3 [ 1 3
et ([luille +e2lluillgs) + e (VugllL2 + €2 [[Vus| gs)

1 S §+L*3+Q
+ e (1w + A1 ey + TN et < Ko

1 (0.9)

2

3 g 1 g 1 )
et (luillzz +e2lluillgs) + e*(IVugliLz + 2 Vgl gs) + e (1[5l L2 (z2) + €2 ”fEHL?(H‘S))}
1

_1 3 1 1 _1 2
X [5 “lugllrz +etl|uille + 5| Vuglle + e[| f¥llL2r2) + € 4||f6||L1(L2):| <K,

Uéquation (0.2) admet une (unique) solution intégrale globale (u®,us) dans C°([0, +00), H' 9 (R3)3 x HI(R3)3).
En outre, il existe une constante strictement positive Cy telle que, pour toutt > 0,

3 3 1 3
4 (g (0)ll 2 + € [luf ()] o) + €7 (Ve (1)l 2 + 2 Ve (1) ) (0.10)
< Colet (sl + ¥ sl ) + ¥ IV 12 + €3 IVuGl o) + €4 175z + €515 N pogan))] +

et
_1 3 8 1 s 1 s
e [u(t)l[r2 < Co [54 (luillzz + ez luillgs) + 7 (IVuglizz + 2 IVugll gs) + 7 (1 f N z2cr2) + €21 p2cs))

e ugle + e H o)
(0.11)

On déduit immédiatement de ce théoréme le corollaire suivant.

Corollaire 0.5. (Cas n = 3) Pour tous nombres réels 0 < § < % et d > 0, il existe une constante strictement

positive Ko = Ka(d,d), et, pour tout nombre réel R > 0, il existe un nombre strictement positif e1 = €1(6,d, R),

tels que, pour tout couple de vecteurs a divergence nulle (u§,us) € HOT(R3)3 x HO(R*)? et toute force f¢ €
. —1

LY((0,+00), LA(R?)*)NL2((0, +00), HY (R?)*)NLP((0, +00), H' 7 T4 (R%)%) (ou1 <p < 2eton—142t4d>

0), satisfaisant auz conditions

(lagllzs + 172 0ae ) x (IVU5 ]2 + 165 p2an) ) < Ko
R (0.12)

lugllze + IVugllms + lluillas + 155N L2asy + 155 o) + IIfEIILP(H%ud)



ESAIM: PROCEEDINGS 69
Uéquation (0.2) admet une (unique) solution intégrale globale (uf,us) dans C°([0, +00), H'T°(R3)3 x HO(R3)3).

On pourrait démontrer un analogue du théoreéme 0.3 permettant de comparer les solutions du systeéme (0.2)
aux solutions du systeme des équations de Navier-Stokes (0.3) sur tout intervalle de temps fini. Comme la
démonstration est vraiment semblable a celle faite dans le cas de la dimension deux, nous renvoyons le lecteur
a Particle [16].

Dans un article a venir, nous étudierons aussi le comportement asymptotique en temps des solutions des
équations (0.2), en dimension deux d’espace, quand & > 0 est suffisamment petit. En particulier, nous le
comparerons a celui des équations de Navier-Stokes correspondantes.

Le plan de cet article est le suivant. Dans un premier paragraphe, nous introduisons tous les outils nécessaires
pour démontrer le théoréme 0.4. Nous faisons d’abord le changement de variables qui ramene les équations (0.2)
a des équations indépendantes de €, mais ou la donnée initiale et la force dépendent de €. Ensuite, nous faisons
une décomposition en basses et hautes frégences des solutions et enfin, nous rappelons des inégalités de type
Strichartz. Au paragraphe deux, nous démontrons le théoreme 0.4 en plusieurs étapes.

1. PRELIMINAIRES

1.1. Changements de variables

Pour démontrer des inégalités de type Strichartz ainsi que l’existence globale de solutions, il vaut mieux
travailler avec des équations dont les coeflicients sont indépendants de €. Pour cette raison, on fait le changement
d’échelle suivant :

- _ 1 T Yy - _ 1 T Y
u (T,y)—ﬁU(?ﬁ), f (Tay)—ﬁf(gaﬁ)

On pose :

Ce changement d’échelle transforme les équations

eul, +ul — vAu® = —uf - Vu® — Vp® + f€
divu® =0, (1.2)
(u®, uz)(0,y) = (ug(y), ui(y)),

en le systeme ci-dessous, ou e transparait seulement dans les conditions initiales et dans le terme de force :

Uyt +up — VAU = —u-Vu—Vp+ f
divu =0, (1.3)

(u,u)(0,2) = (\/gug(\/gx)v 53/2“?(\/5@)) = (uo, ul) :
Un calcul élémentaire et rapide montre que, par ce changement d’échelle, on a les égalités de normes suivantes :

lullgr, = e¥ %, , Vs 20, »
341 ’
lulliy =@ 2wy . VP21,
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et, en particulier,

lullzs = [[wfl|z2 5 IVulre =7 Vu|a , lluellzz = e ullzs . (1.5)
Un calcul tout aussi élémentaire montre que, pour p > 1, on a les égalités suivantes :

34s_ 1
1l oz =272 1 N porryy » ¥P 21, Vs20. (1.6)

1.2. Décomposition en basses fréquences et hautes fréquences

Parmi les outils de base utilisés dans la démonstration du théoreme 0.4 figure la théorie de Littlewood-Paley.
Nous rappelons rapidement ici la définition et les propriétés des décompositions dyadiques.

On introduit une fonction paire x* € C§°(R) telle que le support de x* soit contenu dans la boule Bg(0, %) de

centre 0 et de rayon 2 dans R et que x* soit égale & 1 dans un voisinage de la boule Bg(0, 2). Si on pose
yon 3 X g g 1

on voit que le support de ¢* est contenu dans la couronne Cr(3,5) = {€ € R|3 < [¢] < §} et que ¢* est
4 3)

identiquement égale a 1 sur la couronne Cr(3, 5

Pour j € Z, on pose

() =" (5)

Lg support de ¢} est contenu dans la couronne 2jCR(%, %) et ¢ est identiquement égale a 1 sur la couronne
21Cr(%,2). On remarque que

X+ 5O =1, VEEeR, (1.7)
j=0

et que
supp (y,) Nsupp (py) =0, Vp,glp—q|>2.
On définit ensuite les fonctions ¢ et x sur R? en posant

p(z) = ¢ (lz]), x(@)=x"(z]), VzeR®.

Si w est un élément de S’'(R?), on note F(u) la transformée de Fourier de u et F~!(u) la transformée de Fourier
inverse de u. Maintenant, on est en mesure de définir les opérateurs de troncature en fréquences suivantes, pour

tout u € S'(R3),
Aju=FHpj(OFw)(), VjeN
A_yu=F " (x(F (u)(€)) ,
Au=0, Vj j<-2. (1.8)
Squ = Z Aju, Vg, g>1.

i<q—1

L’égalité (1.7) et la définition (1.8) entrainent que tout élément u € S'(R3) s’écrit

u= Z Aju . (1.9)

j=—1
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Dans la suite, on aura besoin du lemme de Bernstein suivant (pour une démonstration, voir [6] par exemple).
Soit C = C(r1,72) une couronne de petit rayon r; > 0 et de grand rayon ro > 7.

Lemme 1.1. (Lemme de Bernstein) Il existe une constante Cy strictement positive telle que, pour tout élément
u de S'(R3) ayant le support de Fu contenu dans la couronne 29C, ou q € Z, on a les estimations suivantes,

25O |u| e < ‘s?pk 0%l Lr < 29%CF|ulle , YE>0, Vp>1, (1.10)
et L
Jull o < Co2%% 5 ufl e, VP =p>1. (1.11)

De méme, pour tout élément u de S'(R3) ayant le support de Fu contenu dans U_1<;j<42°C, ot g €N, on a les
estimations suivantes,

sup ||0%ul|rr < 2ko§||u||Lp , Vk>0, Vp>1
=k o (1.12)
ull o < Co2*% 7l , WP Zp>1.

La décomposition dyadique introduite ci-dessus nous permet de donner une définition alternative de 1’espace
de Sobolev H*(R3). En effet, du lemme de Bernstein, on déduit qu’il existe une constante C; strictement
positive telle que, pour tout s > 0,

Cr Ml < 37 2 Aulle < 5 ule - (1.13)

j=—1

On peut facilement définir les espaces de Besov B;)T(Rz%), ou s, p et r sont des nombres réels, p > 1, r > 1,
grace aux décompositions dyadiques,

B;yr(Rg) ={we S’(R3) | ”wHBf,,T =( Z 2jrs”AJ_w”2p); < 400}

j=z—1
Remarquons que, dans la démonstration des inégalités de Strichartz, on utilise I'inclusion continue suivante
B),(R®) — LP(R®), Vp>1. (1.14)

Dans la preuve du théoreme 0.4, nous aurons besoin d’estimations de ||u||L$(Loo), ol u est la solution du
systeme (1.3), ot p > 1 et ot LY(L>) = LP((0,t), (L>=°(R3))?). Dans ce but, nous allons décomposer u comme
suit

Jo—1 400
u= Z Aju+ ZAjuzgou—F(I—go)u, (1.15)
Jj=-1 Jj=Jo

ou jo est un nombre entier positif bien choisi.

Remarques 1.1. a) On note qu’il existe une constante Cy strictement positive telle que, pour tout s > 0,

1Soulls < Collulls , (I = So)ulls < Callulls . (1.16)

b) On remarque aussi que, si u est un vecteur & divergence nulle, alors Sou et (I — Sp)u sont aussi des vecteurs
a divergence nulle.

c¢) Enfin, on remarque que Sou contient les basses fréquences et est aussi régulier que I’on veut tandis que (1 —S'O)U
contient les hautes fréquences et a la méme régularité que u. Au cours de la démonstration du théoreme 0.4, on
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estimera ||5'0u|| L (Le<) grace a un argument de fonctionnelle d’énergie et au lemme de Bernstein. Au paragraphe
suivant, on donnera une estimation de ||(I — Sp)ul| r2(r~) en utilisant des inégalités de Strichartz obtenues pour
le systéme affine correspondant & (1.3). On précisera aussi le choix de jo.

On termine ce paragraphe par un rappel des lois de produit ci-dessous, qui sont des variantes des estimations
de produits classiques (voir [1] ou [6]).

Proposition 1.2. 1) Pour tout nombre réel s > 0, il existe une constante strictement positive Cs = Cs(s) telle
que, pour tout uy et tout uz, ot u; € L=(R3) N H*TY(R3), pouri=1,2, on a

[|u1 Vugl|s < Cs(Jlurllzos Julls1 + uall Lo llurfls1) (1.17)

2) Pour tous nombres réels sy et sy, o 51 < 3/2, 53 < 3/2, 514 53 > 0, si u; € H%(R?) pour i = 1,2, alors
uiug appartient a Uespace HS'152=3/2(R3) et on a linégalité

urual|s, +5,—372 < C3 (514 52) 7% + (3/2 = 51) 72 + (3/2 — 52) 7/%) [l ||, [z, (1.18)

ot C5 est une constante strictement positive indépendante de u; et de s;, 1 = 1,2. Si, en outre, le support de
Fuq est contenu dans U_lgqu2j(,’, ou q € N, st us appartient a H51+82_3/2(R3) et sis1+s2—3/2>0, on
obtient [’estimation suivante

Jurts|s, +5,-372 < C3 (51 + 52) 72+ (3/2 = 52) 72 Juals, [luzllsy + Cpgllurlloellualls, 15372, (1.19)

o p > 1 est un nombre réel ou bien p = +oo.

La démonstration de I'inégalité (1.18) est donnée dans [6] et [1] par exemple (voir aussi [17]). Comme les
inégalités (1.17) et (1.19) ne figurent nulle part sous cette forme précise, nous donnons leur démonstration dans
lannexe A.

1.3. Inégalités de Strichartz

Dans ce paragraphe, nous énoncerons les inégalités de Strichartz pour le systeme affine associé au systeme
(1.3). Si on applique le projecteur de Leray P aux équations (1.3), on obtient le systéme

uge +up — vVAu = —P(u - Vu) + Pf,
divu =0, (1.20)

(uvut)(ovx) = (anul) .

Pour obtenir une estimation de ||ul|,2() ou plutét de [|(1 — 5’0)u||L?(Loo), on introduit le systeme linéaire non
homogene suivant, associé au systeme (1.20),

Utt + Ut —vAU = G,
divU =0, (1.21)
(U7 Ut)(O,,’E) = (u07u1) )

ol G est un terme de force. Et on démontre des inégalités de type Strichartz pour le systeme (1.21). Si on
applique opérateur A; aux équations (1.21), on obtient le systéme

(AjU)tt + (A]U)t - VAA]‘U = AjG,
div AjU =0, (1.22)
(AU, (A;U))(0,2) = (Ajuo, Ajuy) -
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On remarque que le support de A;U est contenu dans la couronne 2/C. Pour nous ramener & un support inclus
dans la couronne fixe C pour tout j > 0, on pose

Uj (7-7 y) = AJ'U(27J‘7-7 2ij) .
Pour tout j > 0, U; satisfait & ’équation suivante:

(Uj)er +279(U;), —vAU; = 27U AN;G(2797,279y) = 272 G,(1,y),
divU; =0, (1.23)
(U, (Uj))(0,y) = (Ajuo(277y), 277 Ajur (277y)) = (uoj,u1,5)

ou encore, si U; = FU; désigne la transformée de Fourier de Uy,

U rr + 27055 + W[EPT; = 277G,

T Y (1.24)
(U;,Uj,r)(0, ) = (Uo 5,1 5) -
Par exemple, dans le cas ot G est nulle, la solution U; du systeme (1.24) s’écrit
ﬁj(ﬂ &= —x)7! (()\—ao,j - al,j)e>\+t + (u1,; — )\+a0,j)€’\7t) ’ (1.25)

A= (6 = g (27 = (@7 - algP) ).

Puisque le support de U; est inclus dans la couronne fixe C, on remarque qu’il existe jo > 0 tel que, pour j > jo,

41€]2 —27% > 0 et donc
1 ; -
= —_( =977 , 2 _9-2
e =2e() = 5 (-2 2iVAP —277) .

Done, quand j > jo, nous sommes dans le cas hyperbolique et on pourra démontrer des inégalités de type
Strichartz pour (I — So)U EJFOO A;U. Dans le cas contraire olt j > 0 est petit, nous sommes dans le régime
parabolique.

Dans la suite, on fixe jo > 0 tel que, pour j > jo, 4/£|> — 272 > 0. Dans I'appendice de larticle [16], nous
avons démontré 'inégalité de type Strichartz contenue dans la proposition suivante. Pour montrer que l'on

peut choisir des normes différentes sur les diverses parties du terme de force, nous avons écrit G sous la forme
G =G1+ Go+ Gs.

Proposition 1.3. (Inégalités de Strichartz) Pour tous nombres réels strictement positifs 6, 61, d et s, il existe
une constante strictement positive Cy = Cy(J, 01,02, 93) telle que, pour toute solution U du systéeme (1.21) et
pour tout t > 0, on a

I = 50)Ull2(0.0.0) < Ca(I(Z = Soyuollis+ (T = So)urlls + 1T = 50)Crll oy ooy

+H(I - S’O)G2||L2((O,t),H%+é2) + ||(I - gO)G3HL P((0,8), H%‘FS@))
(1.26)

o1 <p<2,

Remarquons qu’en dimension trois d’espace, I’estimation de Strichartz classique, pour 1’équation des ondes
sans dissipation, ne donne pas une estimation de (I — So)U en norme L?((0,t), L°°) avec une constante Cy
indépendante de ¢, mais seulement en norme LP((0,t), L*), pour p > 2. Ici, nous obtenons une estimation de
(I — So)U en norme L2((0,t), L) avec une constante Cy indépendante de ¢, car nous avons tiré partie de la
présence du terme de dissipation U; dans 1’équation (1.21) (pour plus de détails, voir [16]).
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Au paragraphe 2, dans la démonstration du théoreme 0.4, nous appliquerons la proposition 1.3 a la solution
du systeme (1.20) avec G = —P(uVu) + Pf. Remarquons que nous aurions aussi pu appliquer I'estimation plus
faible dans LP((0,t), L°°), pour p > 2, mais la démonstration aurait été plus longue et plus technique.

2. DEMONSTRATION DE L'EXISTENCE GLOBALE DE SOLUTIONS POUR DES DONNEES

PETITES EN DIMENSION TROIS D’ESPACE

Soit 0 < 6 < 3 et d > 0 fixés. Soit f un terme de force appartenant a I'espace L'((0,+00), L*(R?)3) N
L2((0,+00), HO(R3)3) N LP((0, +-00), H'7 T4(R%)3)), olt 1 < p < 2 et ot 3 — L8>0

Pour tout couple de vecteurs & divergence nulle (ug,u;) € H'TO(R3)3 x H(R3)3, il existe une unique
solution intégrale (u(t),us(t)) € CO([0,70), H'TO(R?)? x H°(R3)3) des équations (1.20), ot 70 > 0 dépend de
la norme de (ug,u;) dans H'tO(R3) x H?(R3) et de celle de Pf. Si en outre, f est plus réguliere et que
(ug,u1) € H?(R3)? x HY(R?®)3, alors la solution (u(t),us(t)) appartient & C°([0, 7o), (H3(R?) x H'(R?))3) et
est solution classique de (1.20). Soit Ty > 0 le temps maximal d’existence de la solution (u(t),u.(t)) de donnée
initiale (ug,u1). Si Ty est un temps fini, alors la norme ||(w(t), u(¢))||g1+5x gs tend vers linfini quand ¢ tend
vers Tp. La démonstration de lexistence locale de solutions de (1.20) se fait comme dans [16] en utilisant la
forme intégrale de I’équation et le théoreme de contraction stricte. On démontre 'unicité de la solution en
appliquant le méme type d’inégalités que celles utilisées ci-dessous. Comme les démonstrations de 'existence
locale et de 'unicité sont analogues & celles données dans [16] dans le cas de la dimension deux d’espace, nous
ne les reproduisons pas ici et renvoyons le lecteur & [16] .

Soit donc (ug,u1) € H'T(R3) x H(R?) un vecteur & divergence nulle. On note (u,u;) la solution locale de
(1.20) de donnée initiale (ug,u1); on pose

v==Su, w=(I—-Su.

On rappelle que, comme conséquence du théoréme de Bernstein, v(t) est aussi réguliere que voulu.

Soit kg > 0 une constante donnée petite, qui sera précisée ultérieurement. Si ||v(0)||s, ||Vv(0)| L2, ||[Vv:(0)| L2,
|Av(0)]| L2 et ||[(w(0), w(0))||fr1+s s sont suffisamment petits, alors, par continuité, pour ¢* > 0 assez petit,
lo@llze, IVo@)llzz, IVoe®)llzz, |Av(t)|zz et |[(w(t), w:(¢))]| gr+sx s sont inférieurs & ko/10, par exemple,
pour tout ¢ € [0,t*]. En outre, ||w(t)||z2((0,t+),L) est aussi inférieur a ko/10. En effet, I'existence locale et les
estimations de Strichartz données a la proposition 1.3 entrainent la continuité en temps de la norme de w dans
L2((0,t), L®). Tl existe donc un temps 0 < T* < Tp tel que

* 1/2 1/2
T = sup{t > 0| 0(t)[l 1 + [ Av]| 155 0,00 1y IVO Eo0.00.22) + 1]l 20,00,y < Ko} - (2.1)

Supposons que Ty > 0 soit un temps fini et que T* < Ty. Dans un premier temps, on va établir des estimations a
priori de (v(t), ve(t)) et (w(t), we(t)) sur Uintervalle [0, 7*]. Ensuite, on montrera par contradiction que 7% > Tj
et que en fait T et Tj) sont infinis. Dans une premiere étape, on va rappeler la fonctionnelle d’énergie classique
communément utilisée dans I’étude des équations d’ondes avec dissipation et d’ailleurs aussi utilisée par [3]. A
I’aide de variantes de cette fonctionnelle classique, on va établir diverses inégalités d’énergie pour v et w. Dans
une deuxieme étape, on fera la somme de toutes ces inégalités pour obtenir des estimations a priori de v et w
sur I'intervalle [0,7™]. Dans la troisieme étape, on donnera une estimation a priori de ||w||z2((0,7+),L). Dans
la derniere étape, on montrera qu’en fait Ty = T = 4o0.

2.1. Premiere étape

Si on applique 'opérateur So & Péquation (1.20), on obtient I’équation suivante satisfaite par v,

v + v — vAv = SoPf — S'OIP’(u -Vu) . (2.2)
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Si on forme le produit scalaire dans L?(R?) de (2.2) avec v+ 2v; et si on intégre par parties, on obtient I’égalité
suivante, pour 0 <t < Ty,

d /1 1
L (Lot s+ St V0l3a) + (el + I To12)
= (So(Pf), v + 2v;) — (So(P(u - Vu)),v + 2v;) .
L’inégalité de Young |ab| < a?/2d + b*d/2 et I'équation ci-dessus impliquent Iinégalité suivante
d /1 1 3
= (Gl+oeliza + 5lell3e + VIV ) + (Gllerl2e + v 90li3)

dt ] | i (2.3)
< [(So(Pf), v+ ve) + |(So(P(u - V), v + 20)| + [|SoP S 17z -

Si on intégre I'inégalité (2.3) entre 0 et ¢, pour tout 0 < ¢t < Tj, on obtient ’estimation,

1 1 t 3
gll(v+vt)(t)lli2 + gllvt(t)llé +v[|Vo(t) |7 +/0 (levt(s)lliz + v[|Vo(s)||72) ds

1 1 ~ to
< 510(0) + v (O)lIZ: + 510072 + I Vo(O)l[72 + 1 SoPF 17212 +/O |(So(P(u - Vu)), v+ 2v)| ds

+ IS0 @A) 21 (0,69, £2) 1V + Vel oo ((0,0),12) -

(2.4)
De l'inégalité ci-dessus, on déduit en particulier que, pour 0 < ¢ < Ty,
1 9 1 2 2 '3 2 2
ZH(U + )| Zoe(0,6),2) T §||Ut||Loo((o,t),L2) VIVl Lo (0,0),L2) +/o (ZHUt(S)HLz +v|[Vo(s)|72) ds
< 510(0) + w(O) 2 + 51003 + w10 O + ISoBS 0,1 1 (25)

t
+ / |(So(B(u - V), 0 + 26| ds + 1021 0.7 12 -

Si on forme maintenant le produit scalaire dans L?(R?) de (2.2) avec —Av — 2Aw; et si on intégre par parties,
on obtient ’égalité suivante, pour 0 < ¢t < Ty,

d /1 1
= (GIV@+ 0l + 5 IVurl7s + vIAv)Za ) +(1VolFa + viAc]32)

dt
= (So(Pf), —A(v + 2v;)) + (So(P(u - V), A(v + 2v;)) .

L’inégalité de Young et le lemme de Bernstein ainsi que I’égalité précédente impliquent que, pour 0 < ¢t < Tp,

d 1 1 3

= (GIV@+ w3 + SIVerlZatvilAvlE) + (1903 + vlAvs)
1 - -

< (S0P fl72 + AlIVSoPfIIZz) + [(P(u - Vu), Aw + 20,))] (2:6)

1 . ~ -
< ( + 22O S f|3 + |(So(Plu - Vu)), Alw + 200)]
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Si on integre 'inégalité (2.6) entre 0 et ¢, pour 0 < ¢t < Ty, on obtient,

1 1 3 [t
§|IV(U + vt)(t)II%z+§||Vvt(t)lliz + v||Av(t)]|7: + 1/0 (IVvell i + vl Av|72) ds
1 1
S§IIV(v +0)(0)]172 + §||Vvt(0)l|%z + V|| Av(0)[|7- (2.7)

1 . - Lo
+ (; + 220F2C) S0P f |72 (0,),22) + /0 |(So(P(u - Vu)), A(v + 2vt))| ds .

Maintenant, nous allons estimer le vecteur (w, w;) dans H*71(R3) x H*(R3). Si on applique Popérateur I — Sy
a I’équation (1.20), on obtient 1’équation suivante en w,

w4+ wy — vAw = (I — Sg)Pf — (I — So)P(u - Vu) . (2.8)

Si on prend le produit dans H‘S(R?’) de I'équation (2.8) avec w + 2wy, on a, pour 0 < ¢t < Ty,

d /1 1
7 (Gl wrll3 5 w3 4+ vllwlF ) + (el + vlwll3a) 9
= ((I = So)Pf,w+2wt)s — (I — Sp)P(u - Vu),w + 2w)s -
L’inégalité de Young et les inégalités (1.13) entrainent I’estimation suivante:
(I = So)Pf,w+ 2we)s| <II(T— So)Pfll5([lwlls + 2llwells)
~ 146 .
<1t = SoBells (€12 (3 2220 A5ullfe)? +2]wlls))
Jj=jo
[
~ . 1
<11 = So)PAlls (= (D2 2270 Ajullfe)® +21fwells) (2.10)
Jj>jo
B
< (T = So)BS s (5 lwlls +2wels)
i0)+26 G 2 1 2,V 2
< (g +4) I =SB + Jllwel3 + il -
L’égalité (2.9) et I'inégalité (2.10) impliquent, que, pour 0 < ¢ < Ty,
d /1 1 3
= (Gl + wellF + 5wl + viwl3 ) + 5wl + vl
3426 (2.11)
C(14_ Q 2 Q
< (T + ) = S0P IZ+1((I = So)P(u- Tu), w+ 2u)s]

et aussi, apres intégration entre 0 et ¢, pour 0 < ¢t < Tp,

1 1 3 [t
§Il(w +we)(8)]I3 + §Ilwt(t)||§ + v]w(t)|[3 + 1/0 ([[well3 + vlwl|3y,) ds

1 1
< 3w+ ) O + 5l ) + (Ol
03-‘,—25 t N t B
(D +4) [ 10 = 80P ds + |11 - S0P V) w o+ 2w0)s]ds
0 0

(2.12)
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2.2. Deuxieéme étape

Dans cette étape, on détermine des estimations a priori pour (v,v;) et (w,w;) en utilisant les inégalités
obtenues dans la premiere étape.

Si on additionne les inégalités (2.7) et (2.12) et si on applique le lemme de Bernstein, on obtient 1’estimation

suivante, pour tout t, 0 < t < Ty,

1 1 3 [t
§IIV(v + vt)(t)lliz+§||Vvt(t)lliz + v[|Av(®)||7: + 1/0 (IVvell72 + vl|Av|7.) ds

1 1 3 [t
+ 5ll(w +wi)(8)]3 + 5llwt(t)||§ + w3, + 1/ (llwell3 + vllwl]l31) ds
. .Y (2.13)
gEg+|/ (S'O(P(u-Vu)),A(v+2vt))ds|+|/ (I = So)P(u - Vu),w + 2w,)s ds|
0 0

< Eg+ | /0 (So(P(u - Vu)), A(v + 2v,)) ds| + | /0 (I = So)P(u- Vu), w+ 2w, ds|

ol
« 1 1 1 , -
By =3IV 0+ 0)(0)32 + 51 90(0) 22 + v A0(0) 22 + (5 + 222 C) S0P F 12 (0 009,12
1 1 O3+25 (2]‘4)
2 2
+ 51w+ w) )3 + 5 1w O + vw©)F 1 + (g +4) I =SB, oey i) -
et

. . 1 .
Eo =C3|[Vu(0)72 + 22 Cglun(0)|[72 + 27 Cov[[Vu(O)lI7z2 + (= + 227 COIP Iz (0,4.00),22)

—

1+26 3+26 (2'15)

Ci G
S O+ (i +4) Py i) -

Il (O)F + (v +

l\DIOJ

Nous allons maintenant estimer les deux derniers termes du membre de droite de I'inégalité (2.13). Le terme
|f0t(5’0(]P’(u - Vu)), Av + 2Av;) ds| se majore comme suit. On décompose d’abord u en la somme v + w et on
écrit,
t t
| / (So(P(u- Vu)), Av + 2Av;) ds| = | / (SoP(w-V(v+w)+v-Vw+uv-Vu), Av + 2Av,)ds| .
0 0
Ensuite, on majore séparément chaque terme. On obtient alors, pour 0 < t < Ty,

t T
/ (SoP(w - V(vtw) + v - Vi), Av + 2A0,)|ds < 02/ el ze (V0] 22 + [Vollz2) (I Avll 2 + 2] Avell2)ds
0 0

-
+ Colv||Lge (L) / IVwllz2 (1Av] 2 + 2| A 12) ds
0
< Collwll 2oy IVl L3022y + VOl Lo 22)) (1A 1222y + 20| Al 12(12))
+ C2||U||L§°(L°°)||Vw||L§(L2)(||AU||L§(L2) + 2||Avt||L§(L2)) ;

oll, ici et dans la suite, LY (L?) désigne LP((0,t), L4(R3)3). En tenant compte de la définition (2.1) de T*, des
inégalités de Bernstein, des inégalités (1.13) et de I'inégalité de Young, on déduit de I'inégalité ci-dessus que,



78 ESAIM: PROCEEDINGS

pour 0 <t <T¥*,

t
| / (SoP(w - V(v 4 w) 4+ v - Vw), Av + 2Av,) ds|
0

2 5/2 2+456/2 1
< Csky ( o/ ||w||L2 ey T O 2w W[ oo (gotry + HVUHL?"(L?))(HAUHLf(L?) + 271G Vor| p2(r2))

Jo 2
477—y+ ) (CF ol ey + O 0l e ey + 1900 0

+ )| Av|[Za 2y + 0l VOel T2 2y -

< 3O§k§(

(2.16)

Il reste & majorer le terme | fOt(S'OIP’U -V - V), Av + 2Av;) ds|. Gréace a I'inégalité de Holder et aux inégalités
de Sobolev, on peut écrire, pour 0 < ¢t < T,

t t
|/ (SoP(v - Vo), Av + 2A0;) ds| < cz/ lollo |70l (10 2 + 2 Av]|22) ds
0

IN

Oy / o]l Lo | V0l 22NVl s (1A 22 + 2(| Ave | 2) ds

IN

CxC¥® [ IV (vl + 2 5l52) s

IN

3/2 1/2 1/2
CoC3 2 V0 ge (2 VI g o 1AVI Lt o) (1 A0 2222) + 201 Av ] 222)

En tenant compte de la définition (2.1) de T* et en appliquant les inégalités de Bernstein et I'inégalité de Young,
on déduit de I'inégalité ci-dessus que, pour 0 < t < T,

t
| / (SoP(v - Vv), Av+2Aw;) ds|
0

3 2 1/2 1/2 1
< G082Vl nzm (2 V0l o oy 1AVI o) (1801 22 12) + 270+ Col| Avel| 212
< kOC?Cg/2||VU||L;?°(L2)(”AU”Lf(L?) + 2T Co [ Vourll 2 (r2y)

BO3CE | KC3CErcy
dnv

< (

)”VUH%;?O(B) + 77V||AU||%§(L2) + 77||Vvt||ig(m) -
(2.17)

Pour majorer le terme | fot((l — S0)P(u- V), w+ 2w;)s ds|, on décompose & nouveau u en la somme v +w. Mais
maintenant, on utilise la loi de produit rappelée dans la proposition 1.2 et ainsi on obtient

|/0t((I—§0)IE”(w V(v +w)+v-Vw),w+ 2w;)s ds|
T B _ B
< [+ (I = So)w- Vo)l + (T = So)w- Vs + (T = o) Vuls) o + 2] ds
0

-
< 202/ (lwllzoevllssr + ol lwllssr + wl e lwllsa) llw + 2w s ds
0

<205 ([wll 2z 10l e 55y + [0l (2o 0l oy + 0l poey 01l e arsssy ) 1w + 20l s -
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Gréce & la définition (2.1) de T*, I'inégalité ci-dessus implique que

| /t((I — S0)P(w - V(v 4 w)+v - Vw), w + 2w,)s ds|
0

< ZCZkO(HUHLgO(HHl) + ||w||L§(H6+1) + ||w||Lgo(Hé+1)) (”wHLf(HS) + 2||wt||L§(H5)) :

En appliquant plusieurs fois I'inégalité (1.13) ainsi que I'inégalité de Young, on déduit de 'estimation ci-dessus
que, pour 0 <t < T,

|/t((I — So)P(w - V(v 4 w) 4+ v - Vw), w + 2w,); ds|
0

6+3/2
< 2k Ca ([0l e sz 0l sy + 0l oo o)) (C1 2wl sy + 2wrll s (2.18)
<C2 3k80§+26 12k(2) C4+522j05 v 2 2 2
= 2( + )( 1 ” U”L;?O(LQ) + ||w||L%(HJ+1) + Hw” ,‘?O(H5+1))

nv
+ 77””“’”%%(5(1%) + 77”’“%”%3(1-{5) .

Il reste & majorer le terme | fg(([— So)P(v-Vv), w+2w)s ds|. Puisque le terme (I —Sp)P(v-Vv) ne contient que
des hautes fréquences, on peut appliquer les inégalités (1.13), ¢’est-a-dire remplacer le terme ||(I —So)P(v-Vv)| s
par ||(I — So)P(v - Vv)||; par exemple. En appliquant en outre les inégalités (1.13) et la proposition 1.2, on
obtient alors les estimations suivantes, pour 0 < ¢ < Ty,

t t
|/ (T = So)P(v - Vo), w + 2wy)s ds| g/ (T = So)P(v - Vo) s |w + 2|5 ds
0 0
t
<G / (0 - Vo) flw + 25 ds
0

t
s
<20 GO [ ol ol + 20 ds
0
s
<203 CoCsC1* 2 ol e (o) 1 A0 22 0 + 2l 2 )
ou Cs est une constante strictement positive ne dépendant que de la fonction de troncature ¢ introduite au

paragraphe 1.2. Comme dans (2.18), en utilisant deux fois 'inégalité (1.13) et I'inégalité de Young et en tenant
compte de la définition de T, on déduit de l'estimation ci-dessus que, pour 0 < ¢t < T,

t
| /0 (I = So)P(v - Vo), wh2wy)s ds| < 2C5 CoCskoC> T2 Av| 22y (CF 22wl 2 grresy + 2lwel 2 as))

(koCoC3C5)2C3T0
n

3+6
Cl

(4+ ) Av]Zs e, -

(2.19)

Sl sy + mllwel g sy +

On pose maintenant n = 1/8. Si on majore ||Vv||%§o(L2) par 2||Vv + VWH%?(L?) + 2||V”t||2Lt°°(L2)v on
voit facilement que les estimations (2.13), (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19) entrainent I'inégalité suivante, pour
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0<t<TH,

1 1 1 [t
gl\V(v +u) ()72 + §||Vvt(t)lli2 + v||Av(®)[|72 + 5/0 (IVoel|72 + v]|Av|7.) ds

1 1 1/t
+ 3@+ w) O3 + 5 w1 + vlw®l 0 + 3 / (lwell3 + vllwll3 ) ds

C>C:C 203+6 C3+6
< B+ COOTG G A, .
1 2%0C? C3  CE2%0C? 3032 12 ;
+ 2803 [3(1 + ) + (£ + S0 4 (4 )]
0BGt ) G, ra Rl e g Lo
X ([IV0 + Vo7 (12) + I VOrl[ e (12))
1 22jOC2 C3+26 4
+ 3]€(2)C22 [Cil+5(4n_y + n O) + ( ;V + ;)} (Hw”if(gsﬂ) + ||wHi§O(H6+1)) )
(2.20)
oun=1/8.
Si on choisit maintenant ky > 0 tel que
C>C:C 203+6 C3+5 -
kg{(235) L (442 )SK
n v 17 4
1 22003 C3 0322003 30312 511
V2 (2 [3 L 0 Ls S 0 1 25V 0892500 | < 2 291
0~2 (4’I7V+ n )+(477V+ n )+( nv +77)1 1= ( )
I NS A (NP
3k2C2 [C4+5 — 1 v
AT G )T S Tl =T
on déduit de l'estimation (2.20) que, pour 0 < t < T,
1 2 1 2 2 L 2 v 2
1IV@+ o))z + ZIVer D)l vl o)z + ; (GIVeellzz + 7 Avl72) ds
2 2, BV 2 L[ 2 2
H(w +w )OIl + [lwe(OlI5 + w50 + 3 ; (lwell§ + vllwl§11) ds
SEO )
(2.22)
ou encore finalement,
t
IV (0 + o) (@)]|72 + Ve )| 22+ Av(t)] 22 +/O (IVuellZz + vl Av]z:) ds
(2.23)

t
+H(w+wt)(t)l\§+Ith(t)H?+V|\w(t)||§+1+/0 (lwellF + vlwl3y) ds
<4E, .
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Pour obtenir des bornes de v px L2y, [[vellLee(z2) et de [[Vol|pe(L2), on additionne les inégalités (2.5) et
(2.22). On obtient alors, pour 0 < ¢t < T*,

1 1 t 3
—||v + el e 0,0),L2) + —||vt||%oo<<o,t>,m> + V[Vl 2 (0.0).12) + /0 (—||vt(s)lliz +v[|Vo(s)||1) ds

t
—||V(U+Ut)||Loo((0t) T3 ||VUt||Loo ((0,8), L2)+V||AU||L°°((Ot) L2)+/0 ( IVvelZ2 + ||AU||L2)

. (2.24)

+§||w+wtllim((0,t)7m) + §||wtllim((0,t)7m)) + zllwllzw((oi))gsﬂ) + i/ot (lwell3 + viwllf 1) ds
<Ey+Ej} + /Ot |(So(P(u - Vu)),v + 2vs)| ds < Eo + Ey + /Ot |(So(P(u - Vu)),v + 2v)| ds
ou
Ef = %IIU(O) + 0 (0)]|72 + %Ilvt(o)lliz + V][ Vo(O)l 22 + 1S0PF1I72((0,100),22) + 15010, 400),12) + (2:25)
et
By =3 [%IIU(O) +ug(0) 72 + 5 . 5 [lut(0 M7z + v VuO)l|Z2 + IPFlI72((0,100),22) + IIPf||%1<<o,+oo>,Lz)} - (2:26)

En tenant compte de la définition de T et en utilisant 'inégalité de Young ainsi que les inégalités (1.13), on
obtient la majoration suivante, pour 0 < t < T,

t t
/ |(SoB(w - V(v + w)), v+ 20)|ds <Cs / ol (IVoll2 + [Vl z2) o + 20 12 ds
0 0
<C» ||w||L$(L°°) (||VU||L$(L2) + ||Vw||L§(L2))||U + 2Ut||1:;>°(L2)
<koCh (||VU||L2(L2) + Vw22 ) (o + vell Lo 2y + ol Lo (22))

(v +vellZee 22y + 10el T (12)) + 8RECE (I V0N 212y + O [wl| Tz gr541))
) (Fo+1)
(2.27)

1
16

Grace aux inclusions de Sobolev classiques, en tenant compte de la définition de T et en utilisant 'inégalité de
Young, on majore le terme fot [(So(P(v - Vv),v 4 2v;)| ds de la maniére suivante, pour 0 < ¢ < T*,

t t
/|(SO]I”(U-VU),U+2vt)|ds gcz/ ol o0l s v + 200 2 ds
0
<Cy / o]l Lo | Voll 22 Vo]l e o + 2] 2 ds

<Ca0y? [ IV IA o + 2052 ds

§O2 3/2|

1/2 1/2
V0l L2z | VIl oy 1AV oy (10 + vl e ) + ol (1))
<08 kol Voll 2z (1o + vell e z2) + ol (22))

1 1
Sqgllv+ Vel e 2y + EHUtHZLgO(Lz) +4k§C3C3 [Vl a2
(2.28)
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Il reste & majorer le terme fot |(SoP(v - Vw), v + 2v;)| ds. On remarque d’abord que, par intégration par parties,

on a
(SoP(v - V), v + 2v;) = (v - Vw), So(v + 2v;)) = —((v - VSo (v + 20,)), w) .
Les inégalités (1.13) et la définition de T™ impliquent alors que, pour 0 < t < T*,

t t
/ (SoP(v - V), v + 207)| ds SCQ/ o]l oo ] 2 [V (0 + 200) = ds
0 0

aps [t
<CCy 7 /||v||Lw||w||1+a(||Vv||L2+2||Vvt||L2)ds

<Cz ol L°°)||w||L2(H5+1 (IVoll 22y + 21 Vel Lz (e

||vvt||L2 L2 ||VU||L2(L2) +CQC3+6I€0( +4)||w||L2 H‘H’l) .

Les estimations (2.24), (2.27), (2.28) et (2.29) entrainent, pour 0 < ¢ < T,

3 t
||v+vt||L°°((0t) T3 ||vt||L°° (0.).2) VIVl (0.0, L2)+4/0 (lve()1Z2 + Vo (s)]172) ds

1 t
+ZIIV(U + )| (0.0, 02) + —IIVvtllioo«o,t),Lz) + V| Av[|T e 0,0),22) + 1/0 (IVeellZe + vl Av|lZs) ds

1 2 3v 2 ! 2 2
0+ 0 vty + 10 iy + T iy + 3 / (lwrll3 + vlwll3 ) ds
1
< Eo+ 1 +4k3C35 (2 + C3) [ Vol|72(12) + F5C5C7 (8Ch + 4 + wlZa gy
Si on choisit kg > 0 satisfaisant, en outre, aux conditions

4k5C3 (24 C3) < KJC3CTHO(8C + 4+ %) <

2N

v
4’

on déduit de l'estimation (2.30) que, pour 0 < ¢t < T'x,

1 3 1/t
g”v + Ut||%°°((0,t),L2) + g”vtn%“’((o,t),L?) + V”vv”%w((o,t),L?) + 5/0 (loe(s)l172 + vIIVo(s)|72) ds
<Eo+ E1,

ou encore,

||U+Ut||%°°((0,t),L2)+||Ut||%°°((0,t),L2)+V||VU||%°°((O,15),L2)+||Ut( )||L2 L?) +V||VU(S)||%2(L2) < 8(Eo+Ey) .

D’apres l'inégalité d’Agmon, on a la majoration, pour 0 < ¢t < T*,
1
||U||L°°((0,t),L°°) < CAHU”L/ t),L2) ||AU||L00((O t),L2) *

Il s’ensuit des estimations (2.23) et (2.33) que, pour 0 <t < T*,

8\3/8
vl Loo ((0,),L00) < 40,4(;) ES’/S(EO + Ey)'E

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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2.3. Troisiéme étape

Dans cette étape, nous allons donner une estimation a priori de ||w||z2((0,¢),L) en appliquant les inégalités de
Strichartz rappelées dans la proposition 1.3. La proposition 1.3 entraine I'inégalité suivante, pour 0 < t < T,

|wllz2((0.6),L) < C4(I|w(0)||1+51 + [we(0)ls, + 1T = So)P(wVw)|l 11 0.4, 2251)
+ 11 = So)PVO) 20,1y + 1T = S0)P@VO) L1 0.4, 051 (2.35)

I = SBT3 0,50y + 1L = SRS, o)

ou0<d; <d,d>0,oul<p<2etounsz—-= —I— —I— > 0. Il reste donc a majorer les normes des quatre
termes quadratiques du membre droit de I’ megahte (2 35) Les inégalités (1.13), (1.16), la loi de produit (1.17)
et Pestimation (2.23) impliquent, pour 0 < ¢t < T*,

: 24 (5461)/2
(1 = So)P(wVw)l 11 (0,00, 711 <20,C5C7TOT/ lwllz2(0,6),L00) 1wl L2 (0,4, Fro+1)

(2.36)
<AC,CCEH O 2y 2 B2 | 0,0y, )

En appliquant la loi de produit (1.17), en tenant compte de la définition de T™* et en utilisant 'inégalité (2.23),
on estime le terme [|( — So)P(vVv)||2((0,4),71) de la maniére suivante, pour 0 <t < T,

& ! 2 2 1/2 ! 2 2 1/2
1 = S0Pl (0.0,111) <202 / ol llollfds) < 2505 / Joll3 | A3 ds )

<205C5[[v]| e (1) | Avl| 212y < 4C2Cskov™ 2By .

(2.37)

En utilisant la loi de produit (1.18) avec u1 = w, ug = Vo, s1 = 01 + 1/2, so = 1 et les inégalités (1.13) et
(2.23), on obtient, pour 0 < ¢t < T*,

7+26 2484
1T = So)P(@V) | 1 (0,09, o <403/ ||w||51+1/2||Vv||1ds<40305 / wlssll Av] 2 ds
+26 T+25+251 38)
ACiCC, T s 180l ey < 16CIC5Cr v Ey .

Il reste & majorer le terme ||(I — S’o)]P’(va)||L1((07t)1H51). Pour estimer ce terme, on va appliquer 'inégalité
améliorée (1.19). En utilisant I'inégalité (1.19) avec u; = v, ug = Vw, 81 = %4‘51 —0, 85 = d et p = 6, I'injection
continue de H' dans L°, le lemme de Bernstein et les inégalités (1.13), on obtient grace aux majorations (2.23)
et (2.33), pour 0 <t < T*,

t
17 = So) PN 11 oy 151 < / (205 [0]l5,—5+32l1ll1+5 + Covgo ol o lawll15,) ds

t
S/ (205Co2C1 =420 4 C 4, OO ) [Vl e wlhgsds (9,39
0

§(20§002(61—5+1/2)j0 + CGJOCSC12+(61+6)/2)HV’UHL?(LQ)||w||L%(H6+1)
<4V/2(205C2 01410 4 O 5 Cs OO LB 2 (B 4 By )Y

Si on suppose que

1
4CQC3C4Cf+(‘H51)/21/_1/2Eé/2 <

5 (2.40)
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on peut déduire des majorations (2.35), (2.36), (2.37), (2.38) et (2.39) que, pour 0 < t < T*,

1/2 T+25+2587

||w||L2((01t)7Loo) <20y (4CQC5k0V71/2E0 + 160;0501 4 U71E0
+ 4\/5(2O§002(5175+1/2)j0 + 061j005012+(51+5)/2)VflEé/Q(EO + El)l/Q

I =SB, )

(2.41)
2.4. Quatrieme étape

Dans cette étape, on montre tout d’abord que T* > Ty. On rappelle que kg > 0 est un nombre réel fixé
satisfaisant aux conditions (2.21). Les inégalités (2.23), (2.33), (2.34) et (2.41) impliquent, pour 0 < t < T*,

1/2 1/2
o)1z + 1AV 0 .22 IV 0.0y 12y + 0]l L2(0.).2) < B, (2.42)
ou

8\ 3/8 B .
B =4Ca (;) By (Bo + B0 + V20 By (B + B1)'/? + 2C4|(1 - SO)PfHLp((o N S
7+26+426;

+2C1[4CCskor 2By /* +16C3C5C, ¢ v By (2.43)

+4V2(205Co201 020 4 G s CsCTT O LBV (B By )Y 2} .
Si on choisit maintenant les conditions initiales (ug,u1) et la force f suffisamment petites, c’est-a-dire f, Ey et
le produit EyFE; suffisamment petits pour que

7425425

81\ 3/8
4Ca (;) ES/S(EO + B + 4\/§V_1Eé/2(EO +Ey)'% + 20 [40205/€01/_1/2Eé/2 +16C;C5C,  * v 'E,

+ 4\/5(2C§002(61—5+1/2)j0 + Cﬁ,jOCsCer(‘””)/z)V_lEé/Q(EO + E1)1/2 + 1T - S‘O)]PfHLP(H%MJ <

alors, la majoration (2.43) entraine que, pour 0 <t < T*,

1/2 1/2 ko
lo @z + 18] G 0,0, 1V (0,07, 22) + Ill 2oz < 5

(2.45)
ce qui contredit la définition de T*. Donc on a montré par contradiction que T* > Ty. Mais alors les majorations
(2.23) et (2.33) montrent que ||(u,ut)(t)| o1 reste borné sur [0,To], ce qui contredit le fait que Ty soit fini.
Donc Ty est infini et on a démontré I'existence globale de solutions.

Si on traduit la condition (2.44) dans les variables temporelle 7 et spatiales y de départ et si on tient compte
des propriétés (1.4), (1.5) et (1.6), on obtient directement le théoreme 0.4.

A. ANNEXE A

Dans cette annexe, nous démontrerons les inégalités (1.17) et (1.19) de la proposition 1.2. Pour démontrer
ces inégalités, on utilise les lois du paraproduit introduit par Bony [2]. Dans les démonstrations suivantes, C'
et C désignent des constantes strictement positives génériques. On rappelle d’abord qu’il existe une constante
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strictement positive Cg telle que, pour tout s € R, pour tout u € H# (R),

Co*Hlullfye < D221 Agulge < G5 ull%,. (A1)
JEZ

ou

Aju=F " (p;(O)FW)(€), Vi€Z
Su= > Aju, Vg q€Z. (A.2)

Jj<q—1

On vérifie facilement que, avec le choix des fonctions ¢ et y, fait au paragraphe 1.2, on a 1’égalité suivante
(voir [2], [6] et [17]),

Aj(u1Vu2) :A]( Z S'j/_lulAj/(Vug)—i— Z S‘/_l(V’U,g)Aj/ul

l7—3'1<4 li—3"1<4

+ Z Z Aj/ulAj/+i(VU2))-

3125 —4 i€{0,+1}

On suppose dorénavant que s > 0. L’inégalité (1.12) du lemme de Bernstein nous permet de majorer le terme
14, ( Dolj—ir|<a Sjy—1u1Aj/(Vuz))| 12 de la maniére suivante:

1A;C > SpawmAy (Vug))llze <C > |z [|Az (Vus)| 12

l7—3"|<4 l7—3"|<4

<CCollull Y 27| Ajuslrs (A.4)

li—j'1<4

<Cllua || < ||ualls+12” Y a; |

ou a; est une série de nombres positifs de carré sommable (c’est-a-dire ZjeZ a? < 400). Les inégalités (1.10)
et (1.12) du lemme de Bernstein entrainent aussi que

1A; (D Sia(Vu)Ajun) 2 <C > 118y 1(Vua) | e A || 2

i—d'|<4 i—d'|<4
<CCy > 2778 qus| e | Ajrua 2
li—3'|<4 (A.5)
<Cllugllpes D> 1Ay (Vua)llz2

li—j'1<4

<Cllual| < llurlls+127 by

ol b; est une série de nombres positifs de carré sommable.
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Il reste & majorer le terme ||Aj(2j,2j74 Dic{o,+1} Aj/’u,lAj/_H'(VUQ)) |lz2. Gréace au lemme de Bernstein, on
peut écrire:

1ACY S Y ApwmAp(Vu))llze =l Y > Aj(AjuaAy (V)| e

§'>j—4 ie{0,+1} J'2j—4 ie{0,£1}

<CCollmllp= Y Do P HAjiwale (a4

Jj'>j—4 1€{0,£1}
<C2 9 |uy| = fJua o127 (D 27 ey)

Jj'z2j—4

ol ¢js est une série de nombres positifs de carré sommable. On pose

dj= Y 270 e = (xqpreay2V) v ep) (i) -
J

125 —4

L’inégalité de Young implique que d; est de carré sommable. En effet, on a,

w |

O d)'? <l <2 lew lejlee <
JEZ

(A7)

Si on tient compte des inégalités (A.1), qui nous donnent une expression équivalente de ||u;Vuzl|s, et si on
applique égalité (A.3), on déduit immédiatement des inégalités (A.4) a (A.7) que

lur Vuz|ls < Cs([uallos luzllsrr + luallzoelluls+1)
qui est précisément I'inégalité (1.17).
L’inégalité (1.18) est classique (pour une démonstration, voir, par exemple, [6]). On peut aussi trouver une

démonstration dans [17]. Supposons maintenant que s; + so — 3/2 > 0. Les démonstrations dans ces deux
références impliquent aussi, apres utilisation des propriétés (A.1) et (A.3), que

luruzl?, 4oy —s/p < D 272732 A (urus) |17

JEZ
SOZ22J(51+5273/2)(”AJ.( Z S"71U2Aj/ul)”%2

jez lj—j'|<4
HIAC DY > Aj’ulAj’+iu2)||2L2>

254 iefoin) (A8)

+CZ22j(Sl+52_3/2)|\Aj( Z S”—lulAj’u2)H%2

jez lj—3'1<4
<O a2, el

u U

- S1 + 89 3/2—82 Hls 1521s,

+Cz22j(sl+S273/2)||Aj( Z S'/71’UJ1AJ’/U2)H%2'

JEL l7—3"|<4
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isque le support de la transformée de Fourier de u; est inclus dans la réunion finie de couronnes U_1<;<42’C,
q € N, on peut écrire, grace au lemme de Bernstein que

S22t 3DIAC S Gy Agu)|2e <O 322603 (S 185w 2 A gusll2)

JEZ li—5"1<4 JEL li—5"1<4
Sccozfj(sﬁsrs/z) x 209/P||uy |2, Z 1A w2
JEL li—5"1<4
<C2||us |35 a3, 4o, -2

(A.9)

L’inégalité (1.19) est une conséquence directe de (A.8) et de (A.9).

(1]

[19]
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