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IMAGERIE ELECTROMAGNETIQUE DE PETITES INHOMOGENEITES

YvEs CAPDEBOSCQ' AND MICHAEL S. VOGELIUS?

Abstract. We give a short review of some recent results concerning asymptotic representation formu-
las for the perturbations in the electromagnetic fields caused by the presence of small inhomogeneities.
We also discuss how these representation formulas may be used to design very effective numerical
algorithms to recover the inhomogeneities for overdetermined boundary data.

Résumé. Nous faisons ici une présentation synthétique de certains résultats récents concernant
des formules de représentations asymptotiques pour les perturbations des champs électromagnétiques
causées par la présences de petite inhomogénéités. Nous discutons aussi de la maniére dont ces for-
mules de représentations peuvent étre utilisées pour construire des algorithmes numériques tres efficaces
permettant de reconstruire les inhomogénéités a partir de données au bord sur-déterminées.

1. INTRODUCTION

Dans cette présentation synthétique, nous allons introduire quelques résultats récents concernant les per-
turbations des champs électromagnétiques harmoniques en temps causées par la présence d’inhomogénéités de
faible volume. Pour simplifier, nous nous limitons au cas dit “transverse magnétique” , situation dans laquelle
le champ électrique scalaire vérifie une équation de Helmholtz bi-dimensionnelle. Néanmoins, la plupart des
résultats présentés pourraient étre (ou ont déja été) obtenus pour les équations de Maxwell générales. Pour
commencer, supposons que l’ensemble w, est donné par

We = U?Zl(EBj + Xj) , (1)

ot les x; sont n points fixés et distincts, & I'intérieur du domaine régulier et borné Q C R2, et les B; sont
n ouverts réguliers et bornés (contenant 'origine). Le parametre € est suffisamment petit pour que w, reste
a lintérieur d’un ensemble compact donné K C (). L’ensemble w,. représente les inhomogénéités, et nous
supposons que les caractéristiques physiques (la perméabilité magnétique p(z), et la permittivité électrique
ge(x)) sont données par

q1(z) pour y € w,
go(x) pour y € Q\ w,

p1(x) pour y € we

po(z) pour y € A\ we qe(y) =

pe(y) =

ou ug, p1 sont des fonctions positives et régulieres, et ou qg, ¢1 sont des fonctions régulieres a parties réelles
strictement positives et parties imaginaires positives ou nulles. Le champ électrique (scalaire & valeur complexe)
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est de la forme e~ u,(z), A > 0, olt u, satisfait

1
V- (—Vue) + Xguc =0 dans Q |, (2)
fhe
avec par exemple,
1 Oue
o ;V =) sur 9N (3)

out 9/0v représente la dérivée normale sortante de 2. Sous 'hypothese que la fréquence positive A (ou plutdt,
son carré) n’est pas une valeur propre du probleme (2)-(3) ou les coefficients p. et g. sont remplacés par ug et
qo, il n’est pas trop difficile de montrer que, pour € suffisamment petit, le méme A\ n’est pas une valeur propre
de (2)-(3) non plus (voir [34]). De plus, si on note par Njy(z,y) la solution fondamentale de Neumann, c’est &
dire la solution de

1
V-(M—VN,\(-,y)>+)\2qu,\(-,y) = 9, dansQ , avec
0
10
%%N)\(,y) =0 sur 0f) )

pour y € 2, et la solution de

1
V-(M—VNA(-,y)>+/\2qON>\(-,y) = 0 dansQ | avec
0
190
— 2 Ny(- - _ 9)
D (5 Y) dy sur 002

pour y € 912, alors il est possible, en combinant des résultats de [19] et [34], d’obtenir le résultat “perturbatif”
suivant.

Proposition 1. Il existe des tenseurs réels, symétriques et définis positifs M), 1 < j < n, tels que

w () —u e (Y 0 Tuni) <
)=t = (7 ~ sy M Vol Tt
+EN Y (g0 — 1) (%) | Bjluo(x5) Na(xj,y) + o(€%) (4)
Jj=1

poury € Q\ K.

Les tenseurs M) sont calculés de la maniere suivante. Pour tout domaine borné et régulier B, toute
constante ¢ > 0, et tout & € R?, notons ¢ la solution de

V- (c"V¢e) =0 dans R? | avec ¢¢(x) =& -z lorsque |z] — o0 .

ou la fonction constante par morceaux c¢* est donnée par

“(2) cpour z € B
c(x) =
1 pour z € R?\ B

Le tenseur 2 x 2 Mp|[c] est défini par son action sur le vecteur &

Mpldé = /B Ve () dr . (5)



42 ESAIM: PROCEEDINGS

Il n’est pas difficile de voir que Mp est symétrique et définie positive. Le tenseur M), 1 < j < n, qui apparait
dans la Proposition 1 est donné par
y Ho(%;)
MO = Mg, [

pa(%;5)

Remarque 1. Le choiz de la solution fondamentale qui apparait dans la Proposition 1 n’est pas essentiel, mais
il simplifie lexpression du membre de gauche. Comme cela est expliqué dans remarque 3 de [15] il est possible
apreés des modifications mineures, d’utiliser n’importe quelle solution fondamentale @y qui vérifie

1 —
V- (—VOr(y)) + NqPr(-,y) =0, dans un ensemble ouvert contenant Q .
Ho

Ainsi dans [34] la formule est obtenue, pour po et qo constants (et pour pi1 |, +x; = i, q1leB,+x; = qj constants)
en utilisant la solution fondamentale dans tout [’espace

i
Oy (x,y) = —quHél) (A\WHogolz —y])

Hél) étant la fonction de Hankel d’ordre zéro, qui vérifie la condition de radiation sortante. La fomule s’écrit

1 L
ue(y) — uo(y) — ) (ue — u0)(@) 5 = (@,y) dow

62 Z (_ _ _) M(J) VUO(XJ) qu))\(xjay) (6)
=1 \Hi Ho

+EX D (0 — ¢) | Bjluo(x;) ®a(x,y) + o(e®) , y € Q\ K .
j=1

Pour passer a la limite et obtenir une formule valable pour y € 0 il faut alors tenir compte de la relation de
saut vérifiée par le “potentiel double couche généralisé” [, (uc — uo)(x )ay (x,y) doy, c’est-a-dire du fait qu’a
la limite lorsque y approche de OS2

) 0P
lim Ue — Ug) (T
[ e u0)) 5

u 0,
(@) doe = B = o)) + | e = o)) 52

(z,y) do,
Apres un réarrangement on obtient alors

oL02N
vy

ue(y) — uo(y) — = / (e — o)) 222 (2, y) do,

= 2¢? Z <i - i) MY Tug(x;) - Vo @i (x5,7) (7)

Hi Mo
n

+2620% > (g0 — ;) | Bjluo(x;) @a(x5,9) + o(€?) . yeE€OQ
j=1

ot la densité dans Uintégrale doit étre interprétée comme la fonction régulicre donnée par V,®y(x,y) - v, pour

x € 0\ {y}.
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Remarque 2. Concernant les champs électromagnétiques, il est trés naturel de considérer le probléme dispersif
extérieur. Dans ce cas, Q) est remplacé par R? tout entier et on décompose le champ “total” u. en

)

wly) = {40 pour y € we
T W)+ uOw)  poury € B2\ w,

ou le champ réfléchi ugs) satisfait la condition de radiation sortante

0
o ul® —id/ogu'® = o(r~1/?) lorsque r — oo
.

(inc)

en supposant que gy et qo sont constants. L’onde incidente u est une solution de

1 . .
V- <—Vu(mc)> + Nqoul) = 0;  on peut par ezemple choisir
Ho

ulm®) (y) = eAVEDIY oy un vecteur unitaire n donné,

en supposant & nouveau que o et go sont constants. La formule de perturbation (6) en devient alors une pour

uE” dans le champ lointain, et elle s’écrit

/1 1 , ,
W)= Y (= L) MO T ) 9,0 )
=1 122 Mo
4 2)\2 - . B (ch) . (b . 2 R2 K
€ Z(QO q;) | Bjlu (%)) Pa(xj,9) +o(e”) , y e R\ K .
=1

Cela “découle” immédiatement d’une variante de (6) si l'on prend comme domaine Q) une boule de rayon

’. ’ S . . - s e, .
suffisamment grand: étant donné que ug ) (qui tient lieu de u. — ug) n'a pas une dérivée normale qui s’annule
sur 0N), une deuxiéme intégrale de bord, nommément

i au25>
to Jag Ov

()P (x,y) doy

doit étre ajoutée au membre de gauche. En choisissant Q suffisamment grand et en intégrant par partie (ou

simplement en laissant Q approcher R? tout entier) nous pouvons utiliser le fait qu’a la fois ugs) et @y satisfont
a la condition de radiation sortante

ov

e iM/Togov = o(r~1/?) lorsque 1 — oo
r

pour éliminer les termes sous formes d’intégrales de bord. Le résultat est (8).

Il est bien connu que

2 o x 2 .
Hél)(T): /EGZ(T72)+O(T73/2) et (Hél))/(T): /;el(“Lz)—l—O(T*B/Q) 7

quand r — co. En conséquence on voit facilement que le membre de droite de (8) est d’ordre (eX)?/v/), et il est
effectivement possible de prouver que le reste est o((eA)?/v/\) pour A > ¢ > 0, lorsque € — 0, e\ — 0 — méme
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si A — oco. Autrement dit: le développement (8) ( et d’aprés nous, (6) aussi) donne le vrai terme principal de

uE” (

ou ue — ug) des lors que A > ¢g est o(e™1).

Lorsque A atteint e~! les deux termes du membre de droite de (8) sont tous deux d’ordre /€, alors que pour
A plus grand que €' ces termes sont asymptotiquement plus grands. Dans le cas radialement symétrique il a
été démontré, voir [25], que pour une large classe d’ondes incidentes la norme L? de ugs) a une borne supérieure
d’ordre /e uniformément en A — on peut alors conclure qu'un développement tel que (8) (et probablement 6)
ne représente pas les termes principaux de u£S> (ou ue — up) pour A d’ordre plus grand que e .

Bien que beaucoup reste a faire, nous avons obtenu quelques progres sur la dérivation heuristique de formules
qui, dans un ensemble relativement large de directions, et pour de de trés grandes fréquences A (d’ordre plus
que € 1) donnent de bonnes approximations du champ lointain dispersé, voir [26]. Les méthodes utilisées sont

un mélange de représentations intégrales, et de développements de type optique géométrique des densités.

2. LE CAS DE L’ELECTROSTATIQUE

Les formules de perturbations de la section précédente ont toutes des analogues en dimension plus grande
que deux, méme si elles ne peuvent étre vues comme en relations avec des solutions particulieres des équations
de Maxwell harmoniques en temps. Les versions pour les domaines bornés des formules de perturbations,
précisément les formules (4), (6), et (7) font aussi sens dans le cas limite ol A vaut zéro. Par exemple ’analogue
de (4) dans le cas m dimensionnel, pour A = 0, établit que

m

ue(y) —uo(y) = € (71 = 70)(x3) MY Vo (x;) - VaNo(x;, ) + o(e™) | 9)

1

n
Jj=

pour y € Q\ K. Ici vo(z) = 1/po(z), y1(z) = 1/p1(x), ve(z) = 1/pc(z), et ue, et ug sont les solutions de
V- (Ye()Vue) =0 , et V-(y(x)Vug)=0 , dansQ |,

avec 5 )
%(fﬂ)gue = '70(=T)$U0 =1 sur 0N ,

normalisées par [, uc do = [,,uo do =0 '. Le courant prescrit, 1, est supposé¢ étre équilibré, dans le sens
que faﬂ ¥ do = 0. La fonction Ny(-,y) résout

V- (vwVNo(,y)) =46, dansQ , avec VQaﬁNo(',y) - sur 00 ,
v

y €, et
0 1
V- (wVNo(,y)) =0 dans , avec WOENO(HQ) = —0, + m sur 9N)
y € 012, et est aussi normalisé par faﬂ No(z,y) dop, = 0. Q est un domaine borné régulier de R™, m > 2. Les

tenseurs M) = Mp j [%} sont définis comme précédemment, voir (5). Il est relativement facile de voir que
I’expression du tenseur

(¢ = 1)Mp[d]
a des limites finies bien définies lorsque ¢ — 0 et ¢ — oo (voir [19]). Conséquemment, le premier terme du
membre de droite de (9) a une limite lorsque 71(x;) s’approche de 0 et de co. Incidemment, cette limite
est exactement le terme principal de u} — ug, ou u} est I’équivalent de u. lorsque v; = 0 ou y; = oo dans

INotons que si 'on interprete 7o et 7. comme des conductivités, et ugp, ue comme des potentiels électriques, alors il s’agit de
problémes électrostatiques standards en toute dimension.
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eB; + x; [19,24]. Dans cette ligne nous notons que 73 = 0 dans eB; + x; implique la condition au bord
oul/0v = 0 sur d(eB; + x;), alors que 71 = oo signifie que u} =cste sur eB; + x;, la constante étant choisie
pour que f D(eBy+x,) %uj do = 0. En d’autres termes, la formule de perturbation & fréquence nulle (9) est valide
pour tout 71, avec 0 et co inclus. Une affirmation du méme type n’est pas vraie pour la formule de perturbation
plus générale (4) pour I’équation de Helmholtz (fréquence fixe, non nulle) — la preuve la plus simple de cela
étant que le terme principal de u} — uo correspondant a la condition au bord u} = 0 sur eB; +x; ( un “obstacle
dur”) est d’ordre €2 pour m > 2 (et d’ordre |loge|™' pour m = 2) pas d’ordre €™!

Il est possible de généraliser de maniere significative la formule perturbation pour A = 0 (9) pour ce qui
concerne la géométrie de ’ensemble w,, dans le cas ot vy et ;1 sont tous deux strictement positifs et finis [15-18].
Supposons simplement que w, est une famille d’ensemble mesurables au sens de Lebesgue avec

|we| = mes(we) — 0 .

Il est alors possible d’extraire une sous-suite we, , et de définir une mesure de probabilité p et une fonction a
valeur tensorielle M (-) telle que

1
e, de—dp (= v0) Lo, Ve, dz— (11 =70)M()Vuo dp

| 5n|

au sens des mesures. La fonction & valeur tensorielle M (-) vérifie

Mij(x) = Mji(z) , et
i {151 ) < o) < e 15 <w>

u presque partout dans ensemble {x : ~o(x) # v (z)}

Suivant la sous-suite w,, nous avons

(e =0)) = ol [ (n = 20)@)My () 52 G0 w0 )
+o(|we,|) - yeQ\K , (11)

pour tout ¢ € H'/2(9Q). La mesure de probabilité u et la fonction & valeur tensorielle M(-) dépendra en
général de la sous-suite we, — en d’autre termes, dans cette forme tres générale la formule de représentation
(11) est un résultat de compacité qui caractérise aussi tous les points limites possibles (au lieu d’un résultat qui
garantit 'existence d’une limite unique).

Nous remarquons que dans certains cas particuliers, tels que par exemple lorsque w,. = U;‘Zl(ij + x;)
pour des B; et x; fixés, il existe une limite unique. Une situation similaire (de limite unique) apparait par
exemple lorsque w, prend la forme d’une couche mince de surface moyenne fixée [11]. En général la formule de
perturbation (11) n’est pas valable pour v; valant 0 ou co. L’exemple le plus simple qui montre ceci est le cas
d’une couche mince de conductivité zéro ou 'infini, cas dans lequel la limite de u, lorsque |w.| s’approche de
zéro n'est pas up, mais une solution avec une condition au bord de “fissure” sur la surface moyenne (fixée) de
la couche mince. La détermination des cas précis dans lesquels (11) peut étre généralisée pour admettre des
conductivités extrémes est le sujet d’un travail indépendant [22].

Les tenseurs de polarisation tels qu’ils sont définis en (5) ont été étudiés depuis longtemps dans la littérature,
voir par exemple [27], [30] et [33]. 1l existe un lien trés naturel entre le tenseur défini en (5) et le tenseur effectif
(homogénéisé), A., obtenu comme mélange des deux matériaux (constants) vy et v; de maniere périodique, ot
eB représente la part de la cellule de périodicité qui est occupée par 1 [10]. Comme cela a été remarqué, par
exemple dans [9],

1
Ac =70+ 0c(y1 — VO)EMB |:%:| + 0(96) )
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ou d, représente la (faible) fraction volumique de €B relativement a la cellule de périodicité. En d’autres termes,
Mp peut étre vu comme une “dérivée par rapport & la fraction volumique du tenseur effectif A.” (remise &
léchelle). En partant des bornes dites de Hashin-Shtrikman pour les valeurs propres du tenseur effectif, [31], et
de la relation asymptotique ci-dessus il est alors possible, par des manipulations simples et un passage a la limite

6. — 0, d’obtenir la “borne inférieure” suivante pour les valeurs propres, \;, 1 <i < m, de Mp = ﬁMB [%] :

Z)\i—l = Trace(M 5 ) <m-1+2 zma<£> ; (12)
= o o

ainsi que la borne supérieure suivante:

Z)\i:’I‘race(MB)gm—l—i—E:ma(E) . (13)
i=1 n m

Voir par exemple [9] (ou [32]) pour une obtention de la borne inférieure. Il est conjecturé que tout m-uplet
présent dans le “cube” [min{1, 2} , max{1,12}]™, et vérifiant les deux bornes ci-dessus, peut étre obtenu

comme ensemble des valeurs propres de M p calculé en termes de (5) pour un certain domaine B. Voir par
exemple [17] pour une construction utilisant des ellipses emboitées, ou [3] pour une autre construction, qui utilise
des domaines simplement connexes B, vérifiant cette conjecture en deux dimensions. La Figure 1 représente
lensemble des valeurs propres possibles (les deux bornes) dans le cas bi-dimensionnel lorsque vy < 1.

Il est remarquable que 1’on puisse prouver exactement les mémes bornes (12) et (13) pour les valeurs propres
du tenseur de polarisation généralisé qui apparait dans la formule asymptotique (11), soit,

. @ (@)
Trace(M ~'(z)) <m —1+ @ = (%(I)) : (14)
et
@) _ o 0@)
Trace(M(z)) <m —1+ @) (% (:v)) ) (15)

1 presque partout dans 'ensemble {2 : ~yo(x) # 71(2)}. Pour le calcul de ces deux bornes nous renvoyons & [18]
(voir aussi [17]). Si~g et 71 sont constants, avec o # 1, alors il existe des borne analogues pour [, M (x) dp :

Trace(/QM(x)du>_l§m—1+£=ma(£) , (16)

70 7o
et
Trace( M(a:)du)gm—l—l—ﬁ—ma(ﬂ) . (17)
Q gi! ga!

La borne (17) découle immédiatement de (15), par intégration. Pour lobtention de (16) voir [17].

3. RECONSTRUCTION DIRECTE EN PRATIQUE

Les formules de représentation présentées dans les deux sections précédentes peuvent étre utilisées efficace-
ment dans le cadre d’algorithmes de reconstruction. Elles peuvent étre utilisées de deux manieres différentes,
que nous allons maintenant détailler dans le cas de la fréquence nulle : (A1) par le calcul du terme asymp-
totique dominant de 1’énergie correspondante, et par 'utilisation des bornes (10), et (16)-(17), il est possible
d’obtenir des bornes treés efficaces du volume total |w.| des inhomogénéités, et (A2) par l'utilisation de la nature
particuliere des solutions dipolaires qui forment fonctionnellement une base pour la “réponse électrostatique aux
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FIGURE 1. Valeurs propres possibles pour le tenseur de polarisation M;;, apparaissant dans
(9), dans le cas m = 2 (et o < 71), suivant la caractérisation (14) et (15).

perturbations”, il est possible, dans certain cas, de construire des algorithmes directs permettant de trouver le
support de la mesure pu.

L’application (A1) a globalement été développée dans [16] et [17]. Nous en montrons un “instantané”. Soit
w une fonction 7g-harmonique réguliere arbitraire, ¢’est-a-dire, une solution réguliere de V - (yoVw) = 0 dans

Q. Notons tout d’abord que, en terme de la fonction de Neumann Ny, et du flux normal a la frontiere 70‘3—15,
on a

ow B 0Ny ow
(@) = - (2,970 5 v) dor

o0 8$Z

En multipliant la formule de représentation (11) par 70%—11‘,’ et en intégrant sur 92 on obtient ainsi

ow
/@Q(uen - UO)VOE do
Oug ow

=l [ (0 = )My ()32 )

(x) dp+ oflwe,.[) - (18)

K2

Supposons maintenant que 7y et y; sont des constantes, avec g # 1. Considérons les flux normaux au bord
P& = v, 1 < i < m, et les potentiels correspondant ul” et u((f) = x; + cste, et définissons la matrice
symétrique m x m, D, de “données mesurées” suivantes

n

- () _
D;; = / (ugz) — u(()z))'yo Oug do = ’yo/ (ugz) —z)vjdo , 1<i,j<m. (19)
o " v
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A partir de (18) et (19) il vient que la matrice des données mesurées et le tenseur de polarisation moyen sont
reliés par

3u(i) 3u(j)
Di' e - M 0 9 d €
i = el [ 01 =0 M) G () G a) du+ ol )
= ol =) [ My du+ ol ) (20)
En conséquence
| Trace D |

|we,, [(1+0(1)) = :
|70 — 71| Trace (fsz M dp)

Trace ([, M dp)™*
we (14 0(1)) = Q2 ) 22
weu (L 0(1)) = et (22)

gt Q M

(voir (10) ) on obtient immédiatement que

et

A partir de (20) et des bornes

Dl min <1, ﬂ) <we, [(1+0(1)) < Dyl max (1, ﬂ) , (23)
1o =l 7o 1o =l 7o

1 < j < m. Ce sont les estimations pour une seule mesure obtenues dans [16].

A partir de (21), (22) et des bornes pour Trace( [, M du) et Trace( [, M dp)~*, données dans (16)-(17), nous
concluons que
Trace D
L 22y < o |1+ 01) @1
mlyo =7l 70
avec h(s) = (a(s71))71, et

m Y1
< al—) . 25
< Fo =il Trace (1] “5 (25)

|we, | (1 +0(1))

La borne inférieure (24) est la méme que la borne inférieure & m-mesures trouvée dans [16], la borne supérieure
(25) est plus précise que la borne supérieure m-mesures obtenue dans [16] (et elle dépend des toutes les (m +
1)m/2 mesures D;;, 1 <i < j <m). En fait la borne supérieure m-mesures obtenue dans [16]

<|TraceD|a£

we, [(1+0(1)) <
|we, [(1 4 0(1)) mho =l G

) (26)

est une conséquence immédiate de (25) en remarquant que

1 < | Trace D |
| Trace (D-1) | — m2 '

On remarque que les bornes (24)-(26) sont asymptotiques dans le sens qu’elles ne sont vraies qu’a la limite
lorsque |w,| s’approche de 0. La méme remarque devrait a priori s’appliquer aux bornes (23), cependant,
comme cela a été vérifié dans [1], [2], ces estimations plus larges sont en fait valables indépendamment de la
taille de |we|. Nous avons une expérience numérique significative dans l'utilisation des bornes (24)-(26), et elles
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sont en pratique de tres bons estimateurs du volume réel, méme lorsque la fraction volumique des inclusions
atteint 10% — 20%. Les bornes présentées ici correspondent & une fréquence fixée ( 0 ) — il serait intéressant
d’ obtenir des raffinements utilisant plusieurs (ou une bande complete de) fréquences, et d’évaluer la pertinence
numérique de ces bornes.

Les algorithmes qui ont été développés pour l'application (A2) ont de nombreux éléments en communs
avec les méthodes MUSIC ou d’échantillonage linéaire (linear sampling), voir [12,20,21,23,29]. Nous revenons
rapidement sur Palgorithme développé dans [14]. Supposons que 7y et y; sont des constantes, avec yg # 71, et
supposons que ’ensemble w, est de la forme

We = U?Zl(EBj + Xj) R

ol les B; sont des domaines bornés et réguliers, et o1 € < 1. Dans ce cas la mesure de probabilité limite ;1 de
(11) devient

_IBil
n=
Z Zk 1 |Bk|

et la fonction a valeur dans les tenseurs de polarlsatlon M{(-) est seulement définie aux points x;, 1 < j < n,
avec M (x;) donné par

M) = M, R

ot Mp,[c] est telle que définie en (5) dans la premiére section.
La formule de représentation pour u. — ug s’ecrit alors

m 6’11,0 8N0 m
(Ue—uo _5 Z kl 8:13[ )8—M(Xj7y)+0(6 ) )

oil le terme de reste o(e™) est en fait O(e"+1/2) (cf. [19]). Ici M) représente le tenseur de polarization remis
& ’échelle de maniere appropriée (M) = (y; — v9)|B;j|M(x;)). Comme cela a été remarqué auparavant, cette
formule ne demande pas l'extraction d’une sous-suite ¢, pour étre valide (la limite est unique). En terme
d’application “Neumann-a-Dirichlet” A. et Ay (correspondant aux conductivités . et 7g) cette formule de
représentation peut étre écrite

(Ae = Aot = €Dy +o(€™)
avec ® : L2(00) N{y : [, = 0} = L§(9Q) — L§(0Q) représentant Popérateur linéaire borné, de rang fini,
auto-adjoint,

(J)auo 0Ny
ZMkl 8;101 )ax ( y) )

(on se rappelle que ug dépend contintiment et linéairement de ). Soit d € R™ \ {0} un vecteur donné. Pour
tout z € 2 on définit la fonction g, € C*°(9Q) par

9:(-) = d-VaNo(z,-) = d-VyNo(:, 2)

Une preuve du résultat suivant est donnée dans [14].

Lemme 1. Soient les fonctions g.(-), z € Q, définies comme ci-dessus, et soient {x;}7_, les “centres” des
différentes inhomogénéités de w. = U} (eB; + x;). Alors

ze{x;}l_,  siet seulement si g. €D (L§(09))
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Ce lemme est le fondement d’un algorithme numérique tres efficace pour 'identification de 1’ensemble des
“centres” {x;}7_;:

(a) On calcule tout d’abord la décomposition spectrale d’une version discrétisée (mesurée) de la différence
“Neumann-a-Dirichlet” A, — Ay. En prenant ’espace vectoriel engendré par toutes les valeurs propres au dessus
d’une certaine limite, on obtient une approximation de I'image de A — Ag. Gréace a ’hypothese de petitesse de
€, cela donne aussi une approximation de I'image par 'opérateur © de LZ(99).

(b) Soit Vj, Iespace vectoriel engendré par les k premiers vecteurs propres calculés en (a) (ceux correspondant
aux valeurs propres les plus grandes), et soit Py la projection L? sur Vj. Prenons alors z comme les points d’un
treillis fin couvrant €, et calculons

Pl
cot Oy (2) = (I — Py)g-||

la “cotangente” de I’angle entre la fonction g, et Papproximation de I'image de © (engendrée par les k vecteurs
propres). En calculant cette “cotangente” pour quelques valeurs de k, ou, pour peu qu’on ait une idée du nombre
des inhomogénéités, en faisant ce calcul seulement pour k£ = n (ou proche de n). Les points ou la “cotangente”
prend de grandes valeurs sont interprétés comme des endroits tres vraisemblablement dans le support de pu.

Pour les expériences numériques utilisant cet algorithmes (ou d’autres tres sembables) voir [13], [14] et [6]. La
méthode décrite ici peut étre facilement étendue & une fréquence non nulle et au systéme complet de Maxwell [4].
I1 serait ici encore intéressant de voir si il est possible d’améliorer la reconstruction en utilisant plusieurs (ou
une bande complete de) fréquences. Cette méthode a aussi été appliquée avec succes dans des situations ot les
données (sur-déterminées ou de Cauchy) sont seulement disponibles sur une partie de la frontiere, et dans des
situations ou les inhomogénéités sont sur ou pres de la partie inaccessible de la frontiere (voir [6]). Une question
trés intéressante dans la pratique concerne la maniere dont l'application Neumann-a-Dirichlet continue est
approchée par un opérateur de rang fini — en d’autres termes : y a-t-il des méthodes particulierement judicieuses
pour le faire, en vue d’améliorer la précision de la méthode directe ci-dessus. L’implémentation dans [6] emploie
de maniere tres efficace les traces de solutions dipolaires pour construire une telle approximation.
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