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INTRODUCTION AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
STOCHASTIQUES

Lupovic GOUDENEGE!

Abstract. Le but de ces notes de cours est relativement simple, il s’agit de montrer comment abor-
der les équations aux dérivées partielles stochastiques en tant qu’objet infini-dimensionnel dérivant
d’un systéme d’équations différentielles stochastiques en démarrant avec des notions simples sur la
modélisation de perturbations aléatoires dans un systéme physique.

Ces notes n’ont pas la prétention d’étre exhaustives sur le domaine, ni méme novatrices, mais
simplement de donner les premiéres idées nécessaires & la manipulation des objets impliqués, sans
demander non plus trop de pré-requis. Certaines démonstrations ou points techniques sont donc laissés
de coté afin de ne pas perturber le fil conducteur. Le lecteur intéressé pourra s’orienter vers les cours de
Hairer [5], Pardoux [7], Prévot et Rockner [8], les livres de Da Prato et Zabczyk [2,3] qui contiennent
des détails et extensions, ou encore les notes de Bréhier disponibles sur Hal [1]. Je remercie Charles-
Edouard Bréhier pour ses conseils. Des extensions bien plus complexes peuvent étre consultées dans [4]
ou [6].

Ces notes font suite aux cours d*Introduction aux équations différentielles et aux équations aux
dérivées partielles stochastiques” que j’'ai donnés entre 2016 et 2024 & CentraleSupélec. Je remercie
les éléves de CentraleSupélec qui ont assisté a mes cours. Ils ont été attentifs et vigilants, m’aidant a
corriger plusieurs des erreurs ou imprécisions rencontrées durant les heures passées en classe.
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1. QUELQUES PROBLEMES LIES AU MONDE ALEATOIRE

1.1. Introduction

Oun cherche & donner un sens & des équations impliquant une notion de bruit. Un exemple simple (peut-étre
le plus simple méme) basé sur un modeéle de croissance de population méne & une équation de la forme suivante:

dN(t
AN =r(t)N(t), N(0)= Ny,

dt
ol N(t) est la taille de la population & Iinstant ¢ € Ry et Ny € R une taille initiale. Le taux de croissance r est
sujet & des fluctuations qui suggérent de ’écrire sous la forme :

r(t) =7(t) + “bruit”,

ou 7 représente la partie sans fluctuations aléatoires.
Etant donné un espace de probabilité (€2, F, P), on peut modéliser ce bruit & I'aide d’une famille {W (¢, w) }+er, wen
et on cherche & construire une famille {N(t,w)}ier, weq qui vérifierait :

L) _ (51) + W )N (1), N(0.0) = No(w), )
avec Ny une variable aléatoire réelle, et w représente un “tirage” aléatoire permettant d’obtenir un bruit W (¢, w)
qui dépend du temps t.

Toute personne qui débute en théorie des probabilités est nécessairement confrontée a la nécessité de définir
une propriété minimale attendue pour parler de “variables aléatoires”.

Le tirage w semble étre un paramétre, alors résoudre 'Equation (1) pour tout w € € revient & résoudre
la famille d’équations différentielles ordinaires (1) pour tout paramétre w dans un univers  (fini ou infini,
dénombrable ou non-dénombrable, peu importe puisqu’on ne demande rien de plus sur €2 si ce n’est d’étre muni
d’une tribu et d’une mesure de probabilités).

A chaque w € €, en supposant par exemple que ¢ — W (t,w) et t — 7(t) sont des fonctions continues, on
peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz, et il existe une unique solution maximale & chaque équation
décrite par 'Equation (1). La famille de solutions est méme donnée explicitement par la formule

N(t,w) = No(w) exp ( / (F(s) + W(sw) ds) ,

et tout est correctement défini. Chaque tirage w, chaque “bruit”, donne une unique solution, et si on associe une
probabilité p,, au paramétre w, alors on peut calculer des moyennes, des variances, etc. La Figure 1 illustre une
représentation de trajectoires aléatoires qu’on pourrait obtenir.

Tout ceci fonctionne trés bien dans le cas ot le nombre de possibilités est fini, ou alors en admettant qu’on
sache moyenner une infinité de nombres, via des séries ou des intégrales, voire méme des intégrales de chemin & la
Feynman pour les plus physiciens. D’ailleurs, les physiciens aiment bien noter (N (t)) une telle valeur moyenne
en supprimant mentalement la dépendance en le paramétre w. A partir de 13, si on veut raisonnablement
moyenner une infinité possible de valeurs, la mesurabilité par rapport a w va certainement jouer un role, et la
moyenne est ’espérance par rapport & la mesure P. Dans la prochaine section, on va explorer cette notion de
mesurabilité.

1.2. Mesurabilité et lois finies-dimensionnelles

Comme on s’en doutait en introduisant le concept de variables aléatoires, la premiére difficulté consiste en la
mesurabilité de la famille infinie {N (¢, w)}ier, wen- On rappelle deux notions essentielles de la mesurabilité.
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FIGURE 1. Quatre évolutions aléatoires possibles avec 7(t) = 0.012 + 0.005sin(t) et

fg W (s,w)ds = 0.01 cos(wmt) avec w prenant les valeurs 1 (noir), 2 (rouge), 3 (bleu) ou 4 (vert)
de maniére équiprobable.

Définition 1.1. Soit un espace de probabilité (Q, F,P) et Y : Q — R%. On dit que Y est une variable aléatoire
a valeurs dans (R%, B(R?)) si Y est F-mesurable, c’est-a-dire si pour tout borélien U € B(R?)

Y HU):={weQ :Y(w) eU} e F.
Lensemble Hy = {Y Y (U) € P(Q) : U € B(R?)} est en réalité la plus petite tribu rendant Y mesurable, on

Uappelle la tribu engendrée par Y.

De cette définition suit un principe essentiel parfois appelé le lemme de Doob-Dynkin (voir Lemme 2.1.2
dans [Ok03]).

Lemme 1.2. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (2, F,P), alors Y
est Hx-mesurable si et seulement s’il existe une fonction borélienne g telle que Y = g(X).

La mesurabilité est donc stable par transformation borélienne, et si on considére une quantité finie d’instants
(t1,...,tx) € Rﬁ, on peut tout & fait parler de la mesurabilité de la famille {N(t,w)}icqs, ... 10} wen- Mais

veey
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comme on souhaite introduire dans ’Equation (1) la dérivée de N par rapport & la variable ¢, il nous faut une
collection infinie d’instants. On parle alors non plus d’une variable aléatoire mais d’un processus stochastique.

Définition 1.3. Un processus stochastique X est la donnée d’une famille de variables aléatoires a valeurs dans
(R, B(RY)) définies sur un espace de probabilité (Q, F,P) indexées sur un ensemble T. On le note

X = {Xi}ier

En régle générale et particuliérement dans ces notes, I’ensemble 7 est un intervalle de la forme [0, 7] ou encore
R.. A chaque ¢ fixé, on a donc une variable aléatoire X; : w +— X;(w). Et pour chaque w € € fixé, on a accés
a une fonction réelle ¢t — X;(w) qu’on appelle une trajectoire du processus. Il est assez intuitif de considérer ¢
comme le temps, et w comme un événement, un tirage ou une particule. A un processus stochastique X pour
T = R, on peut bien sir associer la famille doublement indexée

{X(t w)ter, wen

telle que X (t,w) = X;(w). Les deux notations coexistent dans la littérature, mais on réserve parfois l'usage de
I'une ou I'autre suivant la mesurabilité attendue. Dans toute la suite de ce cours, on considére que ’espace de
probabilité (2, F, P) est complété, c’est-a-dire que la tribu F contient tous les négligeables. Précisément si P*
est la mesure extérieure, on suppose que F contient tous les sous-ensembles G de €2 tels que

P*(G) :=inf{P(F)eR : Fe F,GC F}=0.

Remarque 1.4. Tout espace de probabilité (2, F,P) peut-étre complété, en ajoutant dans F les ensembles
négligeables, et en étendant la définition de P a cette nouvelle tribu générée.

Comme on travaille avec une famille indexée par une infinité de temps possibles, on peut se demander si on
peut caractériser les lois de la famille si on ne prend qu’un nombre fini de temps possibles. Cette notion est ce
qu’on appelle les lois finies-dimensionnelles.

Définition 1.5. On appelle les lois finies-dimensionnelles du processus stochastique X la donnée des mesures
eyt sur (ROF pour tout k € N*, pour tout k-uplet (t1,...,tx) € T" telle que

Mtl,..‘,tk(Fl X X Fk) = P(th S Fl, . ,th c Fk),

ot les {F;}i—1.. r sont des boréliens quelconques de R.

Il est important de comprendre que la donnée des lois finies-dimensionnelles du processus stochastique permet
de déterminer certaines propriétés de X, mais qu’il n’y a pas unicité des trajectoires (voir Exercice 1.4). Toute-
fois, étant donnée une famille de mesures satisfaisant certaines propriétés évidentes de compatibilité, on peut
prouver 'existence d’un processus stochastique X possédant cette famille comme lois finies-dimensionnelles.
C’est un théoréme fondamental di & Kolmogoroff (voir Théoréme 2.1.5 dans [Eva98]).

Théoréme 1.6. Soit une famille de mesures vy, .. ¢, Sur (RN* . définie pour tout k € N*, pour tout k-uplet

a7

(t1,...,tx) € T* qui vérifie les deuz “conditions de compatibilités” suivantes:

(Fl X o+ X Fk) = Vt1,m,tk,(F0'_1(1) X e X Fo.—l(k))

Vto(1yseto(k)

pour toute permutation o sur {1,... k} et

Uiy oty (FL X o X Fl) =1y (Fy x -+ x Fj, x R% x ... x Rd)
~—_———

m fois

Stk otkdm
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pour tout m € N.
Alors il existe un espace de probabilité (2, F,P) et un processus stochastique X tels que la famille de mesures v
représente les lois finies-dimensionnelles de X i.e.

th,...,tk(Fl X e X Fk) = P(th c Fl,...7th c Fk),

ot les (F;)i=1,.. 1, sont des boréliens quelconques de R?,

1.3. Premier exemple de processus stochastique

Le premier exemple fondamental de processus stochastique est le mouvement Brownien, également appelé
processus de Wiener. Nous verrons plus tard pourquoi, d’un point de vue de la modélisation, il est intéressant
de considérer cet objet, et d’en développer une théorie.

Il existe de multiples maniéres de le définir (on pourra notamment consulter les ouvrages [Kah85], [KS91],
[LG16]), mais de notre point de vue, il suffira d’en donner les lois finies-dimensionnelles pour 1’exhiber a aide
du Théoréme 1.6. On pose pour tout ¢ > 0, pour tout (z,y) € (R)? la fonction gaussienne

_ 2
p(t,,y) = (2mt) =2 exp (_Hﬂ?%yﬂ> .

On peut alors définir une famille de mesures z/t(f)tk sur (R%)* pour tout k € N* et tout k-uplet (¢1,...,t) €

(Ry)* tels que 0 < t; < --- < t, pour tout x € R? avec la formule

Vt(f,)...,tk (Fi x -+ x Fy) i:/ p(ti, 1) - Dtk — the—1s Yk—1, Yk )dyr - - - dyp.
F1x---XFp
On étend ensuite la définition de la famille de mesures & tout k-uplet (¢y,...,t;) € (Ry)* (donc sans la condition

de croissance des instants) pour assurer la premiére relation de compatibilité sur les permutations du Théoréme
1.6. Et puisque fRd p(t,z,y)dy = 1 pour tout ¢ > 0 et pour tout x € R?, on a bien la deuxiéme relation de
compatibilité du Théoréme 1.6. Fixons 2 € R%, par le Théoréme 1.6 on a l'existence d'un espace de probabilité
(Q(””),}'(‘”), P(‘”)) et d’un processus stochastique B*) dont les lois finies-dimensionnelles sont données par la
formule

P(z)(Bt(f) €F,.. -,B,S,f) € Fy) = / p(ti, @, y1) - Dtk — the—1, Yh—1, i )dyr - - - dyi
F‘1><~~'><F')C

pour tout k € N* et tout k-uplet (¢1,...,%;) € (Ry)F tels que 0 < t; < --- < ty.

Définition 1.7. On appelle mouvement brownien démarrant en x un processus stochastique défini par la formule
précédente sur ses lois finies-dimensionnelles.

Il est clair qu’il n’y a pas unicité des trajectoires dans cette définition, mais on peut toutefois travailler avec
de tels processus. En particulier ce sont des processus Gaussiens, c¢’est-a-dire que, notant G la variable aléatoire

(Bt(f), NN Bt(:)) sur R% | cette variable G est un vecteur Gaussien de moyenne

(T, Tdy Ty e ey Ty ey Ty oo vy Td) € Rk
et de matrice de covariance de taille dk x dk définie par blocs
Iy t1lg ... tily
th1 Iy tolg ... toly

tilg tolg ... tilyg
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ou I est la matrice identité de taille d x d. On retrouve alors les propriétés classiques a savoir pour tout t € R4,
on a

EVB) =2, EW[IB” —a|?) =dt,
et pour tout (s,t) € (R4)? on a

E@[(B™ — 2, B®™ — 2)] = dmin(s, t).
D’oi1 on tire pour tout (s,t) € (Ry)? que
EW[IB — BW| = d |t — .
On obtient également que les incréments Bt(f), Bt(f) — Bt(f), . ,Bt(:) - Bt(le sont indépendants (en tant que
vecteur Gaussien, il suffit de voir qu’ils sont non-corrélés). En effet pour k # i, on a

E(I)KBC”

tet1

—By,,B — By,)] =0.

xr
tit1
En particulier pour (¢,s) € (Ry)?, dés que t > s, la variable Bt(w) — ng) est indépendante de la tribu ]-'S(x)
engendrée par la famille de variables aléatoires Bﬁx) pour 0 <r < s.

Enfin, et pour conclure cette introduction du mouvement Brownien, on peut montrer qu’il existe une mod-
ification (on parle aussi de version) du mouvement Brownien qui est continue & l’aide d’un autre théoréme da
a Kolmogoroff (voir [Kol31] ou [RY99, Theorem 1.8]). Dans la suite de ce cours, on considérera la modification
continue du mouvement Brownien et, lorsqu’on construira des objets, on s’attardera & vérifier qu’ils possédent
une modification continue, afin de toujours travailler dans I’espace des processus & trajectoires continues.

Définition 1.8. Pour deux processus stochastiques X etY définis sur l’espace (Q, F,P), on dit que Y est une
modification (ou une version) de X si

PlweQ : Xi(w) =Y (w)}) =1, VteR,.

Ils ont alors les mémes lois finies-dimensionnelles, mais pas forcément les mémes trajectoires (voir Exercice
1.4).

Cette propriété de continuité est en réalité un atout essentiel pour éviter des problémes de mesurabilité jointe,
c’est-a-dire la mesurabilité par rapport a ¢ et w simultanément (et non par rapport & w a t fixé). En effet on a
la proposition suivante :

Proposition 1.9. Soit X un processus stochastique a valeur dans R? défini sur l’espace de probabilité (0, F,P)
indexé par Ry. Supposons que X est presque sirement & trajectoires continues, i.e. pour presque tout w € €,
t — Xi(w) est continue, alors

Ry x 0 BR)®F) — (RLB(R)

v o) = Xiw),

est mesurable (par rapport au couple (t,w) de ses deux variables, et non plus par rapport ¢ w a t fizé en tant
que variable aléatoire), c’est-a-dire

VB e B(RY), Y YB)eB(Ry)®F.

Proof. Soit n € N, on note X" : (t,w) = X x (w) sit € [, 5EL[ pour k € N ou encore

+oo
X"(tw) =Y X (@)L (0,
k=0
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qui est mesurable par rapport au couple (¢,w) de ses deux variables comme somme et produit dénombrable
de variables aléatoires. Le processus X étant a trajectoires continues, on a bien pour tout ¢t € Ry, en posant

by = % —no+oo t, que la variable X™(¢,) = X, (-) = Y (¢n,-) converge presque strement vers X; quand
n — +oo. La limite simple de fonctions mesurables étant mesurable, on a la mesurabilité de Y par rapport au
couple (t,w) de ses deux variables. O

Remarque 1.10. Dans la démonstration précédente, l’ensemble a t fixé sur lequel la convergence a lieu presque
stirement ne dépend pas de t. En réalité, s’il en dépendait, on pourrait encore s’en sortir en ne considérant que
les instants t rationnels et en prenant 'intersection dénombrable des ensembles ou a lieuw la convergence. La
continuité permettrait encore de conclure que cet ensemble convient pour tous les instants t.

Partant de ce constat, si on se restreint & ne considérer que des versions continues, on peut noter indifférem-
ment {X;}ier = {w = Xi(w)her ou {X(¢,w)}ieTwen la donnée d’un processus stochastique. On notera
méme de maniére synthétique X la donnée d’un tel processus.

On posséde maintenant une notion de mesurabilité, et des solutions exactes d’équations stochastiques de la
forme (1), et si W est la version continue d’un processus stochastique (comme un mouvement Brownien par
exemple), alors la solution N est également la version d’un processus continu. Et on obtient un objet bien
défini, solution d’une équation avec du “bruit”. On peut trés souvent en calculer les lois finies-dimensionnelles,
par exemple dans le cas Gaussien si on connait les corrélations de W, et donc les variances entre deux instants,
i.e. les variances des incréments. De plus, on peut se convaincre que ce choix de fluctuations est un trés
bon point de départ, car le mouvement Brownien est un objet universel, dans le sens ou, sous des hypothéses
relativement générales, toute somme de beaucoup de perturbations aléatoires de carré intégrable, sous la bonne
renormalisation, tend vers une fluctuation brownienne. La Figure 2 représente des trajectoires continues du
mouvement Brownien.

Mais en réalité le probléme n’est pas la. Il est dans 'interprétation de ce qu’on appelle un “bruit”. On attend
d’un bruit qu’il ait une forme de stationnarité : le bruit aujourd’hui, ou demain, ou dans la piéce a coté est
sensiblement le méme. Si vos voisins font la féte un soir, et que cela ne se répéte pas chaque soir, ou que d’autres
voising n’entendent rien pour corroborer vos faits, cela va étre difficile de prétendre qu’ils font du “bruit”.

Deuxiémement, on attend d’un bruit qu’il soit indépendant du bruit du lendemain ou d’hier ou d’il y a cinq
minutes. Par exemple cela se produit si on n’entend pas de corrélation ou de mélodie évidente dans un signal
sonore. Si votre voisin répéte ses gammes de trompette, alors, avec un peu d’indulgence, on peut comprendre
qu’il ne fait pas de “bruit”. Si au contraire le petit Matéo frappe sur la batterie de son pére sans cohérence,
c’est du “bruit”.

Et c’est 1a que tout s’effondre, car il n’existe pas de famille raisonnable W (t,w) indexée par le temps t € R
et un univers () assez riche, tel que W satisfasse ces deux propriétés.

Si de plus on demande la possibilité de pouvoir en calculer la variance, c’est-a-dire commencer a faire des
statistiques sur ce “bruit”, alors on peut méme perdre la mesurabilité de W par rapport & la tribu naturelle
B(R4) x F (voir Proposition 1.9). Souvenez-vous qu’on a pu caractériser des lois finies-dimensionnelles avec
simplement la donnée des variances des incréments. Si on perd la notion de variance ou de co-variance, la suite
risque de s’avérer tres difficile.

La fonction (¢,w) + W (t,w) n’étant alors pas mesurable, elle n’est évidemment pas continue en ses paramétres.
Les solutions N (t,w) agitées par ce genre de “bruit” perdent tout sens physique puisque toute incertitude de
mesure sur le bruit, aussi faible soit-elle, risque de produire des variations infiniment grandes dans le signal
recherché. On parlerait alors de dynamique chaotique ou le simple battement d’une aile de.... on connait la
suite.

On verra dans le prochain chapitre comment construire un bon processus de “bruit”, et pourquoi la forme
de I'Equation (1) va étre modifiée en une “équation différentielle stochastique” dont la résolution théorique sera
bien plus difficile, mais également bien plus riche mathématiquement.
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F1GURE 2. Des trajectoires continues du mouvement Brownien. Les couleurs représentent des
tirages indépendants.

1.4. Exercices sur le chapitre 1

Exercice 1.1. Montrer que la loi de Bt(o) en dimensiton d = 1, pour tout t > 0, est donnée par la densité

p(z) = \/;E exp (;i) :

’ ©)?
Quelle est la loi de <Bt ) pour tout t >0 ¢

Exercice 1.2. Montrer que pour tout u € R, pour tout t > 0, on a en dimension d =1

E [exp (iuBgo))} = exp (—;u%) .
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Exercice 1.3. Vérifier qu’en dimension d = 1, pour tout k € N, on a pour tout t > 0

(o)) - e

Exercice 1.4. Soit (2, F,P) = (Ry,B(Ry), 1) ot p est une mesure de probabilité sur Ry qui ne charge pas les
singletons. On définit les processus X et 'Y par leurs trajectoires pour t € Ry tel que pour tout w € Ry

1 sit=uw,

Xi(w) = { 0 sinon, et Yi(w)=0.

Montrer que les lois finies-dimensionnelles de X et Y sont les mémes, en montrant que X etY sont versions
lUun de Uautre.
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2. INTEGRALE D’ITO ET CALCUL STOCHASTIQUE

2.1. Processus représentant le bruit

Comme expliqué dans le chapitre précédent, on demande naturellement & ce qu’un “bruit” satisfasse les

propriétés suivantes :
(i) t # s implique Wy est indépendant de Wy,
(i) la loi de W; est stationnaire, (a fortiori la loi de W;, est indépendante de 7).

(iii) E[W;] = 0.

Le probléme est qu’il n’existe aucun processus raisonnable qui satisfasse ces propriétés. Formellement on
remarque toutefois que W semble proche d’une dérivée du mouvement Brownien. En effet, les conditions
demandées sur les instants de W se transposent sur les incréments d’un mouvement Brownien B(®) démarrant
au point z = 0 qu’on notera simplement B. On obtient en effet la liste suivante de propriétés demandées :

(i) t # s implique By — By est indépendant de Bs — By,

(ii) la loi de B; — By est stationnaire, (ici la loi de Byy, — Bs1, est indépendante de ),

(iii) E[B: — Bs] = 0.

Le point (ii) précédent caractérise des processus dits a incréments stationnaires. Si de plus on fixe que la
loi de By — B; est une loi normale centrée et de variance t — s, il n’existe alors qu’un seul processus continu
vérifiant les propriétés demandées, et c¢’est le mouvement brownien.

Toutefois le processus W n’est pas continu, car il est la “dérivée” d’un mouvement brownien dont les trajec-
toires ne sont pas C'. On note parfois W = B, et 'Equation (1) devient

dN(t,w)

—5 = (7(t) + B(t,w))N(t,w), N(0,w) = Np(w).

Si on integre en temps cette équation entre deux instants ¢ et f;+1, on obtient une formule de récurrence
certainement utile pour comprendre la dynamique recherchée

Thy1 |

N(tgt1,w) — N(tg,w) = / o T(s)N(s,w)ds + / B(s,w)N(s,w)ds.

tr tk

Effectivement, si les trajectoires de B étaient suffisamment réguliéres, on pourrait donner un sens & une solution
de cette équation intégrale par un argument de type point fixe ou par compacité. Si on pousse encore le
raisonnement, on peut demander & ce que les intégrales soient approchées par des sommes de Riemann, et on
obtient un schéma d’Euler explicite de la forme

N(tk+1, w) — N(tk, w) = f(tk)N(tk,w)(tk+1 — tk) + B(tk, w)N(tk,w)(tkH — tk).

By

. : By, ,— Bt . . . .
Puisque B(ty) = W,, ~ —*—* on obtient une version discréte de la dynamique sous la forme
k o1 —tn

N (tpt1,w) = N(tk, w) = 7(t) N (e, w) (e — te) + N(te, w)(Bry,, — Bry,)-

En outre, la forme de cette équation discréte semble pouvoir s’étendre & des équations différentielles plus
générales, par exemple non-autonomes et non-linéaires, ou alors en dimension d € N*.

Le taux de croissance linéaire (t,n) — 7({)n est alors remplacé par une fonction temps-espace appelée
“coefficient de dérive” et notée (t,z) ~ b(t,x) pour t € Ry, z € R%, et la perturbation aléatoire est remplacée
par une fonction temps-espace appelée “coefficient de diffusion” et notée (t,x) — o(t,x) pour t € R,z € R%.
On se pose alors la question de ’existence d’un processus stochastique X tel que

dX; .

T b(t, Xt) + o(t, X¢) - By (2)
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avec b et o des fonctions réguliéres. On peut écrire 'Equation (2) en temps discret sur les incréments de X sous
la forme
th+1 - th = b(tkv th)(tk-H - tk) + J(tkv thc)(Btk+1 - Btk-)’

et c’est ce genre de quantités qu'on va faire converger quand les instants t; et tx41 sont de plus en plus
rapprochés. On remarque que le premier terme est similaire & une intégrale de Riemann, alors que le deuxiéme
terme s’approche davantage d’une intégrale de Stieljes, mais, comme on le disait précédemment, les trajectoires
de B ne sont pas assez réguliéres pour appliquer cette théorie. C’est I'intégrale d’It6, impliquant les incréments
de B, qui va étre obtenue comme l’'objet limite d’une telle somme. On la notera

t
/ o (s, X,)dB,
0

et on utilise la notation dB pour insister sur la nécessité de controler les incréments de B, & ne pas confondre
avec une notation formelle B,ds sujette a de nombreuses erreurs.

On n’entrera pas dans les détails de la construction de cette intégrale dans ces notes, mais on renvoie le
lecteur a [KS91] ou [RY99].

Si on utilise la notation d’It6, on peut écrire ’'Equation (2) en version intégrale

t ¢
X, — Xy = / b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs,
0 0

ou en version différentielle

dX; = b(t, Xy)dt + o(t, Xy )dBy.
La version différentielle est une notation simplifiée de la version intégrale, mais on ne doit pas y lire des
différentielles, car B n’est pas dérivable et X non plus. Cette écriture est utile car elle s’adapte trés bien a un
formalisme de calcul différentiel stochastique, abordé dans la sous-section suivante.

2.2. Formule d’Ito

La formule d’It6 est a la base du calcul stochastique car elle exprime la stabilité d’une certaine classe de
processus & travers des transformations réguliéres. Elle fournit d’ailleurs des régles de calculs permettant de
représenter le nouveau processus obtenu aprés transformation. C’est pour cette raison qu’on parle de “Formule
d’Tt6”.

Définition 2.1. Soit T > 0. On note Vr l’ensemble des processus stochastiques f définis sur un espace de
probabilité (Q, F,P) muni de la filtration {F;}icr, associée a B, a valeurs dans R, indexés par [0, T, satisfaisant
les propriétés suivantes:

o (t,w)— f(t,w) est B([0,T]) @ F mesurable,

o f(t,-) est Fy-mesurable pour tout ¢t € [0,T],

o E [fOT f(t7~)2dt} < +oo.
On notera V = (\po Vr-
On est parfois amené & considérer des filtrations différentes de la filtration naturelle du mouvement Brownien

B, ainsi que des conditions d’intégrabilité plus faibles. Cela conduit & une définition 1égérement différente de la
classe de processus considérés.

Définition 2.2. On note W} I’ensemble des processus stochastiques f définis sur un espace de probabilité
(2, F,P) muni d’une filtration {H,},cr,, @ valeurs dans R, indexés par [0,T], satisfaisant les propriétés suiv-
antes:

o (t,w)— f(t,w) est B([0,T]) ® F mesurable,

e B est une martingale pour {H;}ier, et f(t,-) est H;-mesurable pour tout t € [0,T7],
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o P[fy St )2t < +o0] =1,
On notera WH = (.o o WH.

La classe de processus stochastiques précédente permet de définir la classe de processus qui sera invariante
par composition avec des fonction réguliéres : les “processus d’Ito”.

Définition 2.3. Un processus d’Ito est un processus stochastique {X;}er, défini sur un espace de probabilité
(0, F,P) muni d’une filtration {F;}ier,, @ valeurs dans R, indexés par Ry, pouvant s’écrire de la maniére
sutvante pour tout t > 0 presque sirement

t t
Xo=Xo+ [ ws.gas+ [ ols

avec ¢ € W et P [fo [(s,-)|ds < +o0, Vit > O} = 1. On le notera synthétiquement dX; = v dt + ¢ dB; avec
pour donnée initiale Xg.

L’invariance de la classe précédente est exprimée par la formule d’It6 suivante (voir Théoréme 4.1.2 dans
[Eva98]).

Théoréme 2.4 (Formule d'It6 1-dimensionnelle). Soit {X;},cr, un processus d’Ito donné par :
dX: =9 dt + ¢ dBs. (3)

Soit g € C*(Ry x R). Alors le processus stochastique {Y; }1er, défini pour tout t > 0 par Y, = g(t, X;) est encore
un processus d’Ité et l’on a pour tout t > 0 presque sirement :

2

av, = 29, x)ae + g (t, X)dx, + 229

o 50 2(t X,)¢dt,

ce qui s’écrit également en utilisant ’Equation (3)

dg Og 10%g dg
dy;, = (8t (t, X;) + ax(t,Xt)qp 590 2(t Xt)d)z) dt + —Z 5 99+, X,)6 dB,.

Cette formule se généralise au cas multidimensionnel ot B est un mouvement Brownien de dimension m € N
(possédant possiblement des composantes corrélées). Un processus d’It6 de dimension d s’écrit alors :

dX; = dt + ¢ dB; (4)

ol ¥ = (¥;)1<i<q est un vecteur dont les coordonnées vérifient les conditions de la Définition 2.1, et il en va de
méme pour les coordonnées de la matrice ¢ = (¢; ;)1<i<d,1<j<m qui s’applique sur un mouvement Brownien de
dimension m (voir Théoréme 4.2.1 dans [Eva98]).

Théoréme 2.5 (Formule d’It6 multidimensionnelle). Soient {X;};cr, un processus multidimensionnel définit
en Equation (4), et g € C3(Ry x R%:RP), c’est-a-dire une fonction g(t,z) = (g1(t,x), -+ ,g,(t,z)). Alors le
processus {Yi}ier, défini pour tout t € Ry par Y (t,w) = g(t, X(t,w)) est encore un processus d’It6 dont la
k-iéme composante (1 < k < p) est donnée par:

2

t Xt)(¢¢T)i7jd<Bi’ Bj>t>

d
avy} = aag‘“(t X,) dt—l-zagk t, X)dX! + ZZ
1

ot la notation d(B', B?), = p;;dt désigne la covariance entre les composantes du mouvement Brownien. Dans
le cas de composantes indépendantes p;; = 1;—;.
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2.3. Equations différentielles stochastiques

On note E(b, o, z) 'équation différentielle stochastique définie par
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t7 Xt)dBt

sous la condition initiale Xq = x. Elle doit étre interprétée sous sa forme intégrale, c’est-a-dire vérifier que pour
tout ¢t > 0 presque siirement

¢ t
Xt=x+/ b(s,Xs)ds+/ o(s, Xs)dBs.
0 0

On appelle solution la donnée d’un espace de probabilité filtré (2, F,P,{F;:}icrs) sur lequel est défini un
mouvement Brownien B et d’un processus stochastique X sur cet espace de probabilité filtré vérifiant I’équation
précédente.

Définition 2.6. Il existe plusieurs notions d’existence de solution aux équations différentielles stochastiques.

e On dit qu’il y a existence faible si pout toute donnée initiale x, il existe une solution de E(b,o,x).

e On dit qu’il y a existence et unicité faibles si pour tout x, les solutions de E(b,c,x) ont toutes la méme
loi.

e On dit qu’il y a unicité trajectorielle si pour tout x, deuz solutions X et X de E(b,o,x), définies sur
le méme espace de probabilité filtré (Q, F,P,{F;}icr+) et pour le méme mouvement Brownien B, sont
indistingables l'une de lautre, c’est-a-dire P(X; = X;,Vt€Ry) = 1.

e On dit qu’une solution faible X est solution forte si X est adapté a la filtration engendrée par B.

On fait trés souvent appel au théoréme suivant qui permet de récupérer une existence forte sous des conditions
d’existence faible et d’unicité.

Théoréme 2.7 (Yamada-Watanabe). S’il y a ezistence faible et unicité trajectorielle, alors il y a existence et
unicité faibles. De plus, pour tout choiz de 'espace de probabilité filtré (Q, F,P,{Fi}icrs) et dun {Fi}ier,
mouvement Brownien B, pour toute donnée initiale x, il existe une solution forte de E(b,o,x).

Enfin on cite un théoréme classique d’existence faible et d’unicité trajectorielle qui est un équivalent du
théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles ordinaires (voir Théoréme 5.2.1 dans [Eva98]).

Théoréme 2.8. Supposons que

H1: Les fonctions b et o sont continues.
H2: Les fonctions b et o sont lipschitziennes par rapport & leur seconde variable uniformément en la variable
t, c’est-a-dire qu’il existe une constante L > 0, tel que pour tout t € Ry, pour tout x,y € R, on ait

(bt x) = b(t, y)| + |o(t,2) — ot y)| < L]z -yl

alors il y a existence faible et unicité trajectorielle de ’équation E(b,o,x) (donc existence forte par le
Théoréme 2.7 de Yamada- Watanabe).

Exemple 2.9. Dans le cas ou b : x — —Ax avec A > 0 et ¢ : x — 1, la solution de l’équation différentielle
stochastique est appelée processus d’Ornstein-Uhlenbeck

dXt = —>\Xt dt + dBt

La solution explicite est donnée par la formule

¢
Xt = Xoexp(—At) +/ exp(—A(t — s))dBs.
0
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Fi1GURE 3. Des trajectoires continues de processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec Xy = 1 et pour
A =1 (noir), A =5 (rouge), A = 10 (bleu) ou A = 100 (vert).

Exemple 2.10. Dans le cas ot b : x — px avec p € R et 0 : x +— ox avec o > 0, la solution de l’équation
différentielle stochastique est appelée processus de Black-Scholes

dXt = ,uXt dt + O'Xt dBt

Ce processus modélise des marchés financiers. Le paramétre u est un tauz de rendement (typiquement 2%) et
le parametre o est la volatilité du marché (typiquement 20%). La solution explicite est donnée par la formule

o2
X: = Xpexp ((u— 2> t-i—UBt) .

On remarque que cette formule défie l’intuition & cause du terme correctifoQt On peut montrer cette formule
explicite en utilisant le Théoréme 2.4 avec la fonction g : (t,z) — exp ((,u — —) t+ Ux) et calculer l’équation
différentielle stochastique vérifiée par le processus X; := Xo g(t, Bt).



154 ESAIM: PROCEEDINGS AND SURVEYS

1.25 — —

1.05

0.95

0.9

0.85

0.8 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1

FIGURE 4. Des trajectoires continues du processus de Black-Scholes avec (p,0) = (0,0.2)
(noir), (u,0) = (0.02,0.2) (rouge), (1, 0) = (0.04,0.2) (bleu) ou (i, o) = (0.04,0.3) (vert).

2.4. Exercices sur le chapitre 2

Exercice 2.1. Vérifier si les processus {X;}ier, suivants sont des {F;}ier, martingales.
a) X; = By +4t,
b) X, = BZ,
¢) X, =1>B, — 2 [} sByds.

Exercice 2.2. Montrer que les processus {X;}icr, suivants sont bien définis dans l’espace considéré en tant
que processus d’Ito, c’est-a-dire montrer qu’il existe deuz processus 1 et ¢ vérifiant les conditions habituelles tels
que X; = Xo + fg U(s,-)ds+ fg ¢(s,+)dBs, ot B est un mouvement Brownien possiblement multi-dimensionnel
a préciser.

a) Dans R, X; = B} — B? — fot \/|Bs|dBs, pour tout t € R,

b) Dans R, X; = tB; — fg sd By, pour tout t € R,

¢) Dans R, X; = cos(By), pour tout t € R.

d) DansR?%, X, = Y0, fot B*1dABY uy, pour tout t € R,
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e) Dans R4, X, =0 _, (fo BkaBk — (Bf)2) ug, pour tout t € Ry.

Exercice 2.3 (Théoréme de représentation d’It6). Soit V un processus de L2(Q) sur [0,T] qui soit une mar-
tingale par rapport & {Fi}ic(0,r). On veut montrer qu’il existe un processus ¢ € V tel que

T
Vr(w) = E[Vy] —|—/ ¢(t,w)dBy; pour presque tout w € . (%)
0

a) Supposons que Vp = exp (fo (t)dB; — f2( )dt) pour une fonction f dans L2(0,T). Montrer que
(%) est vérifiée.

On peut montrer que la limite simple d’une suite (g, )nen de fonctions deV qui soit de Cauchy dans L?(Qx [0,T7)
admet une sous-suite qui soit convergente dans V.

b) Supposons qu’il existe une séquence de processus (Vy)nen de la forme décrite en question a) telle que
(Vi)nen converge vers V dans L2(Q). Montrer que

T
Vr = E[V] —|—/ lim f,(t)dB;:
0

n—-4oo

0 (fn)nen est de Cauchy dans L2(Q x [0,T)).
c) En déduire le théoréeme de représentation (i.e. la décomposition (x)) pour un tel processus V.
d) Montrer lunicité du processus ¢ représentant V' dans (*).

Exercice 2.4 (Intégrale de Stratonovich). Soit f € V. Supposons que t — f(t,w) soit continue pour presque
tout w € Q). On sait que Uintégrale d’Ito vérifie

T
/ f(t,w)dB;(w) = lim Zf tj,w)(Bt, ., — Bt,) dans L*(P).
0

t~>0

De maniére similaire, on peut définir lintégrale de Stratonovich avec t; = 2(t; + tj41) par

T
/ f(t,w) 0 dBy(w) = lim Zf Bi,., — By,) dans L*(P),
0

JEN

T T
/ Bt o dBt et / BtdBt.
0 0

b) Soient b et o deuz fonctions réquliéres telles que toutes les intégrales suivantes existent. Par définition,
le processus {X;}icr, est une solution d’une équation différentielle stochastique au sens de Stratonovich
telle que pour tout t > 0 presque sirement

a) Comparer

t t
X: =X, —|—/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs) o dBs,
0 0

si et seulement si le processus d’Ito {X;}icr, est une solution de I’équation différentielle stochastique
au sens d’Ito telle que pour tout t > 0 presque sdrement

t 1 st t
X, = Xo +/ b(s, Xs)ds + 5/ 0.0(s, Xs)o(x, Xs)ds —|—/ o(s, Xs)dBs.
0 0 0
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Transformer les équations différentielles stochastiques au sens de Stratonovich en équations différen-
tielles stochastiques au sens d’Itd et inversement.
a) dXt = ’}/Xtdt + OéXt o dBt
b) dX; = sin(X;) cos(X;)dt + (2 + cos(Xy)) o dB;
C) dXt = 5Xtdt + BXtdBt
d) dXt = 2€Xp(—Xt)dt + XEdBt
ol «, B, v et § sont des constantes.
Exercice 2.5. Calculer les solutions des équations différentielles suivantes ot a, B et v sont des constantes.
a) dXt = O[Xtdt + 5dBt et XO = 1,
b) dXt == %’YQXtdt +’}/XtdBt et Xo = 1,

¢) dX, = —{tdt + 1dB; et Xo = 0.

Exercice 2.6. Que dire de l’existence de solutions auz équations différentielles stochastiques suivantes ?
a) dX; = (sin(By)? — X;)dt — 2sin(B;) cos(B;)dB; et Xo = 1,
b) dX; = 21Xt + X;/?dB, et X, = 1,
¢) dXy=33:dBy +33kdt et Xo = 0.

Ezhiber une solution. Discuter de l'unicité des solutions.

Exercice 2.7. Soit f € V. On définit un processus {X;}icr, tel que pour tout t > 0 presque sdrement

X; =exp (/Ot f(s,w)dB; — ;/Ot f(s,w)2ds) .

et on suppose que t — X f(t,-) € V.
a) Montrer que le processus {X:}icr, vérifie ’équation différentielle stochastique

dX; = X, f(t,-)dB,.

b) En déduire que X est une martingale par rapport a la filtration {F;},cr, .

Exercice 2.8. On se place sur ’espace des fonctions C%([0,1];R) avec les conditions auz bords de Dirichlet
homogénes. On pose A le Laplacien défini par la réalisation de l'opérateur de dérivée seconde sur cet espace.
Cet opérateur posséde alors une famille dénombrable de valeurs propres données par (—k*m?)x>1 de vecteurs
propres associés (6 — sin(kmf))g>1. On se place sur l’espace de dimension d engendré par la famille (6 —
sin(lmr&))k:l,__d.
a) Sur cet espace de dimension finie, on peut représenter le Laplacien par une matrice A diagonale. On
cherche alors a résoudre l’équation différentielle stochastique suivante :

dXt = AXt dt + I dBt,

ot B est un mouvement Brownien en dimension d et I est la matrice identité en dimension d. Montrer
que la solution de ’équation différentielle stochastique E(A,I,x) est donnée pour tout t > 0 presque
stirement par

X; = exp(tA)x Jr/o exp((t — s)A)dBs;.

b) On utilisera plus tard cette expression exacte en dimension finie pour définir des solutions en dimension
infinie par passage a la limite d — +o0o0. Montrer que la formule précédente reste valable pour toute
matrice A, et pas seulement celle représentant le Laplacien.
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3. INTEGRATION CONTRE UN PROCESSUS DE WIENER CYLINDRIQUE

3.1. Processus de Wiener cylindrique

Le formalisme obtenu en dimension finie semble naturellement s’adapter & la dimension infinie en passant a
la limite sur la dimension d de I’espace R? engendré par la base canonique (ex)r=1...4. De fait ’extension semble
simple sur un espace possédant une “base” dénombrable. Les espaces de Hilbert séparables semblent alors étre
le cadre idéal. Surtout lorsqu’on pense aux espaces de Sobolev H" := W™?2 qui étaient déja le cadre adapté aux
approches variationnelles des équations aux dérivées partielles. On a donc une table d’extension:

(ex)k=1..a — (ex)r>1 (5)
d

_ k _
_kZ_IXt er  — t—dETOOZX €k (6)
X, = (XX, X)) - X, eH:= Vect((ek)k>1) (7)

d d
AX; =) XfAey == Xf(kr)’er, — AX;=-— E‘foosz (k)2 (8)
d 2 d 2
e X, = Zthe*t(k”) e — X, = dgrfoo Ztheft(k”) e (9)
k=1 k=1

B, =(B},B},....B}) — dgglmZB e (10)

De cette table, on remarque premiérement que si la série (6) converge dans H, il n’est rien de sir vis-a-vis de
la série (8), mais ce n’est pas le probléme fondamental car la série (9) semble converger et c’est cette série qui
apparait dans la solution. Par contre, la série (10) semble problématique. En effet, si on se fixe w € , alors la
série converge dans H ('espace de Hilbert engendré par la base hilbertienne orthonormée) si et seulement si

d
lim Y (BFf(w))? < +o0
d——+o0o
k=1
pour un instant ¢ € [0,7]. Mais cette série est une somme de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées, et la loi forte des grands nombres suggeére que la série diverge presque strement dans H, car

ézzzl(Bf())Q converge presque stirement vers lespérance E[(B}(-))?] = t. On a également un calcul ex-
plicite de I’espérance d’une telle série (& termes positifs), et on obtient E [Zizl(Btk())ﬂ =V {22:1 Bf()} =

¢ E [(BF(1)?] = St =dxt. La variable aléatoire limite décrite par (10) quand d — 400 n’a donc pas
de sens dans H car la série ne converge pas (ni presque siirement, ni en probabilité, ni dans L2(Q; H)).

On va contourner cette limitation en interprétant la série dans un espace de Hilbert plus grand dans lequel
la convergence de la série serait vérifiée, et on va introduire une maniére de se représenter cette série qui
porte le nom de processus de Wiener cylindrique dans H. On devra pour cela introduire la notion d’opérateur
Hilbert-Schmidst.

Définition 3.1 (Opérateurs Hilbert-Schmidt). Soient H et H deuz espaces de Hilbert séparables dont on note
respectivement || - |lu et || - || les normes associées. Soit L € L(H,H) un opérateur linéaire borné. On dit que
L est Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne orthonormée (ex)rer de H, avec I C N, telle que

> |ILer|fE < +oo.

kel
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Dans ce cas, la valeur précédente est finie pour n’importe quelle autre base hilbertienne orthonormée, et elle ne
dépend pas du choix de cette base. On la note alors

122, 0y = S VEenl
kel

Cela définit une norme sur le sous espace vectoriel des opérateurs Hilbert-Schmidt noté Lo(H, ﬁ) qui est en fait
un espace de Hilbert.

Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont fortement reliés aux opérateurs de trace finie qui jouent un role
central dans la théorie. En effet L est Hilbert-Schmidt si et seulement si LL* ou L*L sont des opérateurs de
trace finie.

Définition 3.2 (Opérateurs de trace finie). Soit T € L(H,H) un opérateur linéaire. On dit qu’il est a trace
finie si la quantité

Tr(T) =Y (Tex,er)n
kel
est absolument convergente, avec (-,-)u le produit scalaire sur H. Dans ce cas, la valeur précédente est finie pour
n’importe quelle autre base hilbertienne orthonormée, et elle ne dépend pas du choix de cette base.

Le lien entre les opérateurs de trace finie, et les opérateurs de Hilbert-Schmidt est fait a travers la formule

1L, 50 = > lLexld = (Lex, Lex)g = Y _(L*Leg, exyu = Tr(L*L).
kel kel kel

En fait la trace définit un produit scalaire sur les opérateurs de trace finie, et le complété pour la norme associée
est 'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Définition 3.3 (Processus de Wiener cylindrique). Pour tout t > 0, on note

Wt = Z Bfek
kel

la série formelle définissant un processus de Wiener cylindrique W := {W; }ier, -

Cet objet n’est pas défini dans H dés lors que la dimension de H est infinie, mais il a en réalité un sens a
travers 'action de tout opérateur Hilbert-Schmidt sur lui-méme. Effectivement, on peut définir I’action de cet
opérateur sur W de la maniére suivante.

Proposition 3.4. Soit W un processus de Wiener cylindrique donné par la Définition 3.3. Soit L € Lo(H, ﬁ),

alors, pour tout t > 0, la variable aléatoire

LW(t) =Y BfLey

kel

est bien définie dans L2((); ﬁ) l’ensemble des variables aléatoires de carré intégrable a valeur dans ﬁ, c’est-a-dire
les variables aléatoires Z telles que E[HZH%] < 400. De plus cette quantité ne dépend pas de la base hilbertienne
orthonormée choisie pour construire le processus de Wiener cylindrique W.

Exemple 3.5. Soit h € H définissant la forme linéaire
(h,") :H—=R.

Alors cette forme linéaire est Hilbert-Schmidt, et sa norme d’opérateur Hilbert-Schmidt est égale a ||(h, -)|| z,m,r) =
Ihlla. Par suite l’objet (h, W (t)) défini dans la Proposition 3./ est une variable aléatoire réelle centrée de carré
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intégrable et sa variance est E[(h, W (t))?] = t||h||%. On remarque une propriété d’isométrie entre l’espace des
formes linéaires (h,-) et les variables aléatoires L?(Q;R).

Exemple 3.6. Soit H C H telle que Uinjection i : H — H soit un opérateur linéaire Hilbert-Schmidt. Alors, a
t fizé, 'objet W (t) peut-étre identifié avec i(W(t)) € H, qui est bien défini par une série convergente dans H.
De plus les propriétés de cet objet ne dépendent pas du choix de H et de Uinjection i. Enfin, étant donné un
espace de Hilbert séparable H de base hilbertienne orthonormée (ex)rer, il existe touyours un espace de Hilbert
sepamble H de base hilbertienne orthonormée (x)ker tel que Uinjection i : H — H définie par linéarité avec
i(ex) = 1ér est Hilbert-Schmidt.

3.2. Intégrale stochastique contre un processus de Wiener cylindrique

Comme on a pu le faire pour les intégrales classiques d’Ito, il suffit de définir une intégrale contre des processus
élémentaires (i.e. constant par morceaux en temps sur la grille temporelle 0 = ¢y < t; < -+ < typ1 = T avec
N € N) en utilisant la Proposition 3.4 pour donner un sens a

N N—-1
> L)Wy, = Wi) = D> (L(t:) = Ltix1))Wa,,, + L(tn)Wr,
=0 1=0

ou chaque {L(t;)}i—o0...n est un opérateur Hilbert-Schmidt.

On passe ensuite & la limite & 'aide d’une propriété d’isométrie. On ne détaille pas la construction, mais
on précise une condition suffisante pour ’existence d’une intégrale stochastique d’opérateurs Hilbert-Schmidt
contre un processus de Wiener cylindrique.

Proposition 3.7. Soit L : ¢t € [0,T] — L(H, H) une fonction déterministe indexée par le temps a valeurs
dans les opérateurs linéaires continus L(H, H) de H dans H et W un processus de Wiener cylindrique sur H.
Supposons que

/O L2, g 7, < 00, (11)

(qui est une intégrale classique au sens de Lebesgue sur Ry U{+o00}) alors on peut définir l’intégrale stochastique

T )
/O L(t)dW; :_mdN(Z/ t)er, Em)g dBt>em, (12)

keln
ot (ex)kery €t (ék)kelﬁ sont respectivement des bases hibertiennes orthonormées de H et H. Dans ce cas cette
quantité ne dépend pas du choix des bases hilbertiennes orthonormées choisies. De plus on a l'isométrie d’Ito

T 2
/ L(t)dW,
0 it

ce qui prouve par l’hypothése sur la finitude de cette quantité que l’intégrale est bien un objet a valeurs dans
L2(; H).

T
_ 2
E ‘ = [ 1D gy

Proof. L’objet défini au membre de droite de 'Equation (12) est une série qui n’implique que des quantités
classiques. On doit donc simplement vérifier que les séries sont bien définies. Remarquons que I'’hypothése
décrite par ’Equation (11) implique par le théoréme de Fubini que la série suivante

</ Z t)er, €m) dt)
mely \"0 kelu
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est de Cauchy dans R, c’est-a-dire que si on remplace la famille d’indices I par les indices m tels que p < m < ¢
et 'espace H par Vp,q = Vect(ey, ..., ¢,) C H alors pour tout ¢ > 0, il existe un rang N tel que ¢ > p > N

implique
)3 /0

On va montrer que la série de ’Equation (12) (tronquée en dimension finie dans ﬁ, c’est-a-dire en projetant
sur V, ) est de Cauchy dans L2(Q; H). Pour cela, il suffirait d’avoir Iisométrie d’It6 dans les sous-espaces Vo.as

car on aurai
(& T dB
eka m>H t Em
kely

Il reste donc a vérifier I'isométrie d’Itd pour les sous-espaces Vj, , pour donner un sens a l'intégrale stochastique,

T
ek,€m>2dt:/ IL1Z, @y, At <e.
kEIH 0

T
:A ILOI2, iy, ydt <.

et on montrera ensuite I'isométrie d’Itd6 pour H. Mais en réalité le calcul est le méme en remplagant la famille
d’indices I par les indices m tels que p < m < q. On se contente donc de vérifier I'isométrie pour H. En
utilisant l'identité de Parseval, puis I'indépendance des mouvements Browniens (B*)xer,,, puis I'isométrie d’Ito
contre un mouvement Brownien en dimension 1, puis Fubini-Tonelli et ’identité de Parseval, on obtient la suite

d’égalités suivante :
T 2
/ L(t)dw,
0

E ‘

H mely

I
(]
(]

mels k€ly
S Z/ L(t)er, ém) 2 dt
mely k€ln
T
2
=3 [ ieweliac= [ 1RO, gt
kel 0

ce qui conclut la démonstration de D’existence de l'intégrale stochastique d’opérateurs Hilbert-Schmidt contre
un processus de Wiener cylindrique. O

tA

On sait maintenant donner un sens & l'objet donné par la série (10). Si on suppose que l'opérateur e** est

Hilbert-Schmidt alors on pourrait donner un sens a la série (9). Et plus exactement avec la condition

T
A
e it < +oc,

on pourrait définir ’objet

/0 exp((t — s)A)dWs,

qui est le candidat idéal pour étre solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique linéaire. On
pourra voir I’Exercice 2.8 pour le cas de la dimension finie, et la Figure 5 pour une illustration en dimension 5.
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FiGURE 5. Des trajectoires des 5 premiéres “coordonnées” de lintégrale stochastique
fg exp((1 — s)A)dW, de I'Exercice 2.8. La k-iéme coordonnée a été translatée horizontale-
ment de k pour une meilleur lisibilité.

3.3. Exercices sur le chapitre 3

Exercice 3.1. Soit h € H définissant la forme linéaire
(h,y :H—R.

a) Montrer que cette forme linéaire est un opérateur Hilbert-Schmidt de H dans R.

b) Montrer que sa norme d’opérateur Hilbert-Schmidt est égale a ||(h, )|z, Ry = [|P]5-

¢) Calculer, pour tout t € Ry, la moyenne et la variance de la variable aléatoire réelle (h, W (t)) définie
par la Proposition 3.J.
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Exercice 3.2. On pose W® := {W{},cr, le processus aléatoire
d
Wi =" Bfey,
k=1

0u (er)k>1 est une base orthonormée de H. On se donne un opérateur R € L(H;H) tel que Rey = ryex, pour

tout k > 1 avec
Z r,% < 400.
k>1
a) Montrer que R*R est un opérateur auto-adjoint, positif et de trace finie sur H.
b) Calculer, pour tout t € Ry, la quantité E[| RW|Z].
¢) Montrer que, pour tout t € Ry, la suite (RW)g>1 est de Cauchy dans L2(; H) ?
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4. EDP STOCHASTIQUES LINEAIRES AVEC BRUIT ADDITIF

Dans cette partie, on va décrire quelques éléments de la théorie des semi-groupes (voir [Evad8, Chap. 7.4])
pour les équations aux dérivées partielles déterministes, car cette théorie va nous permettre de définir trés
simplement des solutions d’équations aux dérivées partielles stochastiques linéaires dirigées par un processus de
Wiener cylindrique. Plus exactement, on va traiter un bruit additif. Le cas du bruit multiplicatif sera traité en
Section 5. Les résultats de cette partie sont détaillés dans le livre [DPZ14].

4.1. Semi-groupe pour les équations aux dérivées partielles linéaires

Dans un cadre purement déterministe, la théorie des opérateurs permet d’établir un résultat d’existence et
d’unicité de solution d’équations aux dérivées partielles linéaires a travers des propriétés de dissipation d’énergie.
Techniquement on souhaite relier la solution d’une équation aux dérivées partielles linéaire de la forme

X(t) = AX (1),
{X(O) = Xy € K, (13)

ol A est un opérateur linéaire (non borné en général) d’un espace de Banach K, a I'existence d’un flot {S(¢)}:er,,
tel que X (t) = S(t)Xo.

Définition 4.1. Soit K un espace de Banach, on dit que la famille d’opérateurs {S(t)}ier, forme un semi-
groupe fortement continu si

e Pour toutt € Ry, S(t) € L(K,K),

e 5(0) = Idﬁ(K,K):

e Pour tout s ett € Ry, S(t+s) = S(t)S(s),

e Pour tout x € K, limy_,0 S(t)z = z.
On dit qu’il est “de contraction” lorsque ||S(t)| zk k) < 1.

D’un semi-groupe, on peut extraire un opérateur linéaire A défini sur un sous-ensemble D(A) de K qu’on
appelle le domaine de 'opérateur A. C’est ce qu’on appelle le générateur infinitésimal de {S(t)}icr. -

Définition 4.2. Soient K un espace de Banach et {S(t)}ier, un semi-groupe fortement continu. On appelle
générateur infinitésimal du semi-groupe, la donnée du couple (A, D(A)) telle que

S(t)xr —
D(A) = {a: €K :lim ()xxewiste} ,
t—0 t
et
D4 — K
T — lim;_yg

A St)z—z -

t

Remarque 4.3. Lorsque A € L(K,K) est donné et est tel que la série exp(tA) existe et forme un semi-groupe
fortement continu, tel que D(A) = K alors le générateur infinitésimal du semi-groupe est donné par (A, D(A)).
Pour cette raison, on note parfois abusivement S(t) = exp(tA).

Théoréme 4.4 (Régularité du semi-groupe). Soient K un espace de Banach et {S(t)}icr, un semi-groupe
fortement continu de contraction avec (A, D(A)) son générateur infinitésimal, alors

e Pour tout x € K, le flot t — S(t)x appartient a C°(Ry; K).

e Pour tout x € D(A), le flot X : t — S(t)z appartient a C1(Ry; D(A)) et vérifie pour tout t > 0

X'(t) = (S(t)z) = AX(t) = AS(t).

Théoréme 4.5 (Existence et Unicité des solutions). Soit A : D(A) C K — K un opérateur linéaire, on a
l’équivalence
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(A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu, qui est de contraction.
D(A) est dense et pour toute condition initiale Xo € D(A), il existe une unique solution X : t — X (t) €
C'(Ry;K) de ’Equation (13).

De plus, dans ce cas, on a X € C1(Ry; D(A)) et cette solution vérifie

sup [ X (¢)[[k < [[Xollx et sup || X'(¢)[lx < sup[|AX(1)]lx < [[AXo]k-
t>0 t>0 t>0

Définition 4.6 (Opérateurs maximaux dissipatifs). Un opérateur linéaire A sur un domaine D(A) C K est
dissipatif si pour tout x € D(A), pour tout A > 0, ||z — Mz||k > ||z||k. S’ vérifie de plus que pour tout \ > 0,
DVopérateur Idx — NA est surjectif, on dit qu’il est mazimal dissipatif.

On peut montrer plusieurs résultats associés aux opérateurs dissipatifs.

Proposition 4.7. Soit (A, D(A)) un opérateur dissipatif, alors

e Pour tout A > 0, lopérateur Idg — \A est injectif.

o S’il existe N\g > 0, tel que 'opérateur Idx — N A est surjectif alors (A, D(A)) est mazimal dissipatif.

e Si K est un espace de Hilbert, alors (A, D(A)) est mazimal dissipatif si et seulement si pour tout
x € D(A), on a (Az,z) <0.

e Si (A,D(A)) est mazimal dissipatif alors pour tout \ > 0, lopérateur Idx — \A est un isomorphisme
dans L(D(A),K). On note Jy = (Idx — AA)~! la résolvante de A.

Théoréme 4.8 (Hille-Yosida). Soient K un espace de Banach et A € L(K,K) défini sur D(A). On a
l’équivalence entre

e (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu qui est de contraction.
e (A, D(A)) est mazimal dissipatif & domaine D(A) dense dans K.

Si K est un espace de Hilbert, la condition de densité peut étre omise.

On obtient directement une caractérisation des solutions d’une équation aux dérivées partielles linéaire si
Pespace de Banach K est un espace de Hilbert noté H. Dés que (A4, D(A)) est maximal dissipatif, alors par
le Théoréme 4.8, il est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction. Ainsi par le Théoréme 4.5
pour toute condition initiale z € D(A) (qui est bien dense dans H) il existe une unique solution X : t — X (t) €
C'(Ry;H) de I'Equation (13). Et par le Théoréme 4.4 on peut Iécrire sous la forme X : ¢+ S(t)x. Cette forme
s’étend naturellement & I’espace H tout entier par continuité et densité, ce qui pourrait permettre de définir une
forme de solution, a priori non dérivable.

1l existe également une forme de solution qu’on appelle faible et qui utilise I’adjoint de I'opérateur A.

Définition 4.9 (Opérateur Adjoint). Soit (A, D(A)) un opérateur de L(K,K) tel que D(A) est dense dans K.
On appelle opérateur adjoint la donnée du couple (A*, D(A*)) telle que

D(A*) = {f cK :3 Cg e Ry tel queV x € D(A), <£,AZ’>K/7K < C’§||x||K}

et
D(A*) —» K

& — A*§::{

Remarque 4.10. Notez bien que pour que cette définition soit valide, la forme linéaire A*§ doit bien étre définie
sur K tout entier. Mais pourtant 'opérateur A n’agissant que sur D(A), sa définition n’est valide que sur le
sous-ensemble D(A) de K. On peut tout a fait prolonger sa définition sur K tout entier (par exemple en mettant
la valeur 0 sur K\ D(A), mais on n’obtiendrait pas un prolongement adéquat). Par la définition de D(A*) on
sait que la forme linéaire A*¢ est continue de norme Cg, et donc on veut prolonger A*¢ par continuité. C’est la
condition de densité de D(A) dans K qui permet de définir un prolongement continu de A*§ sur K tout entier.
On note abusivement ce prolongement A*E et la définition devient valide.

A* K —- R

r = <£an>K’,K
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On peut alors transposer I’Equation (13) sous une forme faible.

Définition 4.11 (Solution faible). Soit (A, D(A)) un opérateur de L(K,K) tel que D(A) est dense dans K.
Sojt X une fonction de [0,T] a valeurs dans un espace de Banach K. On dit que X est une solution faible de
IEquation (13) si pour tout instant t € [0,T] et pour tout £ € D(A*) on a

@Jﬁ»mx:@xme+A@vam@mmm.

Cette définition est une notion classique de la littérature en théorie des équations aux dérivées partielles.
Elle est introduite ici car elle se généralise bien au cas des équations aux dérivées partielles stochastiques (voir
Définition 4.15 et Proposition 4.16).

Proposition 4.12. Soient (A, D(A)) un opérateur mazimal dissipatif & domaine D(A) dense dans K, et X
lunique solution réguliére de I’Equation (13) pour la donnée initiale Xo € D(A). Alors X est une solution faible
de ’Equation (13).

4.2. Semi-groupe pour les EDP stochastiques linéaires dirigées par un bruit blanc espace-
temps

On souhaite résoudre I’équation aux dérivées partielles dans un espace de Hilbert H. Elle pourrait s’écrire
sous la forme abstraite
dX; = AX; dt + dWy, (14)
avec une condition initiale Xo € H, {W(t)};c[o,7) un processus de Wiener cylindrique sur Het A : D(A) CH — H
un opérateur linéaire. On va supposer que A engendre un semi-groupe fortement continu {S(t)}+cjo,7], ou que
I'opérateur A est maximal dissipatif. L’existence de solutions semble assurée si on sait transposer le flot des
solutions avec une méthode de variation de la constante, i.e. une formule de Duhamel. On a la proposition
suivante, qui est également une définition de la convolution stochastique.

Proposition 4.13. Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire qui géneére un semi-groupe fortement continu
{S(®) }ieo,r tel que

T
Anﬂm@mma<+m- (15)

Alors pour tout t € [0,T) la variable aléatoire suivante existe dans L2(2; H)

/O "S(t— s)aw,

et est appelée convolution stochastique entre S et W, souvent notée Wy,

La Proposition 4.13 semble indiquer qu’une solution existe via une formule de Duhamel, sous une forme
impliquant une intégrale en temps. On pourra se référer & I’Exercice 2.8 du Chapitre 2 qui traite les solutions
dans le cas de la dimension finie. On a la définition suivante :

Définition 4.14 (Solution mild). Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire qui génére un semi-groupe
fortement continu {S(t)}ico,r) tel que I’Equation (15) est vérifiée. On appelle “solution mild” le processus
stochastique dans H noté {X’”“d(t)}te[o’T] tel que

xmild 0,7] — L*Q;H) .
' t = St)Xo+ [, S(t—s)dWs.

Le terme de “solution mild” se référe & une notion de solution un peu plus forte que la notion de solution
faible classique, dont voici la définition. En frangais, on parle de solution intégrale ou de solution douce, mais
le terme anglais “mild” est beaucoup plus usité.



166 ESAIM: PROCEEDINGS AND SURVEYS

Définition 4.15 (Solution faible). Soient T' € Ry et {X(t)}ic(0,r] un processus stochastique a valeur dans H,
on dit que X est une solution faible de I’Equation (14) si pour tout instant t € [0,T] et pour tout &€ € D(A*) on
a

(€ X () = (€ Xohu + / (A%€, X(s))nds + (£, W (2)).

Proposition 4.16. Soient (A, D(A)) un opérateur mazimal dissipatif & domaine D(A) dense dans H, et X™d
la “solution mild” de donnée initiale Xo € D(A). Alors X™!% est aussi une solution faible de I’Equation (14).
De plus, on a pour tout t € [0,T]

t
E X (®)IIE = EIS®)Xolli +/O 1S (S)IZ, i, ds.

Cette définition de solution faible (sous une forme alternative) et I'estimation de la norme E| X (¢)||% seront
utilisées plus tard dans I’étude des équations aux dérivées partielles stochastiques sous forme variationnelle en
Sous-Sections 5.3. et 5.4.

4.3. L’équation de la chaleur stochastique sur le cube avec des conditions de Dirichlet
homogénes dirigée par un bruit blanc espace-temps

Soit D = [0,1]™ le cube en dimension n. On pose A la réalisation de 'opérateur Laplacien A dans ce domaine
avec des conditions de Dirichlet homogénes sur la frontiére 9D. On sait que A est un opérateur non borné, fermé,
auto-adjoint, négatif, d’inverse compact. En particulier il existe (ex)r>1 une base hilbertienne orthonormée de
I'espace de Hilbert H := L?(D), et une famille (A\;)g>1 de réels positifs tels que Aey = —Agey, c’est-a-dire que
pour tout k£ > 1, —\; est une valeur propre de l'opérateur A associée au vecteur propre eg. Le domaine de
Iopérateur A est D(A) := H2(D) NH}(D). L’opérateur A est maximal dissipatif et son domaine est dense dans
H := L?(D). En effet, on a par intégration par parties que pour tout u € D(A)

<Au,u>:/DAuu:—/DVu-Vu§0. (16)

Et de plus pour tout A > 0 et pour tout f € L?(D) il existe une unique solution dans D(A) & I’équation
r—MNx=f

par application du théoréme de Lax-Milgram. Par le Théoréme 4.8, (A, D(A)) est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe fortement continu qui est de contraction et qu’on note {S(t)};er,. Pour tout t > 0, le
semi-groupe est Hilbert-Schmidt, car on peut calculer explicitement les valeurs propres de A (et donc celles
de S(t)). Elle sont données par la famille —(k? + --- + k2)n? avec k = (k1,...,k,) un multi-indice dans N".
Si le semi-groupe vérifie la condition (15) alors on pourra définir la convolution stochastique entre S et W un
processus de Wiener cylindrique sur L2(D). Or A = A* d’ou S(t) = S(¢)*, ce qui améne

T T
/0 IS, 12 (.10 = / Te(S(6)S (1))t

T _ _
_ / S exp(-2par = 37 LD kka)_

0 k>1 E>1

En dimension n, on peut obtenir un équivalent des valeurs propres du Laplacien indexées sur N et non plus
sur N”. Cet équivalent est donné par A\, ~ Ck*/™. De fait la série précédente n’est convergente que lorsque la
dimension n = 1. C’est en réalité une condition nécessaire et on a le théoréme suivant
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Théoréme 4.17. L’équation de la chaleur linéaire, sur D := [0,1]", avec des conditions de Dirichlet homogénes

sur la frontiére 0D, perturbée par un bruit blanc espace-temps additif caractérisé par un processus de Wiener
cylindrique, admet une unique solution mild dans L2?(D) si et seulement si la dimension de ’espace D estn = 1.

b
Il

'y "'III\.I_I\J"II' '_: .
| .' I: |I'| |,.I !|H|l|. \"IJ 'I"‘.

i
W
|

FiGURE 6. Une trajectoire temps-espace de la solution de I’équation de la chaleur stochastique
avec des conditions de Dirichlet homogénes sur le domaine [0,1]. La ligne bleue est l'instant

t = 0. Le temps s’écoule de la gauche vers la droite. La ligne rouge est le bord x = 0 du
domaine [0, 1].

Remarque 4.18. En dimension n > 1, on peut plonger les solutions dans des espaces de Sobolev d’ordre
négatif, via la théorie des distributions. Mais cette extension se généralise mal au cas non-linéaire. Pour
cette raison, on doit développer une théorie permettant de gérer certains produits de distributions moyennant

une renormalisation, et on pourra consulter les références [4] et [6] pour les articles fondateurs relatifs aux
distributions para-controlées et aux structures de régularité.

Remarque 4.19. On peut étendre ces résultats aux équations auz dérivées partielles stochastiques de la forme

dX; = AX, dt + F(X;) dt + 3 dW,
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avec F' : H — H une application Lipschitzienne et ¥ un opérateur linéaire sur H. On pourra consulter [Bré14]
pour plus de détails.
4.4. Exercices sur le chapitre 4

Exercice 4.1. Soit A € L.(H;H). Soient une base orthonormée (ex)r>1 de H et une suite (Ag)r>1 de réels
positifs telle que Aey, = —Apek. Soit un opérateur R € L.(H; H) tel que Rey, = rex pour tout k > 1. On suppose

Zr,% < 400 et Z)\lzl < +00.

k>1 E>1

On pose pour tout t € Ry le processus
t
Z(t) = / et =) A RAW,.
0

a) Montrer, pour tout t € Ry, que la variable aléatoire Z(t) existe dans L2(£;H).
b) Pour tout t € Ry, calculer la moyenne de Z(t) et lopérateur C(t) de covariance de Z(t) tel que pour

tout h1,ho € H
Cov(hy, he) == E[{Z(t), h1)ua(Z(t), ho)u] := (C(t)h1, ho)u.

c) Quelle est I'équation aux dérivées partielles stochastique vérifiée par Z ?
d) Montrer que le processus stochastique Z est une solution faible.
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5. EDP STOCHASTIQUES LINEAIRES AVEC BRUIT MULTIPLICATIF

5.1. Intégrale stochastique contre une martingale dans un espace de Hilbert

Contrairement & la partie précédente, on va maintenant considérer des bruits plus réguliers dans nos équations
aux dérivées partielles, c’est-a-dire des martingales & valeurs dans H, et non plus des processus de Wiener
cylindriques. On peut y voir une maniére de modéliser de la corrélation spatiale en ajoutant un opérateur
linéaire ¥ devant W pour résoudre

On va en premier décrire une formule d’Itd6 en dimension infinie qui nous permettra de calculer la quantité
E|| X (t)||4 sans utiliser la théorie des semi-groupes. On pourra alors introduire une approche variationnelle pour
résoudre notre équation aux dérivées partielles stochastique, et considérer des opérateurs A agissant sur un
sous-espace V de H, et non plus sur un domaine D(A).

Dans tout ce chapitre, on se place dans le cadre suivant. Soit (€2, F,P) un espace de probabilité équipé d’une
filtration {F;}scr, - Soit H un espace de Hilbert et {M;}4cjo,7 une martingale continue & valeurs dans H telle
que sup;e(o. 7] E[[|M:]lf] < 400 dans le sens rappelé dans [Mé82, Chapitre 2 et Chapitre 4].

Le but est de montrer que l'intégrale

/0 "oy

est bien définie pour certains processus {¢; };e[0,77, €t qu’on peut faire du calcul stochastique d’It6. En premier
on doit introduire les notions de crochet de martingales et crochet £! en dimension infinie. On pourra consulter
[Mé82] pour plus de détails.

Définition 5.1 (Crochet de martingale). Comme {||M;||}icpo,1) est une sous-martingale réelle continue alors il
existe un unique processus croissant continu a valeurs réelles, adapté a la filtration {F; }c(0,1), noté {{M)}iecjo,1)
tel que {||My||f — (M)i}iepo, 1) soit une martingale. On appelle ce processus le crochet de la martingale.

Le crochet de la martingale M va apparaitre dans la formule d’It6, mais on va avoir besoin d’un autre crochet
pour écrire la formule. De plus, comme on est en dimension infinie, la différentielle est une forme linéaire sur
H, et on va utiliser le théoréme de Riesz pour représenter un élément de H' par un élément de H.

Définition 5.2. Soit j l’isométrie canonique du théoréme de Riesz entre H et H' telle que

H — H

T e (g : ?h,k))'

Pour tout élément M de H, on définit l’opérateur linéaire M ® M tel que

H — H
MeM : L (H = R
hom ( koo (M, R)(M, k) )
Ces définitions d’objets classiques permettent maintenant de définir un crochet qui est un opérateur linéaire
de trace finie. On note £! I'espace des opérateurs de trace finie.

Théoréme 5.3 (Crochet £ - Métivier-Pistone). Il existe un unique processus croissant continu, adapté a la
filtration {Fi}icpo,1), @ valeurs dans les opérateurs linéaires de H auto-adjoints semi-définis positifs de trace
finie, noté {((M))s}repo,r) tel que {M; @ My — ((M))¢}iejo,r) S0it une martingale. De plus, il existe un unique
processus prévisible a valeurs dans les opérateurs linéaires de H auto-adjoints semi-définis positifs de trace finie,
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noté {Qs}repo,r) tel que pour tout 0 <t < T, on ait

(M), = / Qad(M),.

Enfin Tr(Q:) = 1 pour presque tout 0 < t < T, presque stirement.

Le théoréme précédent permet de faire le lien entre le crochet de martingale de la Définition 5.1 et une forme
de carré d’opérateur (M; ® M;) a trace finie. En effet, par définition M; ® M; — ((M)); est une martingale dans
les opérateurs, on va en calculer la trace, qui sera une martingale réelle, pour la relier au crochet de martingale
(M). Pour (eg)r>1 une base hilbertienne orthonormée de H, on obtient que

Tr(M; @ M, — ((M))e) =Y ((My @ My)e, ex)u — Tr(((M)),)

k>1

= Z(Mt,ek>H<Mt,€k>H —Tr(((M)):)
k>1

=> UMy, en)ul® = Tr(((M)))
k>1

= [Mellf — Tr(((M)):)

est une martingale réelle. De fait, par unicité du crochet de la martingale {M;};c[o, 7] on a Iidentité

pour tout ¢t € [0,7] d’ou ’égalité des processus

(M) = /0 Tr(Qs)d(M)s ou encore /0 (Tr(Qs) — 1)d(M)s = 0.

On retrouve bien la condition Tr(Q;) = 1 pour presque tout 0 <t < T. Grace a cette représentation du crochet
dans £, on peut définir une intégrale stochastique & valeurs dans H qui soit une martingale.

Définition 5.4. Soit {¢;}ic[0,m) un processus prévisible a valeurs dans H tel que

=1

)

P [/0 (Qibt, pr)yud(M); < +o0

alors on peut définir I'intégrale stochastique de {¢;}icpo, ) contre la martingale { My },cp0,m) par la formule suiv-
ante, avec t; = iAt,

1 3
dM,) = li — ods, My, a1 — M, ,
/o (@, dMs) Airiloi>1<At /t¢ ST t"AT>

H

ot la limite est une limite en probabilité.

Cette intégrale stochastique n’est encore une fois définie que comme une limite en probabilité, et elle n’est a
priori pas de carré intégrable. On a la proposition suivante :

Proposition 5.5. Le processus {fot (s, dMs>} 011 est bien défini en tant que martingale locale réelle continue
telo

3

</o'<¢s’dMS>>t = /Ot<Qs¢sa¢s>Hd<M>s.

dont le crochet vérifie
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De plus, si son crochet est intégrable, c’est-a-dire si
t
E [/ <Qs¢s»¢s>Hd<M>5:| < 400,
0

alors le processus {f(f(qﬁs,dMs)} 011 est une vraie martingale qui est de carré intégrable, et on a la formule
te[o,T
d’isométrie suivante

2

E </OT<¢t,th>>

Remarque 5.6. Lorsque la martingale M n’est pas a valeurs dans H mais est un processus de Wiener cylin-
drique sur H, alors on peut définir formellement toutes ces quantités avec l'identification formelle Q = Id, ou
Dopérateur identité 1d n’est évidemment pas un opérateur & trace finie dans H (voir Ezercice 5.2).

T
=E [/0 <Qt¢ta¢t>Hd<M>t] .

Maintenant qu’on sait définir une intégrale stochastique, I’étape suivante concerne 1’élaboration d’une formule
d’It6 dans H. On a le résultat suivant :

Théoréme 5.7 ( [Par21, Chap. 2|). Soit {X;}icjo,r) un processus d’Ité a valeur dans H donné par
¢
Xt = X() —+ / ’ll)(s, )dS —+ Mt,
0

avec P [fot lv(s,-)||[nds < +o00, ¥Vt > 0| = 1. Soit g € C2(H;R) telle que pour tout opérateur Q € L I’application

R

T e H —
DI b= Tr(D?[RQ)

soit continue, ot D?g[h] est la Hessienne de g dans la direction h € H, alors le processus stochastique {Yitiepo.m
défini pour tout t € [0,T] par Y; = g(X:) est un processus d’Itd et l’on a pour tout t € [0,T] presque strement :

vi=Yo+ [ DolxJwis pas+ G DglxD.aM) + 5 [ Tr(D3(X.1Q 0.,

ot j est lisométrie depuis une réalisation du dual de H (réalisation identifiée avec H), c¢’est-a-dire 'application
qui identifie un élément de H comme une forme linéaire sur H.

Il existe un exemple fondamental en prenant pour g la norme || - ||% sur H. Dans ce cas, on obtient

t t
Xl = 1 X013 + 2 / (X (s, s + 2 / (X, dM,) + (M),
0 0
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car on a bien D?g[h] = 21, pour tout h € H, Tr(14Q,) = 1 pour tout s € [0,¢] pour tout t € [0,T], Dg[Xs] =
(h+ 2(Xs,h)) et j=1(Dg[Xs]) = 2X;. Enfin la condition

T T
/0 (Qud M (Dgl X)), J (DglX])), (M), = / (Qu2X,, 2X,)y (M),

T
Xt Xt )
o 2 s
0 grararar H” ¢l d (M),
T
S4/ Tr(Qu)|| X (M),
0
T
=4/ 1|2 (M) < +00
0

est bien vérifiée en probabilité dés que le processus {X;}icjo,7] est de carré intégrable contre le crochet de
{M;}ejo,m) (notez que toutes les quantités sont bien positives ici).

5.2. Exercices sur la Sous-section 5.1

Exercice 5.1. Soit QQ un opérateur linéaire auto-adjoint semi-défini positif de trace finie. Montrer que le
processus {WtQ}te[o,T] défini pour tout t € Ry par

WP =" BFQ'%
E>1

est une martingale de carré intégrable dont le crochet de martingale est (W®)p = Tr(Q) x t, et dont le crochet

L' est Q, = % pour tout t € R4

Exercice 5.2. Montrer que le processus de Wiener cylindrique {W}icio,r) défini par

Wt:ZBfek

k>1
posséde formellement un crochet L1 qui est ((W))p = Iy x t, mais l'opérateur identité I; n’est pas de trace finie
sur H.

Exercice 5.3. Soit {W;},cjo,r) un processus de Wiener cylindrique dans H défini dans I’Ezercice 5.2. Soit
{®t}iefo,m) un processus prévisible a valeurs dans H tel que

T

Montrer qu’on peut définir une intégrale stochastique de {¢:}icio, 1) contre {Witicjo,r) par la formule suivante

(- W)r = (/0 <¢s,dWs>> = Alirilo 2 <At /t ¢sds, Wi, inr — Wiiar
J it

d

. . I K k
= A , dgr—il-loo At /t (95, eipuds (Byy i nr = Bijar)
JjEN k=1 Jj—1

H

d T
= i BF
d—g-noo;/o (s, ex)nd By
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ot la limite est une limite en probabilité.

5.3. Approche variationnelle pour les équations aux dérivées partielles linéaires

Soit A un opérateur linéaire sur H non borné. Pour ce type d’opérateurs, on considére normalement le
domaine D(A) sur lequel l'opérateur est bien défini et on suppose souvent qu’il est dense dans H (voir la
Sous-Section 4.1 pour l'utilisation de tels opérateurs pour les équations aux dérivées partielles stochastiques).
Mais ici, on va utiliser une extension développée entre autres par Jacques-Louis Lions. On se fixe un triplet de
Gelfand (V,H, V') ot V est un espace de Banach, réflexif, séparable, dense dans un espace de Hilbert H, et V’
son espace topologique dual. Dans ce contexte, H est alors identifié avec son dual par le théoréme de Riesz, et
on a la relation

VCcCH~H CcV,
ou chaque inclusion est continue. On considére un opérateur A continu sur V mais & valeurs dans V' et non
plus dans H. Généralement D(A) C V et V lui-méme peut étre un espace de Hilbert. Par exemple, dans le
cas de I’équation de la chaleur stochastique de la Sous-Section 4.3, 'espace V pourrait étre 'espace H}(D) et
V' = H (D). C’est la formule d’intégration par parties de 'Equation (16) qui décrit le crochet de dualité
(-,-)vs,v entre V' et V. On pose les normes associées a ces espaces sous les notations || - ||u, || - ||v et pour tout
veV

[v]]v: = sup (v, u)vry.
u€eV,|lullv<1

On peut considérer sans perte de généralité que pour tout u € V, on a
ullv: < flulla < [[ullv. (17)

On va également supposer qu'’il existe une famille (eg)r>1 qui est une base orthonormée dans H composée
d’éléments de V. Ce sera souvent le cas dans plusieurs exemples d’équations aux dérivées partielles classiques.
On peut méme parfois se ramener & existence d’une base trés réguliére composée de vecteurs propres de
Iopérateur A.

Remarque 5.8. On remarque ici que si V était un Hilbert strictement plus petit que H, par exemple V = H}(D),
alors il me serait pas identifiable canoniquement avec son dual V' = H™Y(D) contrairement a lidentification
H ~ H'. On pourra consulter [Brell, Remarque 3, aprés Théoréme 5.5] pour une explication plus compléte de
cette non-identification simultanée d’espaces de Hilbert. On prendra aussi garde & ne pas confondre les crochets
de dualité (v,u)y' v avec les produits scalaires (v,u)y dans H qui coincident toutefois pour tout u,v € V.

On suppose que l'opérateur A dans L.(V, V') veérifie 'hypothése de coercivité suivante :

Hypothése 5.9 (Coercivité). Il existe deux constantes X\ € R et a > 0 telles que pour tout w € V, on a
linégalité de coercivité suivante
2(Au, w)v v+ allully < Alull-

On pourra rapprocher cette hypothése de la condition de dissipativité décrite dans la Proposition 4.7. Alors on
a le théoréme suivant (voir [LM68, Chap. 3. Théoréme 4.1]) dont on va proposer une ébauche de démonstration
qui sera ré-utilisée dans le cas stochastique.

Théoréme 5.10. Soient A un opérateur dans L.(V, V') vérifiant I’'Hypothése 5.9, Xy € H une donnée initiale
et f € L2([0,T); V'). Alors l’équation d’évolution

dX (t)
X(O) = XOa

admet une unique solution X € L2([0,T]; V) qui est également dans C([0,T]; H).
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Proof. Si X € L2([0,T]; V) est une solution de (18) alors elle vérifie, pour presque tout ¢ € [0,T], Pégalité
suivante dans V'

X(t) = Xo + /0 (AX(s) + f(s)) ds,

c’est-a-dire que pour tout v € V,

(X (1), 0)vry = (Xo,0)yry + /0 (AX(s) + (5), v)vr.vds.

On voit que X est absolument continue & valeurs dans V’'. Sa “dérivée” (i.e. sa densité de Radon-Nikodym)
est AX + f € L2([0,T]; V'). Pour démontrer le théoréme on va avoir besoin d’un lemme permettant le calcul
d’estimations a priori sur la norme de X dans H. Ce lemme provient d’une variation de [Lio69, Chap.1, Lemme
1.2).

Lemme 5.11 ( [Par21, Chap.2, Lemme 2.8]). Supposons qu’une fonction u € L2([0,T]; V) soit absolument
continue & valeurs dans V' telle que % (sa “dérivée”) est dans L2([0,T); V'), telle que pour presque toutt € [0,T],
on ait I’égalité dans V'
t
du(s)
t) = d
u(t) uo—l—/o EPE

avec ug € H. Alors on a u € C([0,T]; H) et pour presque tout t € [0,T] on a

)l /dult)
=2 ’““)>w,v’

lu(0)[IFr = lluolli-

Démontrons en premier 1'unicité dans le théoréme. Considérons deux solutions X' et X2 dans L2([0,T]; V),
et posons w = X! — X2 qui vérifie ’équation

dw(t)
TR Aw(t),

w(0) =

alors par le Lemme 5.11, et ’'Hypothése 5.9, on a

oo = [ LMoz [ (24 u)  as

22/ (AX'(s) — AX?(s), X' (s) — X*(s)) ds
0

VIV

t t
<A X (s) = XP(s)[[fuds = A/ [w(s)[fids.
0 0

Le lemme de Gronwall permet de conclure que w(t) = 0 pour tout ¢ € [0, 7], d’ou 'uniciteé.

Pour l'existence, on va se ramener en dimension finie par la méthode de Galerkin. On rappelle qu’on a
supposé qu'il existait (ey)r>1 une base orthonormée dans H qui est composée d’éléments de V. On définit
pour tout n € N le sous-espace V,, de dimension finie engendré par la famille (ex)r=1,... » et I, le projecteur
orthogonal de V sur V,,. Sur cet espace de dimension finie, on va définir un systéme d’équations différentielles
ordinaires qui approche I’équation aux dérivées partielles (18). On cherche une fonction X,, € C([0,T); V,,) telle
que pour tout 1 <k <n

CUXlt), vy = (AXa (D), exhv v+ (D), exhvr v,
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avec (X, (0),ex)vr.v = (Xo,er)v,v. Cette équation d’évolution est en réalité un systéme linéaire de n équa-

tions différentielles ordinaires portant sur les coordonnées de X,, € V,,. Si on note X, = EZ:1 T,k avec
(Tkn)k=1,...n € R™ les coordonnées de X,,, on a le systéme différentiel linéaire suivant pour tout ¢ € [0,77] :

dx n(
—knl) Ziﬂen (Aeg,ex)vr v + (f(t), ex)v v,

avec T, (0) = (Xo, ex)vrv. Ce systéme admet une unique solution par le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Par
linéarité, la solution X, vérifie la relation suivante, pour tout ¢ € [0, T], pour tout v € V

(X (), v)vrv = (Xo, yvhvr v + / (AX(5) + £(5), Tyv)yr vds, (19)

Cette solution vérifie également la relation suivante pour tout ¢ € [0, T

n

IXa (@)1 =D (Xo,en)¥y + 2/0 (AXn(s) + f(s), Xn(s)) v, vds.

k=1

Donc on déduit par ’'Hypothése 5.9 que
t t ¢
X1+ [ 1K Fs < 10l +2 [ 0 Xa()vvas +3 [ 1% ()]s
Puis par I'inégalité de Young, avec 2|(f(s), Xn(s))v/,v| < 2| f(s)3 + $[|Xn(s)[|? on obtient

t T t
o 2
X+ 5 [ 1% < 100+ 2 [ 1@+ [ 1Kl

Le lemme de Gronwall nous donne ’estimation suivante pour une certaine constante R € Ry qui dépend de
T7 «, >\a f et XO:

< R < +o0.

T
sup [ sup (X, (01 + [ 1 (0l
neN |0<t<T 0
La suite de fonctions (X,,)nen est donc bornée uniformément dans L?([0,7]; V). On peut en extraire une sous-
suite qui converge faiblement dans L2([0,T]; V) vers une fonction X. Puisque A est continu de V dans V',
alors il est également continu pour la topologie faible et on peut extraire une sous-suite telle que AX,, converge
faiblement vers AX dans L2([0,T]; V').

Remarquons aussi que la fonction X, est absolument continue & valeurs dans V' et sa dérivée est 11 (AX,, + f)
qui converge faiblement vers AX + f dans L2([0, T]; V'). Puisque % converge vers % au sens des distributions
dans D'(]0, T, V), alors on a bien X € L2([0,T]; V) et &X = AX + f dans L2([0,T]; V). Soit ¢ € L*([0,T]; V),
en utilisant la convergence forte I, v —,, 1o v pour tout v € V et en passant a la limite n — +oco dans
I'Equation (19), on obtient

T
| .o v - / (Xo, ot))ve vt + / / (AX(5) + £(5), o(t))vrvdsdt.

Donc X est bien solution de ’'Equation (18) au sens faible dans L2([0,T]; V). Le Lemme 5.11 implique que X
est continue dans H, et on peut donc écrire X (0) = X sans ambiguité. O
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Remarque 5.12. Il existe des moyens de considérer des opérateurs non-linéaires, mais il faut ajouter des
hypothéses en plus de la coercivité. Une approche, dite de “monotonie” considére un opérateur monotone et
hémi-continu, c¢’est-a-dire vérifiant la relation suivante pour une certaine constante p € R, pour tout u,v € V,

(A(u) = A(v),u = v)vr v < pllu = olff,

et vérifiant que, pour tout u,v,w € V, la fonction réelle & valeurs réelles © : 0 — (A(u+6v),w)y: v est continue.
Une autre approche, dite de “compacité”, suppose que linjection de V dans H est compacte, ce qui permet
d’extraire une sous-suite fortement convergente dans H. On pourra consulter [Lio69] pour une présentation de
quelques méthodes de monotonie, de compacité, de régularisation et de pénalisation.

5.4. Approche variationnelle pour les équations aux dérivées partielles stochastiques linéaires
avec bruit multiplicatif

On va continuer de suivre ’approche variationnelle développée dans la section précédente pour traiter des
équations aux dérivées partielles stochastiques perturbées par des martingales de carré intégrables. Devant le
bruit, on va considérer une perturbation non-linéaire, plus exactement, on va traiter le cas de bruits multipli-
catifs. On ne traitera pas le probléme en toute généralité, mais simplement une version simplifiée pour illustrer
la méthode d’existence.

On souhaite résoudre ’équation aux dérivées partielles stochastique suivante

dX, = AX, dt + X(X,) dW, (20)

avec la donnée initiale X (0) = Xy € H. Soit (€2, F,P) un espace de probabilité équipé d'une filtration {F;}icr, .
Soit {W(t)}1e[o,r un processus de Wiener cylindrique sur H donné par la Définition 3.3. On considére un
opérateur A dans L£.(V,V’), et un opérateur ¥ de V dans les opérateurs Hilbert-Schmidt £o(H, H).

On recherche des processus solutions { X () };¢ (0,77 dont les trajectoires sont presque strement dans L2([0,77; V),
alors {AX () }1e[0,1) est bien presque strement dans L2([0,T); V') ce qui va permettre d’utiliser une forme faible
comme dans le Théoréme 5.10. De meéme, {S(X(t))}tepo,r) sera presque stirement dans L?([0,7]) a valeur
dans les opérateurs Hilbert-Schmidt L£o(H,H). On peut donc comprendre ’équation aux dérivées partielles
stochastique (20) sous la forme faible suivante telle que pour tout ¢ € [0, 7], pour tout v € V

<X(t), 'U>V/,V = <X(], 'U>V’,V + /0 <AX(S), U>V/7\/d8 + Z/O <E(X(s))ek, U>Hd.BéC
k>1

Comme dans le cas déterministe on va demander une hypothése de coercivité sur opérateur A, mais égale-
ment sur ’opérateur ¥ devant le bruit.

Hypothése 5.13 (Coercivité). Il existe trois constantes X € R,v € R et a > 0 telles que pour tout u € V
2(Au, u)yvr v + [ZWIZ, @ + allully < Alullf +v.

En plus de cette hypothése de coercivité, on va utiliser une hypothése de monotonie qui va permettre
d’identifier les limites sans utiliser de technique de compacité. On fera également ’hypothése que 'opérateur %
est Lipschitzien pour pouvoir appliquer le Théoréme 2.8 sur les systémes en dimensions finies.

Hypothése 5.14 (Lipschitz et Monotone). L’opérateur ¥ est Lipschitzien sur V, c¢’est-a-dire qu’il existe une
constante L telle que pour tout u,v € V

[132(w) = 2()[l 2,11y < Lllu—v|lv,
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et les opérateurs A et 3 vérifient une hypothése de monotonie, c’est-a-dire qu’il existe une constante 1 € R telle
que pour tout u,v € V

2(Au — Av,u— v)yry + [15(1) = S0)]1 %y 1. < nllu - vl

Remarque 5.15. Comme pour le Théoréme 5.10 de la Sous-Section 5.3, on aurait pu considérer un opérateur
A non-linéaire tel qu’il existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout u € V

[A@)llv: < e(L+ Jluflv).
Comme ce qui a déja été décrit dans la Remarque 5.12, on aurait ensuite pu considérer différentes méthodes.

La méthode de monotonie est décrite dans [Par21] ou encore dans [PRO7].

Remarque 5.16. On pourrait se ramener au cas A := max(A\,u) = 0 par une transformation explicite.
Notons A(t) := Z + exp(—At/2)A(exp(At/2)Z) — 47 et S(t) = Z +— exp(—At/2)S(exp(At/2)Z) alors
Y :=exp(—At/2)X est solution de

dY; = A(t, Yy)dt + 5(t, Y (£))dW,

avec des opérateurs Aetys qui dépendent maintenant du temps t € [0,T].

Théoréme 5.17. Soit (2, F,P) un espace de probabilité équipé d’une filtration {F;}icr, . Soient A et X
satisfaisant les Hypothéses 5.13 et 5.1/. Soit une donnée initiale Xg € H. Alors il existe une unique solution
(sous forme faible) { X (t)}iepo,) qui soit un processus stochastique adapté a la filtration {F;}ico,1) et dont les
trajectoires sont presque strement dans L2([0,T]; V) N C([0,T]; H).

Proof. Comme dans le cas déterministe, on fait appel & un lemme qui est une forme préliminaire 4 la formule
d’Ttd6 du Théoréme 5.7 :

Lemme 5.18 ( [Par21, Chap.2 , Lemme 2.14]). Soient ug € H, {u(t)}tcjo,r) et {2 (t)}rejo,r) deux processus
adaptés i la filtration {F;}icio,r) dont les trajectoires sont respectivement dans L2([0,T]; V) et L2([0,T]; V').
Soit {M;}iej0,1) une martingale locale a valeurs dans H telle que pour presque tout t € [0, 7]

¢
u(t) = uo + /0 Y(s)ds + My,

alors u € C([0,T]; H) presque sdrement et on a la relation suivante presque sdrement pour tout t € [0,T]
t ¢

Ju®l = ol +2 | (0s)u(s))vveds +2 [ (u(s), ML) + (31),

0

0

ot le terme d’intégrale stochastique est décrit dans la Définition 5./ et le crochet (M), est décrit dans la
Définition 5.1.

La démonstration du Lemme 5.18 n’est pas rappelée ici, mais il est le socle de la formule d’It6. Démontrons
maintenant I'unicité dans le Théoréme 5.17. Soient X! et X2 deux solutions adaptées dans L2([0,T]; V) et
C([0,T]; H). On définit le temps d’arrét pour tout n € N

o = mf{t € 10,7)  IX" OV IX*W)% v / X ) + 1X2()[3)ds n}

qui diverge vers +oco lorsque n — +00. On remarque que w(t) := X1(t) — X?(¢t) satisfait dans V’

w(t):/o (AXl(s)—AX2(s))ds+/0 (B(X1(s)) = Z(X?(s)))dW,.
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Le dernier terme est une martingale locale notée M; et son crochet est

M= [ 1908 6) = SO s

Si on arréte la martingale au temps 7, alors ¢’est une vrai martingale d’espérance nulle. On peut appliquer le
Lemme 5.18 sur w, et prendre ’espérance pour obtenir

Elw(t A )i = 2E/0 e (AX(s) — AX2(s), X (s) — X2(s))v vds
L0+E / "I (5)) - SO ()], ds.

On applique 'Hypothése 5.14 pour obtenir

tATH
Ellw(t A )3 < E / X1 (s) — X2(s)|[3ds

t

< ,u/ EHXl(S/\Tn) —X2(S/\Tn)HI2_IdS
0
t

<u / Elluw(s A7) |Ads.
0

Le lemme de Gronwall assure alors I'unicité presque stirement.

Démontrons maintenant ’existence d’une solution encore a I’aide d’'une méthode de Galerkin. On considére
toujours la famille (ex)r>1 qui est une base orthonormée dans H composée d’éléments de V. On pose alors pour
tout n > 1 l'unique processus adapté X, € C([0,T];V,) tel que presque stirement pour tout ¢ € [0,T], pour
tout 1 < k <n,

<Xn(t)7€k>H = <XO7€}<:>H +/0 <AXn( ) ek v/, vds + Z / €m7€}c>HdBm (21)

Ce processus existe car I'opérateur A est linéaire continu donc lipschitzien sur V,,, et par 'Hypothése 5.14
I'opérateur X est lipschitzien donc on peut appliquer le Théoréme 2.8.

Par la formule d’It6 du Théoréme 2.5, on obtient pour tout n > 1, presque strement pour tout ¢ € [0, 7],
pour tout 1 < k <n,

t
(X (), eV = (X, er)? +2/ (X (5), et (AX(5), ey vds
0
n t
+2) / (X (5), )i (2(Xn(8))em, ex)ud BT + Z / 5))em, ex) fds.
m=1 0
En sommant les équations sur l’indice k& on obtient une estimation de la norme de X,, de la forme
t
12X ()7 < [ Xollf + 2/0 (AXn(s), Xn(s))vr vds

n t
+22/0<Z(Xn(s))em, $))pdB™ + / =X ()22 31,17,
m=1

(22)
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En prenant l'espérance, le terme d’intégrale stochastique disparait et on obtient pour tout ¢t € [0, T], pour tout
n>1

t t
E[| X, (6)|% < E[[ X0l + 2E / (AX,0(5), X ())vrveds + E / 12X () 12 10, (23)

ce qui fournit par 'Hypothése 5.13 I’inégalité suivante pour tout ¢ € [0, 7], pour tout n > 1

t t
E [||Xn<t>||%1+a / ||Xn<s>%ds} < EIXol + € [ X (o) s + ot

Le lemme de Gronwall permet d’obtenir qu’il existe une constante R € Ry qui dépend de T, \, v et X telle que

sup sup E[|X, (1)} < R < +oo. (24)
neN 0<t<T

Et par cette premiére estimation, on obtient qu’il existe une constante R € Ry qui dépend de T, a, A\, v et X
telle que

T
SupE/ X (0% < R < +00. (25)
neN 0

Dans la majoration (24), le supremum en temps est a l'extérieur de l'espérance, mais on peut améliorer ce
résultat. Partant de 'Inégalité (22), on obtient avec 'Hypothése 5.13 lestimation

sup_ IIXn( i < ||X0||H+/\/ X () Ifyds + T

Z / $))em, Xn(s))dB™ .

m=1

0<

+ 2 sup
0<t<T

On utilise ensuite I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy sur les martingales pour obtenir qu’il existe une con-
stante ¢ > 0 telle que

n T
2 su $))em, Xn(s)dBI'|| <cE / (X, (8))em, Xn(s))2ds
[METZ/ (=) 3 [ B em Xl
<cE| sup Xt ||H¢ / 12X ()2, 110,
0<t<T

IN

1 9 2
§E sup || X5 (0|5 ]| + EE
0<t<T

T
/0 ||Z(Xn(s))|%2(H,H)ds].

En utilisant I'inégalité ||2(X,,(s ))HLZ(H 1) < 2[5(Xn(s)) — E(O)H%Q(H’H) + 2HZ(0)||%2(H,H), I'Hypotheése 5.14, et
I'Inégalité (17), on obtient

1 T
3E | s 1%, 01 < 1ol + 0+ 22 [ | 1% IR | + IO, g + )T

Avec l’estimation (25), on obtient que la suite (X,,),>1 est bornée dans L2(Q;C([0,7]; H)) NL2(Q; L2([0, T); V)).

Donc les suites (AX,)n>1, (2(Xn))n>1 et (Xn(T))n>1 sont également bornées respectivement dans L2 (€; L2([0, T]; V),
L2(Q; L2([0,T7; L2(H, H))) et L2(Q2; H). On peut donc extraire une sous-suite (X,),>1 telle qu’on ait les con-
vergences faibles suivantes :
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X,, — X dans L2(; L2([0,T); V)),
AX, — x dans L2(; L2([0,T]; V")),
$(X,) — = dans L2(;L2([0, T); £L2(H, H))),
X, (T) — ¢ dans L2($; H)
On a également que X,, —* X dans L2(Q; L>([0, T]; H)).
Soit ® € L?(Q;L%([0,77;V)), alors

T T T t
E/O <Xn(t),¢>(t)>Hdt:E/0 <X0,Hn<13(t)>Hdt+E/O /O<AXn(s),Hn<I>(t)>V/7Vdsdt

+ E/OT </Ot Z(Xn(s))HndWs,an)(t)>H dt.

Chaque terme de I’équation précédente converge vers une limite, et on a
T
E/ (X(t),®(t))udt = E/ (X0, ®(t))udt + E/ / ))vr vdsdt
0 0

+ E/OT </Ot E(s)dWS,é(t)> dt.

Le Lemme 5.18 implique alors que le processus X est presque stirement continu & valeurs dans H et en particulier
au point t =T, on a

T

HXGN%=HXﬂ%+2A W@%XW%mwB+QA<XU%W%>+@@% (26)

avec M; = S0 fot Z(s)e,dB™ pour tout t € [0, 7] qui est une martingale dans H. En prenant ’espérance
dans 'Equation (26), en remarquant, que EfOT ||E(t)H%Z(H mydt = E(M)r, on obtient

T

T
E|lX (7)1 = Ell Xollf + 2E/0 (x(@®), X(#))vr vds + E/O IE®)1Z2 11,1yt (27)

Soit n* > 1 fixé, soit v € V., alors en passant & la limite dans ’Equation (21), on obtient en t = T' que

(€vn = lim (Xn(T),v)n

n—4oo

:(XO,U)H—l—/O (x(t), V'th+2/ (E(t)em, v)udB{* = (X (T),v)n.

Par densité de V dans H, on conclut que £ = X (T). 1l reste donc a identifier AX avec x et X(X) avec E pour
conclure. Comme A est linéaire, on a bien 'identification AX = x, mais on peut le montrer d’une autre maniére
(appelée lastuce de Minty) présentée ici et qui s’adapte au cas ou 'opérateur A est non-linéaire. La méthode
permet également de montrer que ¥(X) = E.

Pour tout ® € L2(Q;L2([0,7]; V)), en utilisant 'Hypothése 5.14, on obtient que pour tout n € N
T T
QE/ (AX,,(t) — AD(t), Xp(t) — @(t))vr vdt + E/ I2(X0 () = Z(@ ()| 2 1y
0 0

SMEA|mmw—Mm%w
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On fait ici lhypothése que p < 0 dans Hypothése 5.14 pour simplifier la démonstration. On consultera la
Remarque 5.16 & ce propos.
Les convergences faibles assurent que la plupart des termes précédents ont une limite identifiable d’ou

T T
I I 2
iy int 28 | (AX, (0, X, (). vt + liminf € [ 12060 e
T T
<9E / ((8), (1))t + 2E / (AD(t), X () — B())yr vt (28)
0 0

T T
2E / (5(8), S(®(8))) eyt — E / BTG —

On passe & la limite inférieure dans 'Equation (23) qu’on injecte dans I’Equation (28) pour obtenir

. 2 2

lm inf E11X,.(7)]1% — E[LXo
T T

<2 [ (00 B0)vvdt + 2 [ {AB(), X(0) — B0 va (29)
0 0
T T

+ 26 [ (20, D@ et ~ € [ 190 s

Remarquons que E|| X (T)||% < liminf, o E||X,,(T)||} par passage a la limite dans I'inégalité E||X,,(T)||% +

E||X(T)||3 — 2E(X(T), X(T))u = E|| X, (T) — X(T)||} > 0. Ainsi, en injectant 'Equation (27) dans 'Equation
(29), on obtient

T T
2E / (), X (0))yrydt + E / IS0 2 e

T T
<2E [ (@) @) vt + 26 [ (48(0).X(0) — DOy
T

T
o€ / (5(6), S(®(6))) 2.yt — E / BTG —"

Donc on obtient la majoration suivante valable pour tout ® € L2(Q;L2([0,T]; V))

25/0 (x(t) — AD(t), X(t) — (t))v vdt + E/O IE(t) = S(R®) 122 11,11y At < 0.

En choisissant ® = X, on obtient directement que = = 3(X) dans L?(Q; L%([0,7]; £2(H, H))). Puis en posant
® =X — 0V avec 0 > 0 et ¥ € L2(Q;L2([0,T]; V)) quelconque, on obtient

T
VE [ (xte) = AGK() ~ 0%(0). (1) . vt <0

Dans le cas oit A est un opérateur linéaire, la quantité précédente est un polynoéme de degré 2, et on conclut
directement. Mais sinon, on divise par €, et on utilise I’hypothése de continuité de la fonction © décrite dans la
Remarque 5.12 pour déduire que

T
E/ (x(t) — AX (1), T (t))yr vdt <0
0
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pour tout ¥ € L2(;L2([0,T); V)), ce qui impose x = AX dans L2(;L2([0,T]; V')).

On avait déja obtenu la continuité des trajectoires dans H par le Lemme 5.18 appliqué au processus X tel
que pour tout ¢ € [0,T], X(t) = §+f(f X(s)ds—&—f(;5 E(s)dWs. Par identification des limites, on obtient 'existence
d’un processus X dont les trajectoires sont presque stirement dans L2([0,77]; V) N C([0,T]; H) tel que pour tout
te€0,T]

X(t):X0+/O AX(s)ds+/O S(X (s))dW.

Et par unicité des solutions, puisque toutes les suites extraites précédemment convergent vers la méme limite,
alors la suite (X,,),>1 converge vers X sans extraction. O

En approchant I’équation aux dérivées partielles stochastique (20) par un systéme d’équations différentielles
stochastiques en dimension finie n, et en obtenant des estimées a priori uniformes en la dimension n, on a
pu exhiber une limite & la famille (X,,),>1. Ces estimées permettent également d’obtenir des controles sur les
termes non-linéaires pour montrer ’existence d’une limite faible pour chaque terme. La deuxiéme étape consiste
a identifier les limites faibles de chaque terme avec la limite voulue. Cette étape d’identification (méme pour
un terme non linéaire) ne nécessite pas de convergence forte grace a ’hypothése de monotonie.

5.5. Suite des exercices sur le chapitre 5

Exercice 5.4. Soit D = [0,1] C R. On va montrer des propriétés de l'opérateur A la réalisation du Laplacien
A dans ce domaine D avec des conditions de Dirichlet homogénes sur la frontiére 0D pour résoudre l’équation
aux dérivées partielles stochastique de la chaleur.
a) Montrer que les trois espaces V := HY(D), V' := H"}(D) et H := L?(D) constituent un triplet de
Gelfand.
b) Montrer que l'opérateur A € L(V, V') défini pour tout v € V et pour tout uw € V par

Avlu] = —/DVvVu

est bien continu de V dans V'.
c) Soit f € V' une forme linéaire continue sur V, montrer qu’il existe une unique solution g dans V au
probléme variationnel tel pour tout u € V

/DVgVu = flu].

On peut noter (f,u)v' v := (Vg,Vu)u, c’est-a-dire (—A)"1f = g.

d) Montrer que l'opérateur A vérifie l’hypothése 5.9.

e) Soit ¥ un opérateur constant Hilbert-Schmidt de H dans H, c’est-a-dire qu’on va considérer un bruit
additif. Montrer que, pour toute donnée initiale Xy € H, I’équation aux dérivées partielles stochastique
sutvante

dX, = AX, dt + 3 dW,

admet une unique solution faible dont les trajectoires sont presque sirement dans L2([0,T]; V)NC([0, T]; H).
f) Décrire la loi de cette solution.

6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ces notes, on a vu comment résoudre des équations aux dérivées partielles stochastiques de la forme

dX, = AX, dt + ¥ dW,
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avec W un processus de Wiener cylindrique et ¥ un opérateur constant (bruit additif). On a utilisé des méthodes
de semi-groupe présentées dans la Section 4, et des extensions sont décrites dans les exercices en Sous-Section
4.4. Cette approche est un point central de la théorie des équations aux dérivées partielles stochastiques car
beaucoup de méthodes méme récentes se basent sur des propriétés fines de régularisation des semi-groupes, et
sur la régularité locale des solutions mild (voir la Définition 4.14).

Dans la Sous-Section 4.3, on a pu traiter le cas simple de ’équation de la chaleur stochastique sur le cube
avec des conditions de Dirichlet homogénes dirigée par un bruit blanc espace-temps.

On peut généraliser cette approche pour des équations aux dérivées partielles stochastiques non-linéaires de
la forme

dX; = AX; dt + F(X,) dt + 2 dWy,

par exemple par des méthodes de point fixe, dés que la fonction F' vérifie des hypothéses de régularité et
de croissance, typiquement F doit étre globalement (ou localement) Lipschitzienne et & croissance au plus
polynomiale. On pourra consulter [Brél4] pour plus de détails.

On a également vu comment résoudre des équations aux dérivées partielles stochastiques avec un bruit
multiplicatif de la forme
dX; = AX; dt + X(X;) AW

en utilisant une approche variationnelle basée sur une méthode de Galerkin, dans le cas ou A est un opérateur
de V dans V' et ¥ est Hilbert-Schmidt de H dans H. C’est le contenu de la Section 5 et le Théoréme 5.17 assure
Iexistence et 'unicité d’une solution a trajectoires continues dans H.
On peut généraliser cette approche pour des équations aux dérivées partielles stochastiques non-linéaires de
la forme
dX, = AX; dt + F(Xy) dt + 2(X;) dWy,

ou A, F et ¥ vérifient des hypothéses de monotonie, de continuité et de coercivité (voir les Remarques 5.12 et
5.15). On pourra consulter les ouvrages [PRO7] ou [Par21] pour plus de détails. Mais la méthode présentée ici
se base fortement sur la propriété de monotonie, et on n’utilise pas de techniques évoluées de compacité qui
pourraient s’avérer utiles pour traiter les termes non-linéaires.

La raison de ce choix est que la plupart des techniques de compacité nécessitent de controler a minima des
translations en temps des solutions approchées X,,. Cela aurait alourdi ces notes, notamment par la nécessité
d’introduire des espaces fonctionnels temps-espaces, alors qu’on utilise essentiellement des espaces de Lebesgue
L2. Toutefois, les méthodes de compacité permettent d’obtenir de la tension sur les lois des processus aléatoires
X, et on peut alors construire des solutions en un sens faible probabiliste et des solutions martingales. Cela
permet de considérer des équations aux dérivées partielles stochastiques beaucoup plus complexes, comme par
exemple des équations de type Navier-Stokes.
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